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Введение 

Актуальность проблемы 

Математическое моделирование и методы оптимизации важны при 

поиске системных связей и закономерностей функционирования сложных 

систем, для повышения эффективности управления в технических, эконо-

мических, социальных системах. Современная теория оптимизации во 

многих случаях служит методической основой для выбора наилучших эко-

номических и технических решений, средством математического модели-

рования, инструментом вычислительной математики. Весомый вклад в 

развитие теории и методов оптимизации внесли: А. Таккер, Л.В. Канторо-

вич, Дж. Данциг, Х. Кун, Г. Зойтендейк, Е.Г. Гольштейн, И.И. Еремин, 

В.П. Булатов, Б.Т. Поляк, Ф.П. Васильев, Н.З. Шор, Б.Н. Пшеничный, В.Ф. 

Демьянов, Ю.Г. Евтушенко, У. Зангвилл и многие другие. [7, 13, 14, 24, 33, 

42, 109, 128, 136, 139, 142, 144, 145, 154, 157, 167, 174, 180]. 

Одним из важнейших разделов теории оптимизации является теория 

двойственности [7, 13, 39, 67, 112, 158, 184, 188]. Двойственные задачи оп-

тимизации применяются для доказательства оптимальности полученного 

решения, для анализа его устойчивости к варьированию исходных данных, 

для содержательной интерпретации математических моделей, теоретиче-

ского обоснования и разработки новых алгоритмов решения задач матема-

тического программирования.  

Вид двойственной задачи оптимизации зависит от вида исходной зада-

чи и правил формирования двойственной задачи. Случай, когда двойст-

венная задача оптимизации к двойственной задаче совпадает с исходной, в 

математическом программировании называют симметричной двойствен-

ностью. Симметричная двойственность имеет место для задач линейного 

программирования. Двойственные задачи нелинейного программирования не 

обладают в общем случае свойством симметричной двойственности, хотя для 

некоторых типов задач нелинейной оптимизации симметричная двойствен-
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ность имеет место. Например, в работах У. Дорна [152], Дж. Денниса [16], а 

также С.И. Зуховицкого, Л.И. Авдеевой [65] формулируются симметричные 

двойственные задачи квадратичного программирования. Симметричная 

двойственность задач оптимизации с целевой функцией, выпуклой по одному 

векторному аргументу и вогнутой по другому, исследовалась в работах  

Г. Данцига, Е. Эйзенберга, Р. Коттла [150], М. Базара, Дж. Гуди [134], Г. Дэви 

[151],  Б. Монда, Т. Вейра [169, 170] и др. 

Основное внимание в диссертации уделяется симметричной двойствен-

ности на важном во многих приложениях подклассе задач минимизации се-

парабельной дифференцируемой строго выпуклой функции при линейных 

ограничениях в виде равенств и неравенств на значения отдельных перемен-

ных. Теоретической основой для симметричной двойственности на этом 

классе задач служит теория альтернативных систем линейных неравенств 

[10, 40, 116, 125, 146, 147] и преобразование Лежандра-Фенхеля [80, 111, 127, 

153, 176], известное из выпуклого анализа. Указанный подкласс задач иссле-

довался ранее в работах научного руководителя, причём рассматривались 

только ограничения-равенства и односторонние ограничения-неравенства на 

переменные [28, 31, 50–53]. Теоремы, доказываемые в диссертации, развива-

ют существующие исследования на случай задач оптимизации с двусторон-

ними ограничениями-неравенствами на отдельные переменные. 

В качестве объекта приложения симметричных двойственных задач 

оптимизации в диссертации рассматриваются модели потокораспределе-

ния. Рассматриваемые модели можно разбить на два класса, различающие-

ся содержательной интерпретацией: гидравлические цепи и нелинейные 

транспортные модели  (обобщающие линейные транспортные задачи).  

В начале XX века в работах М.М. Андрияшева, В.Г. Лобачева, Х. 

Кросса [3, 79, 148] были предложены первые методы расчета гидравли-

ческих сетей. С середины 60-х годов XX в. начала формироваться (в рамках 

системных научных исследований) теория гидравлических цепей, обобщаю-
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щая методы моделирования и оптимизации трубопроводных систем. Вклад 

в ее развитие внесли В.Я. Хасилев, А.П. Меренков, М.Г. Сухарев, А.Г. Ев-

докимов, А.Д. Тевяшев, С.В. Сумароков, Е.В. Сеннова, Н.Н. Новицкий и др. 

[20, 22, 73, 101, 102, 107, 114, 123, 132, 168, 185].  

В кандидатской диссертации С.П. Епифанова [29] на базе теории 

симметричной двойственности исследовались модели потокораспределе-

ния в трубопроводных системах при наличии только ограничений-

равенств на расходы среды. Использование фактов симметричной двойст-

венности в [29] позволило доказать существование и единственность реше-

ния задач потокораспределения в различных постановках причем  для клас-

са функций (задающих зависимость потери давления от расхода по дуге), 

который существенно шире ранее использовавшегося в работах по гидрав-

лическим цепям. При этом была расширена возможность выбора эффек-

тивных алгоритмов для расчета моделей; получена новая физическая ин-

терпретация процесса потокораспределения. 

В настоящей диссертации исследования моделей потокораспределе-

ния на базе теории симметричной двойственности развиваются и для слу-

чаев наличия ограничений-неравенств (в том числе двусторонних) на зна-

чения переменных. Это позволяет описывать гидравлические системы с 

наличием устройств регулирования расхода, которые широко распростра-

нены в трубопроводных системах. Можно надеяться, что указанные выше 

положительные эффекты от использования теорем симметричной двойст-

венности можно получить и для моделей с регуляторами расхода.  

В качестве объекта приложения теории симметричной двойственно-

сти в  диссертации рассматриваются также нелинейные транспортные мо-

дели, в которых затраты на перевозки по отдельным дугам задаются в виде 

нелинейных функций от объемов перевозок. Во многих случаях такие мо-

дели более адекватны действительности, чем традиционно рассматривае-

мые линейные транспортные модели [15, 68–71, 117–119, 122, 135, 155, 
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160, 162, 165, 166]. Нелинейные транспортные модели исследовались с 

конца 40-х гг. XX в работах Р.Д. Даффина, Г. Биркхофа, Д. Диаза, Д. Ден-

ниса, Миллара, Г.Д. Минти, В.Н. Лившица, Р. Рокафеллара, Д. Бертсекаса, 

Л.Д. Попова, Е.А. Нурминского и других [8, 16, 75–78, 108, 129, 138, 141, 

143, 177]. Одним из важных аспектов нелинейных транспортных моделей, 

рассматриваемых в диссертации является выбор альтернативы формирова-

ния тарифов на перевозки – по предельным или по средним затратам. 

В диссертации подробно рассматривается одно из конкретных прило-

жений транспортных моделей для исследования проблем обеспечения энер-

гетической безопасности страны и её регионов. В качестве развития линей-

ной модели оценки производственных возможностей отраслевых систем 

энергетики в экстремальных ситуациях, используемой в ИСЭМ СО РАН, в 

диссертации предлагается рассмотреть нелинейную транспортную модель с 

двусторонними ограничениями-неравенствами. Нелинейная целевая функция 

более адекватно описывает риски от использования на отдельных транс-

портных ветвях режимов повышенной (относительно нормы) нагрузки. Для  

улучшения существующей методики ранжирования «узких мест» представ-

ляется целесообразным использовать факты симметричной двойственности. 

Для расчета моделей потокораспределения могут применяться различ-

ные алгоритмы [137, 140, 159, 163, 175, 183, 187], в том числе из имеющего-

ся большого разнообразия методов выпуклого программирования. В дис-

сертационной работе акцент сделан на сравнительных экспериментальных 

исследованиях вариантов алгоритмов внутренних точек из особого класса, 

в которых ограничения-неравенства на переменные учитываются путем 

введения квадратичной штрафной функции (с итеративно меняющимися 

весами) в целевую функцию вспомогательной задачи поиска направления 

улучшения решения. Пионерами в разработке этих алгоритмов были в СССР 

в 60 – 70-х гг. XX века  С.М. Анцыз, И.И. Дикин, Ю.Г. Евтушенко, В.Г. Жа-

дан, В.И. Зоркальцев [17, 18, 23, 24]. В СО РАН эти алгоритмы использова-
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лись при реализации ряда моделей энергетики [19, 20, 44, 45, 49]. 

Повышенный интерес к алгоритмам внутренних точек во всем мире 

возник в 80-х годах прошлого века благодаря работам Л.Г. Хачияна, Д.Б. 

Юдина, Н. Кармаркара, А.С. Немировского, Ю.Е. Нестерова над полино-

миальными методами. Эти работы послужили импульсом для появления 

большого числа публикаций, посвященных теоретическим и эксперимен-

тальным исследованиям алгоритмов внутренних точек. Весомый вклад в 

развитие алгоритмов внутренних точек внесли зарубежные ученые: И. Ад-

лер, Р. Вандербей, М. Коджима, Г. Мак-Кормик, Р. Монтейро, Ш.  Мицу-

но, М. Тодд, Т. Тсучия, А. Фиакко  и др. [120, 133, 164, 174, 182].  

Выбор исследуемого класса алгоритмов обусловлен тем, что в настоя-

щее время является общепризнанной их высокая численная эффективность. 

К тому же эти алгоритмы для рассматриваемых задач потокораспределения 

выполняют роль обобщений хорошо зарекомендовавших себя при расчетах 

гидравлических цепей методов контурных расходов и узловых давлений.  

Можно выделить два подмножества алгоритмов внутренних точек рас-

сматриваемого класса: прямые и двойственные алгоритмы. Симметричная 

двойственность имеет принципиальное значение для двойственных алгорит-

мов внутренних точек; без этого свойства их использование было бы невоз-

можным. Частным случаем рассматриваемых алгоритмов является известные 

affine scaling method [133, 182] и dual affine scaling method для решения задач 

линейного программирования.  

К настоящему времени получен ряд важных результатов в усовершенст-

вовании и теоретическом обосновании алгоритмов внутренних точек, в том 

числе в работах [48, 58, 59]. В этих работах на задачах линейного программи-

рования была доказана сходимость для семейства алгоритмов, различающих-

ся правилами задания весовых коэффициентов.  Имеет место недостаток экс-

периментальных исследований алгоритмов из этого семейства с различными 

способами задания весовых коэффициентов, особенно для задач выпуклой 



 8

оптимизации. Одной из задач диссертации являются экспериментальные ис-

следования с целью сопоставления прямых и двойственных алгоритмов, вы-

явления их свойств, выбора наиболее эффективных вариантов реализации. 

Цели исследований диссертации. Диссертация посвящена совер-

шенствованию методов системного анализа сложных систем для повыше-

ния эффективности их функционирования. Исследования, представленные 

в диссертации, преследовали следующие три взаимосвязанные цели: 

1) исследовать возможности развития и применения симметричной 

двойственности в оптимизации для задач выпуклого программирования с 

сепарабельной целевой функцией и линейными ограничениями – равенст-

вами и неравенствами, в том числе двусторонними;  

2) на базе теории симметричной двойственности исследовать свойства 

нелинейных моделей потокораспределения с ограничениями-неравенства-

ми;  

3) провести сравнительные экспериментальные исследования вариан-

тов прямых и двойственных алгоритмов внутренних точек на моделях по-

токораспределения. 

Объектом исследования являются задачи оптимизации с выпуклой 

целевой функцией и линейными ограничениями, алгоритмы внутренних 

точек, модели технических и экономических систем потокораспределения.   

Предметом исследования является развитие теории симметричной 

двойственности, выявление новых свойств моделей потокораспределения 

и  экспериментальные исследования алгоритмов внутренних точек. 

Методы и инструменты исследования базируются на методологии 

математического моделирования, теории и методах оптимизации, выпук-

лом анализе, теории графов, линейной алгебре. Для реализации итераци-

онных численных алгоритмов использованы языки программирования С и 

С++, также проведены расчеты в математических пакетах Maple и Matlab. 
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Основные результаты, выносимые на защиту 

1) Доказана эквивалентность симметричных двойственных задач ми-

нимизации сепарабельной выпуклой функции при линейных ограничени-

ях, включающих двусторонние ограничения на переменные. Получены усло-

вия существования и единственности решения симметричных двойственных 

задач. Сформулированы и обоснованы условия оптимальности в виде систе-

мы нелинейных уравнений и неравенств с использованием условий равенства 

нулю кусочно-линейных функций-срезок вместо билинейных ограничений 

дополняющей нежёсткости.  

2) На основе теории симметричной двойственности получена содер-

жательная интерпретация нелинейных моделей потокораспределения с 

двусторонними ограничениями на переменные. Разработана нелинейная 

модель оценки возможностей функционирования в чрезвычайных ситуа-

циях Единых систем газо- или нефтеснабжения. Для этой модели даны ре-

комендации по использованию двойственных оценок при ранжировании 

«узких» мест сети. 

3) Предложены  эффективные способы выбора параметров в про-

граммно реализованных вариантах прямых и двойственных алгоритмов 

внутренних точек. На задачах потокораспределения показано преимущест-

во линейных весовых коэффициентов, учитывающих множители Лагран-

жа, перед традиционными квадратичными. Установлено, что двойственные 

алгоритмы приводят к оптимальным решениям исходной задачи быстрее, 

чем прямые. 

Научная новизна. Формулировки симметричных двойственных задач 

оптимизации рассматриваемого в диссертации класса и доказательство эк-

вивалентности этих задач являются новыми. Они распространяют сущест-

вующую теорию симметричной двойственности на случай наличия двусто-

ронних ограничений-неравенств на переменные. Получен и обоснован но-

вый, удобный для различных приложений вид условий оптимальности для 
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таких задач.  

Предложена новая нелинейная модель оценки возможностей Единой 

системы газоснабжения (ЕСГ) или Единой системы нефтеснабжения (ЕСН) 

в чрезвычайных ситуациях, являющаяся развитием существующей в ИСЭМ 

СО РАН линейной модели. Для предложенной модели даны рекомендации 

по использованию двойственных оценок для более детального ранжирования 

«узких» мест транспортной сети, что является новым в работах по исследо-

ванию живучести ЕСГ и ЕСН. Предложены новые интерпретации постановок 

нелинейных транспортных задач на базе теории симметричной двойственно-

сти. 

Впервые проведены вычислительные эксперименты для особого типа 

алгоритмов внутренних точек на рассматриваемом в диссертации классе 

задач оптимизации. Исследования позволили выявить новые свойства ал-

горитмов, в частности преимущество двойственного алгоритма внутренних 

точек с линейными весовыми коэффициентами, учитывающими множите-

ли Лагранжа, на рассматриваемом классе задач.    

Практическая значимость  

1) Нелинейная модель оценки возможностей ЕСГ или ЕСН в чрезвы-

чайных ситуациях использована в исследованиях проблем энергетической 

безопасности, которые включают анализ последствий реализации возмож-

ных возмущений в системах энергетики, а также выявление слабых мест в 

системе топливо- и энергоснабжения потребителей. Полученные на основе 

теории симметричной двойственности оценки дают дополнительную ин-

формацию о потокораспределении, необходимую для более детального ана-

лиза живучести систем энергетики в чрезвычайных ситуациях.  

2) Разработанный программный модуль, реализующий алгоритм 

внутренних точек для расчета нелинейной модели оценки возможностей 

ЕСГ или ЕСН в чрезвычайных ситуациях, внедрен в программный ком-

плекс «Нефть и газ России» (ИСЭМ СО РАН).  
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3) Распространение теории симметричной двойственности на класс 

задач оптимизации с ограничениями-неравенствами позволяет описывать с 

их помощью гидравлические системы с автоматическими регуляторами 

расхода. Для модели такой системы с учетом свойств разреженности мат-

рицы инциденций выполнена программная реализация двойственного ал-

горитма внутренних точек, дающая выигрыш в скорости счета по сравне-

нию с некоторыми коммерческими решателями.  

4) Разработана программная среда EasyLink, позволяющая визуализи-

ровать процесс задания исходных данных модели потокораспределения. 

5) Материалы диссертации используются в спецкурсе «Сетевые моде-

ли экономики и энергетики», читаемом студентам ИМЭИ ИГУ. 

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. В 

соответствии с паспортом специальности 05.13.01 в диссертации проведе-

но развитие теории симметричной двойственности в оптимизации; выпол-

нена формализация и постановка задач потокораспределения; усовершен-

ствованы критерии оценки эффективности решения задач оптимизации для 

исследования энергетической безопасности; разработано специальное ма-

тематическое и программное обеспечение для решения этих задач, а также 

для визуализации исходных данных (пп. 1–3, 5, 12 области исследований). 

Достоверность научных результатов подтверждается строгими мате-

матическими доказательствами, а также проверкой исследуемых идей, мо-

делей и алгоритмов на тестовых, модельных и прикладных задачах энерге-

тики. 

Апробация работы 

Исследования по теме диссертации выполнялись в рамках проектов 

РФФИ №05-01-00587a, №09-01-00306-а, РГНФ №06-02-00266а. Доклады-

вались и обсуждались на 22 конференциях, из них: 5 международных и 7 

всероссийских. В том числе: на научно-теор. конференциях молодых ученых 
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ИГУ (2006, 2007); на XXXVI–XXXXI  конференциях научной молодежи 

ИСЭМ СО РАН (2006–2011); на Межвуз. конф. «Математика и проблемы ее 

преподав. в вузе» (2007, Иркутск, ИГПУ); на IX Школе-семинаре молодых 

ученых "Мат. моделир. и инф. технологии" (2007, Иркутск, Ангасолка, оз. 

Байкал); на III и IV Всеросс. конф. «Проблемы оптимизации и экономические 

приложения» (2006, 2009, Омск, Омский филиал ИМ СО РАН); на Россий-

ской конф. "Дискретная оптимизация и исследование операций" (2007, Вла-

дивосток, ИМ СО РАН, ИАПУ ДВО РАН); на международной научно-практ. 

конф. «Актуальные проблемы математики, информатики, механики и теории 

управления» (2009, Алматы, Казахстан); на II Междунар. школе-семинаре 

«Нелинейный анализ и экстремальные задачи» (2010, Иркутск, ИДСТУ СО 

РАН); Всеросс. научн. семинаре с междунар. участием «Математические мо-

дели и методы анализа и оптимальн. синтеза развивающ. трубопроводных и 

гидравлич. систем» (2010, Ялта, Украина); на XIV Всеросс. конф. «Мат. про-

граммир. и прилож.» (2011, ИММ УрО РАН, Екатеринбург); на Российско-

Монгольской конф. мол. ученых по мат. моделир., вычисл.-инфор-мац. тех-

нологиям и управлению (2011, Ханх, Монголия); на XIV и XV Байкальской 

междунар. школе-семинаре «Методы оптимиз. и их приложения» (2008, Севе-

робайк.; 2011, п. Листвянка, оз. Байкал). Работа обсуждалась на семинарах в 

научных институтах: на совместном заседании секций «Специализир. сис-

темы энергетики» и «Прикл. математика и информатика» ИСЭМ СО РАН 

(2010, Иркутск); на совм. заседании семинаров «Мат. экономика» и «Моде-

ли экономич. систем с иерархией в управлении» ИМ СО РАН (2011, Ново-

сибирск); на объединенном семинаре ИВМиМГ и кафедры выч. математики 

НГУ (2011, Новосибирск); на семинаре Отделения методов управления и 

исследования операций ИДСТУ СО РАН (2011, 2013, Иркутск). 

Публикации 

Результаты опубликованы в 31 печатной работе [30, 32, 54–57, 60–64, 

81–100]. Из этих работ 18 статей, в том числе: 5 статей  в реферируемых 
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журналах из списка ВАК [32, 56, 64, 92, 100], 1 статья [62] в зарубежном 

журнале. В числе публикаций 6 текстов докладов [55, 57, 63, 95, 98, 99] в ма-

териалах международных конференций.  

Личный вклад автора. Все основные научные результаты, выноси-

мые на защиту, получены автором самостоятельно и не нарушают автор-

ских прав других лиц. Из совместных публикаций с В.И. Зоркальцевым, 

С.П. Епифановым, С.М. Пержабинским в диссертационную работу вклю-

чены результаты, не затрагивающие интересы соавторов. А.В. Еделев осу-

ществлял консультирование и  помощь с внедрением нелинейной модели 

оценки возможностей ЕСГ или ЕСН. 

Структура и объем работы. Диссертация изложена на 135 страницах 

и состоит из введения, четырех глав, заключения, списка литературы, ко-

торый содержит 188 наименований, и приложения. В диссертации содер-

жится 7 рисунков, 16 таблиц.  
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Глава 1. Обзор по теории симметричной двойственности, мо-

делям потокораспределения и алгоритмам внутренних точек 

§1.1. Основы симметричной двойственности задач оптимизации 

Для широкого класса задач оптимизации применяются особые конст-

рукции – двойственные задачи оптимизации, вид которых зависит от вида 

исходной задачи и правил формирования двойственной задачи. Случай, 

когда двойственная задача к двойственной совпадает с исходной назвают 

симметричной двойственностью. Подобный термин в используемом в 

диссертации смысле был введен в работе У. Дорна [152]. 

В диссертации сформулированы и доказаны теоремы, обосновываю-

щие симметричную двойственность задач выпуклого программирования с 

линейными ограничениями, в том числе с двусторонними неравенствами 

на значения переменных. Эти теоремы развивают исследования, начатые в 

работах [28, 29, 31, 50–53]. Для доказательства теорем симметричной 

двойственности и исследования свойств задач оптимизации используются 

факты теории альтернативных систем линейных неравенств и свойства 

преобразования Лежандра-Фенхеля.  

Теория альтернативных систем линейных неравенств 

Теоремы об альтернативных системах линейных неравенств лежат в  

основе теории математического программирования. На них базируется тео-

рия двойственности линейной оптимизации, которая, в свою очередь, явля-

ется основой широкого класса задач нелинейной оптимизации. Эти теоремы 

имеют и другие важные приложения. В частности, они используются при 

идентификации несовместности системы линейных неравенств; для конст-

руирования новых алгоритмов решения систем линейных и,  

на базе этого, нелинейных систем неравенств; для выявления избыточных 

ограничений в задачах оптимизации; для получения решений систем линей-
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ных неравенств с минимальным набором активных ограничений [116].  

Теоремы об альтернативных системах линейных неравенств утвер-

ждают, что системе линейных неравенств можно поставить в соответствие 

(по некоторым правилам) альтернативную систему линейных неравенств. 

Альтернативность состоит в том, что одна и только одна из этих двух сис-

тем будет иметь решение, а вторая обязательно будет иметь противоречи-

вые условия. При этом имеет место симметрия систем: альтернативная к 

альтернативной системе совпадает с исходной системой. 

Существует много внешне сильно различающихся математических 

формулировок теорем, применяемых к разным типам систем линейных не-

равенств. Варианты теорем об альтернативных системах линейных нера-

венств связывают с именами разных математиков.  

Вклад в развитие теории альтернативных систем линейных нера-

венств внесли работы П. Гордана, Г. Минковского, Г. Фаркаша, Д. Гейла 

[10], С.Н. Черникова [125], И.И. Еремина [40], Н.Н. Астафьева [33], К.Г. 

Бройдена [147, 146], А.И. Голикова, Ю.Г. Евтушенко [12], В.И. Зоркальце-

ва [116]  и других. 

Симметричная двойственность в линейном программировании 

Простым и наглядным примером задач оптимизации, в которых на-

блюдается симметричная двойственность, являются задачи линейного про-

граммирования (ЛП).   Любой задаче ЛП можно поставить в соответствие 

(по определенным правилам) двойственную задачу ЛП, причем двойствен-

ная задача к двойственной будет совпадать с исходной задачей.  

Одним из первых идею двойственности в задачах ЛП исследовал 

Л.В. Канторович. Развивая методы решения транспортной задачи, он еще в 

1940 предложил метод разрешающих множителей, который можно рас-

сматривать как идейную основу известного симплекс-метода, предложен-

ного в 1947 г. Дж. Данцигом [15]. Развивая теорию и методы ЛП для реше-
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ния задач экономики и производства, Л. В. Канторович ввел «двойствен-

ные оценки» ресурсов [71] (сам он называл их «объективно обусловлен-

ными оценками»), показывающие степень ценности этих ресурсов для об-

щества. В своих работах Л.В. Канторович развил идею о том, что каждое 

оптимальное производственное и управленческое решение взаимосвязано 

с оптимальной системой цен, заданных двойственными оценками. 

В работах И.И. Еремина исследовались постановки несобственных 

двойственных задач линейного программирования [34, 35], а также сим-

метричных двойственных задач последовательного линейного программи-

рования [36]. Перенос симметричной двойственности на ситуацию парето-

лексикографических задач оптимизации, в частности в предположениях 

несобственности, реализован в работах [37–39].  

Идеи и факты теории симметричной двойственности ЛП используются в 

диссертации для построения симметричной двойственности задач оптимиза-

ции выпуклых функций при линейных ограничениях, в том числе  двусто-

ронних ограничениях-неравенствах на переменные. 

Симметричная двойственность в нелинейном программировании 

Работа Дж. Денниса [16] посвящена обсуждению анологий между тео-

рией электрических цепей и математическим программированием, в ней 

дана физическая интерпретация задач потокораспределения. В этой работе 

формулируются симметричные двойственные задачи квадратичного про-

граммирования с использованием преобразования Лежандра, обладающие 

свойством симметричной двойственности.  

В книге С.И. Зуховицкого, Л.И. Авдеевой [65] излагаются методы и за-

дачи линейного и выпуклого программирования, формулируются симмет-

ричные двойственные задачи линейного и квадратичного программирова-

ния с использованием преобразования Лежандра.  

Симметричная двойственность для задач оптимизации вещественной 
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функции ),( yxf , выпуклой по вектору переменных x  и вогнутой по век-

тору переменных y  формулируется в работах Г. Данцига, Е. Эйзенберга, и 

Р. Коттла [150], а также Б. Монда [169]. Обобщение результатов Г. Данци-

га и др. выполнено в работах М. Базараа и Дж. Гуди [134], а также Г. Дэви 

[151]. Б. Монд и Т. Вейр в статье [170] сформулировали постановки сим-

метричных двойственных задач с псевдовыпуклой–псевдовогнутой целе-

вой функцией. 

В работах В.И. Зоркальцева [50–53] для задач оптимизации с целевы-

ми функциями из специально введенного класса функций и линейными ог-

раничениями были предложены формулировки  двойственных задач, обла-

дающие свойством симметричной двойственности. В работах [28, 29, 31, 

51, 52] приводятся доказательства теорем симметричной двойственности 

для задач с ограничениями-равенствами, а также односторонними ограни-

чениями-неравенствами. 

Преобразование Лежандра-Фенхеля  

В теории оптимизации важную роль играют свойства выпуклости 

функций и множеств. Значительный прогресс в развтии методов оптимиза-

ции инициировала теория, получившая название «выпуклый анализ» (после 

работ В. Фенхеля [153] и Р. Рокафеллара [111]). В выпуклом анализе суще-

ственную роль играет преобразование Лежандра-Фенхеля.  

Определение. Преобразованием Лежандра-Фенхеля выпуклой функ-

ции одного вещественного аргумента RRF →:  называется функция:   

 }:)(sup{)( RxxFyxy ∈−=Φ . (1) 

Отметим, что преобразование Лежандра-Фенхеля еще называют пре-

образованием Фенхеля [144], Лежандра-Юнга-Фенхеля [2, 80]. Функцию 

)(yΦ  также называют сопряженной с )(xF  [109, 111, 127, 176].  

В случае, когда вещественная функция F  одного вещественного аргу-
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мента  является строго выпуклой и дважды дифференцируемой, преобразо-

вание Лежандра-Фенхеля этой функции совпадает с классическим преобра-

зованием Лежандра, задаваемым формулой: 

 ))(()()( yFyyy ϕϕ −=Φ ,  

где )(yϕ  – функция обратная к функции )(xf , которая обозначает произ-

водную )(xF . 

Преобразование Лежандра получило своё название в честь французско-

го математика Адриена-Мари Лежандра (1752–1833). Идея, которую хотел 

реализовать Лежандр, заключается в  том, чтобы с помощью преобразова-

ния получить из исходной функции такую, что производные исходной и по-

лученной функций были бы взаимно обратны. 

Из определения следует, что для того, чтобы функция )(xF  допускала 

преобразование Лежандра необходимо и достаточно, чтобы она была не-

прерывно дифференцируемой в области определения и чтобы её производ-

ная функция )(xf  имела обратную. Последнее имеет место, если функция 

)(xf  является взаимно однозначной (биекцией).  

Преобразование Лежандра-Фенхеля, в отличие от преобразования 

Лежандра, может применяться к нестрого выпуклым функциям и к выпук-

лым функциям, имеющим точки недифференцируемости.  

Свойства преобразования Лежандра-Фенхеля 

Приведем некоторые известные свойства преобразования Лежандра-

Фенхеля, которые будут использоваться в диссертации для доказательства 

теорем симметричной двойственности и для исследования свойств моделей 

потокораспределения. 

1. Неравенство Фенхеля-Юнга [80, 111]. Для выпуклой функции )(xF  и 

её преобразования Лежандра-Фенхеля )(yΦ  при любых x  и y  справедливо 

неравенство: 
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  xyyxF ≥Φ+ )()( . (2) 

Это неравенство, в случае строго выпуклой дифференцируемой )(xF , 

можно заменить парой условий [52]: 

 xyyxF =Φ+ )()( , если )(xfy = , 

 xyyxF >Φ+ )()( , если )(xfy ≠ , где )(xf  – производная )(xF . 

2. Функцию RXF →: , RX ⊂  называют полунепрерывной снизу, если 

для любого R∈γ  множество Лебега })(:{ γγ ≤∈= xx FXX  замкнуто. 

Преобразование Лежандра-Фенхеля всегда является выпуклой полу-

непрерывной снизу функцией [111].  

3. Результат применения преобразования Лежандра-Фенхеля к исход-

ной функции дважды называется повторным преобразованием Лежандра-

Фенхеля. Его обозначают )(** xF . 

Теорема Фенхеля-Моро [67, 80]. Для того, чтобы повторное преобра-

зование Лежандра-Фенхеля )(** xF  было тождественно исходной функции 

)(xF , необходимо и достаточно, чтобы )(xF  была выпукла и полунепре-

рывна снизу. 

Некоторые области применения преобразования Лежандра-Фенхеля 

Преобразование Лежандра и преобразование Лежандра-Фенхеля име-

ют ряд применений в математике: 

1) в теории дифференциальных уравнений для более простого интег-

рирования некоторых классов дифференциальных уравнений [5, 74], 

2) в дифференциальной геометрии к кривым и  поверхностям для по-

строения  огибающих их семейств касательных [6, 21], 

3) в вариационном исчислении для перехода от системы уравнений 

Эйлера – Лагранжа к системе уравнений Гамильтона  [4, 2],  

4) в математическом программировании для построения двойствен-

ных экстремальных формулировок задач [16, 29, 50–53, 65]. 
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В физике преобразование Лежандра применяется: 

1) в термодинамике для перехода между термодинамическими потен-

циалами [11, 82], 

2) в классической механике для перехода от Лагранжевой механики к 

Гамильтоновой и обратно [4]. 

Во второй главе данной диссертации преобразование Лежандра-Фен-

хеля используется при построении двойственных задач оптимизации с вы-

пуклыми сепарабельными целевыми функциями и линейными ограниче-

ниями равенствами и неравенствами. Преобразование Лежандра-Фенхеля 

помогает получить в явном виде целевую функцию двойственной задачи.  

§1.2. Модели потокораспределения и задачи оптимизации  

Модели потокораспределения играют значительную роль при проектиро-

вании, построении сложных технических систем (в том числе транспортных 

системам) и оперативном управлении ими. Задачи и методы оптимизации 

служат инструментом для описания  моделей потокораспределения. Развитие 

теории симметричной двойственности расширяет возможности описания и ис-

следования таких систем. В данном параграфе выполнен обзор исследований 

различных авторов, посвященных изучению моделей потокораспределения.  

Электрические и гидравлические цепи 

К одним из первых моделей потокораспределения можно отнести мо-

дели в виде систем уравнений, описывающие распространение тока в элек-

трической цепи и распределения жидкости в гидравлической системе. Фи-

зические основы электрических цепей были заложены в работах  Г. Ома, Г. 

Кирхгофа, Д. Максвелла в XIX в. Первые методы расчета задач потокорас-

пределения в гидравлической системе, основанные на решении системы не-

линейных алгебраических уравнений, появились в 1930-х годах в работах 

М.М. Андрияшева [3], В.Г. Лобачева [79] и Х. Кросса [148].  
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Начиная с 1960-х годов в работах В.Я. Хасилева, А.П. Меренкова, 

М.Г. Сухарева были заложены основы теории гидравлических цепей [101], 

в которой рассматриваются модели и методы решения, связанные с произ-

вольными трубопроводными и гидравлическими системами. Моделирова-

ние потокораспределения в трубопроводных системах основано на анало-

гах физических законов для электрических цепей. Поэтому при расчетах 

трубопроводных систем и электрических цепей используются общие мето-

ды  их расчета. Значительную роль в развитии теории гидравлических це-

пей сыграли сотрудники Института систем энергетики им. Л.А. Мелентье-

ва СО РАН (ранее СЭИ СО РАН). 

Большой вклад в исследование гидравлических систем и разработку 

методов решения задач потокораспределения внесли: В.Я. Хасилев, А.П. 

Меренков [101, 102, 123], С.В. Сумароков, М.Г. Сухарев, А.Г. Евдокимов, 

А.Д. Тевяшев [22], Б.Н. Пшеничный, Б.М. Каганович, Е.В. Сеннова, В.Г. 

Сидлер [114], Н.Н. Новицкий [107], А.Г. Коваленко [73] и многие другие. 

В работах С.П. Епифанова и В.И. Зоркальцева [28, 29, 50, 53] исследо-

вались модели потокораспределения с линейными ограничениями-

равенствами с помощью теории симметричной двойственности. Исходная 

задача оптимизации, используемая для описания модели потокораспределе-

ния гидравлической системы в [29], имеет вид: 

 min)(
1

→−∑
=

xcT
n

j
jj xF , (3)  

 bAx = . (4)  

Здесь переменные составляют вектор nR∈x ; задана матрица A  размера 

nm×  и векторы mR∈b , nR∈c . Для nj ...,,1=  задан набор функций ZFj ∈ , 

где Z – множество непрерывно дифференцируемых функций действитель-

ного аргумента, причем любая функция jF  из Z удовлетворяет условиям:  

 1) 0)0( =jF  и 0)0( =′jF ,  
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 2) )()( βα jj FF ′>′ , если βα > , 

 3) −∞→′ )(αjF , если −∞→α  и +∞→′ )(αjF , если +∞→α . 

Двойственная задача оптимизации в [29] имеет следующий вид: 

 min)(
1

→−Φ∑
=

ubT
n

j
jj y , (5) 

 cuAy =− T .  (6) 

Здесь переменные составляют векторы nR∈y , mR∈u . Для nj ...,,1=  за-

дан набор функций jΦ  из множества Z. Каждая функция jΦ  связана с 

функцией jF  преобразованием Лежандра-Фенхеля. В [29] обосновывается 

симметричная двойственность задач (3)–(4) и (5)–(6). 

В упомянутых работах не проводились исследования моделей потоко-

распределения на базе симметричных двойственных задач с двусторонни-

ми ограничениями-неравенствами на переменные. Подобные задачи важ-

ны, они позволяют описывать гидравлические системы с наличием автома-

тических регуляторов. Исследования подобных систем до настоящего вре-

мени велись на базе моделей, построенных с использованием систем урав-

нений и неравенств [20, 107, 114, 123]. 

Линейные и нелинейные модели потокораспределения 

Модели потокораспределения – достаточно универсальный класс мо-

делей. С его помощью можно описать, кроме физических систем, также 

транспортные системы, возникающие в задачах экономики.  

Первые постановки транспортных задач в экономике обычно связы-

вают с работами А.Н. Толстого [117 – 119]. В [117] дается описание транс-

портной задачи, возникающей при планировании железнодорожных пере-

возок грузов между источниками и пунктами назначения. Там же предло-

жено несколько подходов к решению, полученный в статье план перевозок 

действительно являлся оптимальным, однако строгих теорем и доказа-
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тельств этого факта получено не было.  

В 1941 г. Ф. Хичкоком была дана [162] оптимизационная постановка 

транспортной задачи, однако методы её решения не были предложены. 

Серьезная попытка разработать математически обоснованные методы 

для широкого класса практических задач в экономике, в том числе транс-

портных, была сделана Л.В. Канторовичем в конце 1930-х годов. Транс-

портная задача рассматривалась им как оптимизационная. В работе [68] 

Канторовича с М. К. Гавуриным были в развернутой форме даны эффек-

тивные методы решения транспортной задачи.  

Двойственные оценки получили различное толкование в работах само-

го Л.В. Канторовича [71] и западных ученых. Если в западной литературе 

наиболее популярны так называемые «теневые цены» на ресурсы, то Л.В. 

Канторович использовал понятие «объективно обусловленных оценок».  

За рубежом первыми сформулировали задачу о максимальном потоке 

Т.Харрис и Ф.Росс [160]. Интерес Харриса и Росса, в этой работе, засекре-

ченной до 1999 года Министерством ВВС США, заключался в поиске мест 

с наименьшей пропускной способностью с целью наиболее эффективного 

поражения сети железнодорожного сообщения вероятного противника. 

В [166] под редакцией Тьялинга Купманса опубликованы труды кон-

ференции, посвященной вопросам оптимального использования транс-

портных систем. В [166] Купманс приводит транспортную модель. В ста-

тье [143] Г. Биркгоф и Дж. Диаз впервые предлагают использовать релак-

сационные методы для решения выпуклых задач оптимизации на сетях. 

Комбинаторные методы решения целочисленных задач о потоках в 

сетях рассмотрены в книге Форда и Фалкерсона [155]. Авторы делают 

упор на линейные постановки задач о потоке в сети и среди них лишь на 

те, для которых из предположения о исходных данных вытекает существо-

вание и целочисленного решения.  

В книге Т. Рокафеллара [177], посвященной моделям потокораспреде-
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ления и задачам монотропного программирования (так автор назвал задачи 

оптимизации с выпуклой сепарабельной целевой функцией и линейными 

ограничениями), приводится обширный обзор особенностей потоковых за-

дач: как линейных, так и нелинейных. Также в книге рассматриваются алго-

ритмы решения задач потокораспределения с линейными, а также с выпук-

лыми возможно недифференцируемыми целевыми функциями. Изучаются 

вопросы двойственности задач оптимизации, и ставится задача транспорт-

ного равновесия. 

Исследованием нелинейных транспортных задач в нашей стране за-

нимался В.Н. Лившиц. В ряде публикаций [8, 75 – 78] им и группой соав-

торов были рассмотрены вопросы моделирования, развития магистральной 

транспортной сети, алгоритмы оптимального распределения потоков на 

сети, модели системного прогнозирования перевозок, вопросы эффектив-

ности капитальных вложений на транспорте, проблемы государственного 

регулирования естественных монополий, вопросы реформирование желез-

нодорожного транспорта. Лившиц, однако, не рассматривал двойственные 

постановки нелинейных транспортных задач. 

В монографии Д. Бертсекаса [141] дан обзор задач «сетевой оптими-

зации» и методов их решения. В ней автор рассматривает  задачи о потоке 

минимальной стоимости с линейной целевой функцией, одно- и многопро-

дуктовые задачи потокораспределения с выпуклой целевой функцией (без 

требования строгой выпуклости) и класс дискретных задач оптимизации на 

сети. Предлагаются алгоритмы «аукциона», которые в процессе решения на 

любой итерации могут ухудшить значение как исходной, так и двойственной 

целевой функции, но в конце находят оптимальное решение исходной зада-

чи и основывается на понятии приближенной дополняющей нежесткости. 

В  [106, 110] описываются модели (на основе задач линейного про-

граммирования), которые позволяют оценить величины дефицита газа, 

возникшего у отдельных потребителей в случае возможной реализации 
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крупномасштабного негативного возмущения в работе Единой системы га-

зоснабжения (ЕСГ) или нефтеснабжения (ЕСН).  В [113]  исследуются во-

просы определения и ранжирования «узких» места транспортной подсис-

темы, с целью выбора оптимального плана  выхода из чрезвычайной си-

туации. Газовый блок ПВК "Нефть и газ России", разработанный в ИСЭМ 

СО РАН [27], решает задачу нахождения максимального потока ресурса 

газовой сети при возможной минимизации стоимости этого потока. Для 

определения «узких» мест, ограничивающие возможности системы по 

удовлетворению потребителей требуемым ресурсом, а также ранжирова-

ния этих мест по значимости их влияния на работу системы, либо по при-

оритетности проведения мероприятий для рационального повышения про-

изводственных возможностей системы в [113] предлагается задача линей-

ного программирования: 

 min,)(
),(

→+∑
ji

ijijijij yAqC  (7) 

 ijijij yqh += , (8) 
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 ,0 ijijij xdq −≤≤  (10) 

 ,0 ijij Yy ≤≤  (11) 

где v  – величина суммарного дефицита ресурса у потребителей; ijd  – ог-

раничение на поток по дуге (i, j);. ijh  – приращение потока по дуге (i, j); ijq  

– приращение потока по дуге (i, j) до ijd ; ijy  – приращение пропускной 

способности (i, j) свыше ijd ; ijY  – ограничение на приращение пропускной 

способности по дуге (i, j) свыше ijd ; ijC  – цена или удельные затраты на 

транспорт энергоресурса по дуге (i, j) в пределах ijd ; ijA  – цена или удель-
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ные затраты на транспорт энергоресурса по приращению ijy ; +
jN  – под-

множество "входящих" в узел j дуг; −
jN  – подмножество "выходящих" дуг 

из узла j; O – суммарный источник; S – суммарный сток; ijx  – значение по-

тока по дуге (i, j), полученное при решении задачи нахождения макси-

мального потока минимальной стоимости. 

Задача (7)–(11) позвояет оценить каким образом и где необходимо 

увеличить пропускные способности дуг, чтобы получить искомый увели-

ченный поток с минимальными на это затратами. Для ранжирования «уз-

ких» мест используются величины ijy , показывающие необходимость уве-

личения пропускной способности дуг свыше ijd . 

Использование нелинейной целевой функции в (7) может повысить ка-

чество моделирования, поскольку нелинейная функция более реалистично 

описывает издержки, возникающие на практике в системах ЕСГ и ЕСН. При-

менение фактов двойственности в этой модели является одним из путей 

совершенствования методики решения проблемы ранжирования "узких" 

мест. Двойственные оценки позволяют выразить транспортные издержки и 

издержки от недопоставок в количественном выражении. Эту информацию  

можно использовать при проведении ранжирования.  

Другие подходы к моделированию потокораспределения 

Транспортные модели могут быть представлены в виде систем ра-

венств и неравенств. Например, такой системой являются условия опти-

мальности Куна-Таккера для линейной или нелинейной транспортной за-

дачи. В книге [108] Л.Д. Попова содержится обзор линейных и нелиней-

ных задач о дополнительности, а также их обобщений в виде вариацион-

ных неравенств. Вариационные неравенства являются, кроме того, обоб-

щением для задач нелинейного программирования. Рассматриваемые в 

[108]  постановки могут быть применены к задачам общего экономическо-
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го равновесия, прогнозирования транспортных потоков и тарифов на гру-

зоперевозки,  в том числе к игровым постановкам транспортных задач. 

В монографии [53] делается обзор равновесного программирования – 

подхода, обобщающего технику решения вариационных неравенств.  В 

рамках этого направления равновесие определяется как неподвижная точка 

экстремального отображения. Обычная задача математического програм-

мирования представляет собой частный случай задачи равновесного про-

граммирования. Кроме того этот подход позволяет объединить в рамках 

одной теории биматричные игры, многокритериальную оптимизацию, а 

также равновесные модели математической экономики. 

Публикации [126, 149, 158, 161, 172, 181, 186] посвящены постанов-

кам транспортных задач в виде вариационных неравенств, исследованию 

условий существования, единственности и устойчивости транспортного 

равновесия. Статьи содержат информацию о соотношениях между различ-

ными видами равновесий и связях между задачами оптимизации и вариа-

ционными неравенствами. 

§1.3. Метод внутренних точек как способ расчета моделей 

К эффективным и активно развиваемым методам решения задач опти-

мизации с ограничениями-неравенствами относятся алгоритмы методов 

внутренних точек. Первые алгоритмы метода внутренних точек появились 

в 1960-х. Алгоритмы этого класса, приближаются к оптимуму, находясь во 

внутренней части области допустимых по ограничениям неравенствам ре-

шений. В 1963 году А.В. Фиакко и Г.П. Мак-Кормик [120] описали метод 

внутренней точки для решения задачи нелинейного программирования с 

ограничениями-неравенствами. В 1967 г. И.И. Дикин [17] предложил алго-

ритм внутренних точек для решения задач линейного программирования, в 

основе которого лежит идея Л.В. Канторовича оценки методом наимень-
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ших квадратов множителей Лагранжа ограничений задачи при неопти-

мальном решении.  

В работе [43] В.И. Зоркальцевым были предложены изменения вы-

числительного процесса алгоритма И.И. Дикина. Было предложено, в ча-

стности, при движении от точки текущего приближения вдоль направле-

ния улучшения не до границы эллипсоида, вписанного в допустимую об-

ласть, как в методе внутренних точек Дикина, а на часть пути, определяе-

мую коэффициентом )1,0(∈γ , до границы допустимой области.  

В 1984 г. Н. Кармакар публикует статью [164], в которой описывает 

алгоритм на основе метода внутренних точек для решения задач линейного 

программирования, в котором увеличение времени счета с ростом размера 

задачи полиномиально. Эта статья привлекла повышенное внимание во 

всём мире к алгоритмам внутренних точек. 

Вариант метода внутренних точек, предложенный Зоркальцевым в 

[43], был переоткрыт в конце 1980-х в нескольких работах [133, 182] как 

модификация алгоритма Кармакара. За ним закрепилось название affine 

scaling method.  

Алгоритмы внутренних точек данного типа активно развивались в 

России – в ВЦ АН СССР в работах академика Ю.Г. Евтушенко, ныне ди-

ректора ВЦ РАН и доктора физико-математических наук В.Г. Жадана [23, 

24, 41] и в СЭИ СО АН СССР (ныне ИСЭМ СО РАН), где эти алгоритмы 

использовались для проведения расчетов по нескольким моделям энерге-

тики [18, 19, 20, 45, 49].  

С середины 1980-х годов интерес к алгоритмам внутренних точек воз-

рос во всем мире благодаря работам над полиномиальными методами Л.Г. 

Хачияна, Н.З. Шора, Д.Б. Юдина, Н. Кармаркара, А.С. Немировского,  

Ю.Е. Нестерова [174].  Были опубликованы тысячи работ в разных стра-

нах. Определенный вклад в развитие алгоритмов внутренних точек внесли 

ученые: И. Адлер, Р. Вандербей, М. Коджима, Р. Монтейро, Ш.  Мицуно, 
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М. Тодд, Т. Тсучия и др. 

К настоящему времени получен ряд важных результатов в усовершен-

ствовании и теоретическом обосновании алгоритмов внутренних точек, в 

частности,  в ИСЭМ СО РАН [48, 58, 59]. Выявлены подмножества алгорит-

мов, имеющих линейную и сверхлинейную скорости сходимости [47, 48]. 

Можно выделить два подмножества из рассматриваемого в диссертации 

класса алгоритмов внутренних точек: прямые и двойственные алгоритмы 

внутренних точек. Эти алгоритмы осуществляют монотонное улучшение ре-

шений исходной или двойственной задачи оптимизации внутри допустимой 

области по ограничениям-неравенствам соответствующей задачи. Частным 

случаем рассматриваемых алгоритмов внутренних точек являются affine 

scaling methods, разработанные для задач линейного программирования. 

При разработке алгоритмы внутренних точек могут сочетаться с дру-

гими методами, например, методом Ньютона. Поэтому прямой и двойст-

венный алгоритмы исследуемого типа для реализации нелинейных моделей 

потокораспределения могут рассматриваться как обобщение известных в 

теории гидравлических цепей метода контурных расходов и метода узловых 

давлений на случай задач с ограничениями-неравенствами. 

В работах В.И. Зоркальцева [44, 45, 58] обсуждаются правила задания 

весовых коэффициентов функций штрафа в алгоритмах внутренних точек, 

при которых можно доказать сходимость алгоритмов. В работах  [9, 44, 45, 

47, 121] проведены теоретические и экспериментальные исследования раз-

личных способов задания весовых коэффициентов в алгоритмах внутрен-

них точек для задач линейного программирования.  

Наиболее известными является квадратичными весовые коэффициен-

ты. Алгоритм Дикина [17] использует данное правило задания весовых ко-

эффициентов. Для них теоретически доказана возможность получения 

сверхлинейной скорости сходимости алгоритма [45, 58] при решении задач 

линейного программирования. Недостатком квадратичных весовых коэф-
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фициентов является то, что они очень чувствительны к неизбежным по-

грешностям в решении вспомогательной задачи.  

В [44, 45] был введен способ определения весовых коэффициентов с 

использованием множителей Лагранжа, вычисляемых на предыдущей ите-

рации. Алгоритмы с такими весовыми коэффициентами более устойчивы к 

погрешностям решения вспомогательной задачи. В работах [9, 45, 47]  бы-

ла экспериментально подтверждена эффективность таких коэффициентов 

при решении задач линейного программирования.  В [47]  для алгоритмов 

с таким способом задания весовых коэффициентов была доказана возмож-

ность достижения сверхлинейной скорости сходимости в задачах ЛП.  

Одной из задач диссертации являются экспериментальные исследова-

ния вариантов алгоритмов внутренних точек с различными видами весо-

вых коэффициентов на задачах выпуклого программирования. Эти иссле-

дования позволяют провести сопоставление и выбрать наиболее перспек-

тивные варианты реализации алгоритмов. Также планируется осуществить 

практическую проверку свойств алгоритмов внутренних точек на задачах 

выпуклой оптимизации, в частности сравнить скорость сходимости по 

итерациям исходных переменных и двойственных оценок к своим опти-

мальным значениям. 

§1.4. Выводы по главе 

Одним из важных разделов теории оптимизации является теория 

двойственности. Она имеет множество приложений. Задачи линейного 

программирования обладают свойством симметричной двойственности. 

Задачи нелинейного программирования не всегда обладают свойством 

симметричной двойственности. 

Для задач выпуклого программирования симметричную двойствен-

ность можно получить с использованием преобразования Лежандра-Фен-
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хеля. В работах [16, 65] предложены постановки симметричных двойст-

венных задач. В работах [28, 29, 31, 50–53] исследовалась симметричная 

двойственность задач оптимизации с сепарабельными дифференцируемыми 

строго выпуклыми целевыми функциями при ограничениях в виде равенств и 

односторонних неравенств для значений отдельных переменных. Естествен-

ным развитием этих исследований является формулировка и доказательст-

во теорем симметричной двойственности для задач с двусторонними огра-

ничениями-неравенствами. 

Модели потокораспределения играют значительную роль при реше-

нии задач функционирования сложных технических систем, в частности 

транспортных систем. Теория симметричной двойственности расширяет 

возможности описания и исследования таких моделей. 

Модели  гидравлических и электрических цепей описывают распреде-

ление потоков (или токов) по дугам сети. В таких моделях двойственные 

оценки получают техническую интерпретацию (описывают давления или 

напряжения в узлах сети). В работах по теории гидравлических цепей сис-

темы с наличием автоматических регуляторов до настоящего времени ис-

следовались на базе моделей, построенных с использованием систем урав-

нений и неравенств [20, 107, 114, 123]. В задачи диссертации входит ис-

следование гидравлических систем с автоматическими регуляторами на 

базе симметричных двойственных задач с выпуклой сепарабельной целе-

вой функцией и двусторонними ограничениями-неравенствами. 

Транспортные модели в экономике (связанные с потокораспределени-

ем) [8, 68, 71, 76, 141, 143, 166, 177] зачастую сводятся к поиску минимума 

транспортных издержек при соблюдении ограничений на потоки. Некото-

рые постановки таких моделей исследованы в диссертации на базе теории 

симметричной двойственности. Важным с точки зрения моделирования 

здесь является содержательная экономическая интерпретация двойствен-

ных задач и двойственных оценок (с учетом различных постановок моде-
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лей). Эта интерпретация полезна, например, для оценки эффективности 

способов назначения тарифов и цен в транспортных системах.  

Важным подклассом транспортных потоковых моделей экономики, 

являются модели анализа живучести и надежности отраслевых систем 

энергетики [106, 110, 113]. Эти модели позволяют определить производст-

венные возможности отраслевых систем ТЭК (в частности, ЕСГ и ЕСН) и 

проранжировать «узкие» места при наличии разного рода возмущений в 

системе. Существующие модели (например, [113]) могут быть улучшены 

посредством введения нелинейных целевых функций. Двойственные оцен-

ки могут быть использованы при анализе и ранжировании «узких» мест 

для оценки эффективности ранжирования.  

К классу эффективных численных методов для решения задач опти-

мизации с ограничениями-неравенствами относятся алгоритмы внутренних 

точек. В настоящее время существует большое число работ, посвященных 

исследованию этих алгоритмов (например, [17, 18, 41, 43, 133, 164, 174, 

182]). В работах  [9, 44, 45, 47, 58, 121] проведены теоретические и экспе-

риментальные исследования различных способов задания весовых коэф-

фициентов в алгоритмах внутренних точек для задач линейного программи-

рования. Актуальной задачей, решаемой в диссертации, являются экспери-

ментальные исследования вариантов алгоритмов внутренних точек для от-

дельных классов задач нелинейного программирования. 
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Глава 2. Симметричная двойственность в задачах выпук-

лой оптимизации с ограничениями-неравенствами  
В данной главе доказываются теоремы, обосновывающие симметрич-

ную двойственность задач оптимизации с сепарабельной строго выпуклой 

дифференцируемой целевой функцией и линейными ограничениями: ра-

венствами и неравенствами. Здесь используется то же понятие симметрич-

ной двойственности, что и в [50–52, 152]. Обоснование теорем опирается 

на свойства преобразования Лежандра-Фенхеля [80, 111, 127, 144]. Форму-

лируются теоремы о существовании и единственности решения исходной 

задачи, о связи между решениями двойственных задач оптимизации, об эк-

вивалентных формах представления задач. 

Доказательства теорем в первом параграфе являются развитием ис-

следований, начатых в работах [28, 50–53]. Они обобщают упомянутые  

исследования на более широкий класс задач, поскольку здесь вводятся 

двусторонние ограничения-неравенства на значения переменных. Форму-

лировка и обоснование условий оптимальности для двойственных задач с 

использованием кусочно-линейной функции-срезки (вместо использования 

билинейных условий дополняющей нежесткости) является развитием идей, 

предложенных научным руководителем в [52, 53]. 

Во втором параграфе обсуждаются свойства двойственных задач оп-

тимизации с выпуклой сепарабельной целевой функцией, которая не явля-

ется строго выпуклой.  

§2.1. Двойственность задач оптимизации со строго выпуклой 

дифференцируемой целевой функцией 

Обозначим Z  – множество дифференцируемых функций одного ве-

щественного аргумента такое, что функция Θ  принадлежит Z   тогда и 

только тогда, когда для функции Θ  и её производной Θ′  справедливы сле-
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дующие условия:  

1) 0)0( =Θ  и 0)0( =Θ′ , 

2) )()( βα Θ′>Θ′ , если βα > , 

3) −∞→Θ′ )(α , если −∞→α  и +∞→Θ′ , если +∞→α . 

Примером функций, связанных преобразованием Лежандра-Фенхеля 

и принадлежащих множеству Z , могут служить функции, полученные в 

результате монотонно возрастающих строго выпуклых дифференцируемых 

преобразований двойственных норм. Из двойственных гельдеровских норм 

получаем, в качестве примера, такие функции: 

p
jjjj x

p
xF ||1)( α= , где 0>jα , 1>p , 

q
jjjj y

q
y ||1)( β=Φ , где 0>jβ , 1>q  и 111

=+
qp

, 11 =−
j

q
j βα , 11 =−p

jjβα . 

Исходная задача оптимизации  

Пусть задана матрица A  размера nm×  с элементами из R , и два 

множества индексов: },...,1{ mI =  и },...,1{ nJ = , где m  и n  – натуральные 

числа. Множество J  разбито на четыре непересекающиеся подмножества: 
∞J , LJ , HJ , LHJ . Также заданы: вектор mR∈b , вектор nR∈s , числа jx , 

LHL JJj ∪∈  и  jx , LHH JJj ∪∈ , при этом jj xx < , LHJj∈ .  

Пусть задан набор функций )( jj xF , Jj∈  такой, что каждая из этих 

функций принадлежит множеству Z . Введем обозначение: ∑
∈

=
Jj

jj xFxF )()( . 

Обозначим через jf  производную функции jF  при Jj∈ . 

Рассмотрим задачу минимизации выпуклой сепарабельной целевой 

функции при линейных ограничениях, переменными которой являются 

компоненты вектора nR∈x : 
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 min)( →+ xsx TF  (12)  

 ,bAx =  (13)  

 jj xx ≤ , LJj∈ , (14) 

 jj xx ≤ , HJj∈ , (15) 

 jjj xxx ≤≤ , LHJj∈ . (16) 

Будем называть задачу (12)–(16) исходной задачей оптимизации 

Теорема 1. Для существования решения задачи (12)–(16) достаточно 

непротиворечивости ограничений (13)–(16). Если у данной задачи имеется 

оптимальное решение, то оно единственно. 

Доказательство. Введем обозначения: jjjjjj xsxFxP +≡ )()(  и  

xsxx TFP +≡ )()( . Обозначим jp  – производную функции jP  для Jj∈ . 

Для функции )(xP  рассмотрим совокупность множеств Лебега, зависящих 

от вещественного параметара α : 

 })(:{ αα ≤∈= xPRxX n . 

Из условия ZFj ∈ , Jj∈  следует, что функции )( jj xP  – строго выпук-

лы, а также −∞=
−∞→

)(lim jjx
xp

j

, +∞=
+∞→

)(lim jjx
xp

j

 при Jj∈ . Следовательно, 

+∞=
−∞→

)(lim jjx
xP

j

 и +∞=
+∞→

)(lim jjx
xP

j

 при Jj∈ . Отсюда вытекает, что  

−∞>)(inf xP . Если )(inf xP<α , то множество Лебега αX , очевидно, пусто.  

Покажем, что для любого вещественного α  множество Лебега αX  ог-

раничено, то есть для всякого R∈α  существует число RM ∈  такое, что 

M≤x  для всех αX∈x , где ⋅  – векторная норма (любая, поскольку в ко-

нечномерном пространстве все нормы эквивалентны).  

Обозначим )(1
jj yPL−  – обратную функцию к функции )( jj xP , опреде-

ленную при таких jx , что 0)( ≤+ jjj sxf , а  )(1
jj yPR−  – обратную функцию 
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к функции )( jj xP , определенную при таких jx , что 0)( ≥+ jjj sxf .  

Из условия  ZFj ∈ , Jj∈  следует, что величины )(1 α−
jPL  и )(1 α−

jPR  

определены и конечны при любом вещественном )(inf xP>α .  

Искомое число M  для любого вещественного α  равно )(ˆ αx , где 

)(ˆ αx  – вектор из nR  с компонентами: )}(),(max{)(ˆ 11 ααα −−= jjj PRPLx . Ог-

раниченность αX  доказана. 

Если система ограничений (13)–(16)  непротиворечива, то существует 

её решение x~ . Непрерывность целевой функции )(xP  и ограниченность 

множества Лебега αX  при )~(xP=α  и означает, что у задачи существует 

оптимальное решение. Строгая выпуклость )(xP  и выпуклость множества 

допустимых по условиям (13)–(16) векторов означают, что оптимальное ре-

шение у задачи (12)–(16) может быть только единственным.  

Теорема 1 доказана. 

Рассмотрим систему уравнений и неравенств, переменные в которой – 

векторы nR∈x , mR∈u , nR∈y  и скаляры jl , LHL JJj ∪∈ , jh , LHH JJj ∪∈ . 

Система содержит условия (13)–(16), а также следующие условия: 

 )( jjj xfy = , Jj∈ , (17) 

 [ ] jj
T

jj sxf −= uA)( , ∞∈ Jj , (18) 

 [ ]{ }jj
T

jjjj sxfxf −= uA),(max)( ,  LJj∈ , (19) 

 [ ]{ }jj
T

jjjj sxfxf −= uA),(min)( ,  HJj∈ , (20) 

 [ ]{ }}),({max),(min)( jj
T

jjjjjj sxfxfxf −= uA ,  LHJj∈ , (21) 

 [ ] +−+= ))(( j
T

jjjj sxfl uA ,  LHL JJj ∪∈ , (22) 

 [ ] +−−= ))(( jjjj
T

j sxfh uA ,  LHH JJj ∪∈ . (23) 

Здесь символом +)(  обозначена функция неотрицательной срезки ве-
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личины в скобках, т.е.:   },0max{)( αα =+ . Равенства (22), (23) являются 

правилами вычисления величин jl , LHL JJj ∪∈  и jh , LHH JJj ∪∈ , их 

можно исключить из системы вместе с переменными jl  и jh . 

Теорема 2. Для того чтобы векторы x , y , u  и скаляры jl , 

LHL JJj ∪∈ , jh , LHH JJj ∪∈  были решением системы (13)–(23) необхо-

димо и достаточно, чтобы вектор x  являлся оптимальным решением за-

дачи (12)–(16), вектор u  являлся вектором множителей Лагранжа огра-

ничений (13), скаляры jl , jh  являлись множителями Лагранжа ограниче-

ний (14)–(16), вектор y  вычислялся по правилу (17). Если оптимальное ре-

шение задачи (12)–(16) существует, то векторы x  и y  единственны. 

Доказательство. Уравнения (19)–(23) при выполнении (13)–(16) эк-

вивалентны следующим условиям: 

 0][)( =−−+ jj
T

jjj lsxf uA ,  LJj∈ , (24) 

 0][)( =+−+ jj
T

jjj hsxf uA ,  HJj∈ , (25) 

 0][)( =+−−+ jjj
T

jjj hlsxf uA ,  LHJj∈ , (26) 

 0)( =− jjj xxl ,  LHL JJj ∪∈     (27) 

 0≥jl ,    LHL JJj ∪∈ , (28) 

 0)( =− jjj xxh ,  LHH JJj ∪∈ , (29) 

 0≥jh ,    LHH JJj ∪∈ . (30) 

Докажем эквивалентность условий (21)–(23) и (26)–(30) для LHJj∈  

при выполнении (16). Пусть для LHJj∈  выполнены (21)–(23), тогда усло-

вия (28) и (30) очевидно выполняются для этих j . Если [ ] jjjj
T sxf +< )(uA , 

то [ ] jjjj
T sxf +< )(uA  (поскольку jj xx <  и )( jj xf  – строго возрастает), зна-

чит из (23) следует, что 0=jh . Отсюда 0)( =− jjj xxh . Из (21) следует, что 
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 )( )( jjjj xfxf = , значит   jj xx =  с учетом свойств )( jj xf . Отсюда получаем 

для LHJj∈  справедливость (27) и (с учетом  (22)) справедливость условия 

(26). Если [ ] jjjj
T sxf +> )(uA , то [ ] jjjj

T sxf +> )(uA , значит из (22) следует, что 

0=jl . Отсюда 0)( =− jjj xxl . Из (21) следует, что  )( )( jjjj xfxf = , значит 

  jj xx = . Отсюда получаем для LHJj∈  справедливость (29) и (с учетом  

(23)) справедливость условия (26). Если [ ] )()( jjjj
T

jj xfsxf ≤−≤ uA , то из (22), 

(23)  следует, что 0=jl , 0=jh .  Из (21) следует, что [ ] jj
T

jj sxf −= uA)( , по-

этому в этом случае также справедливы условия (26)–(30) для LHJj∈ . 

Пусть теперь, наоборот, для LHJj∈  при справедливости (16) выпол-

нены (26)–(30). Возможны три случая: 1)   jj xx = , 2)   jj xx = , 3) 

  jjj xxx << . Если   jj xx = , тогда из (29) следует, что 0=jh . Тогда соглас-

но (26), (28) справедливо j
T

jjjj sxfl ][)( uA−+= , 0][)( ≥−+ j
T

jjj sxf uA . Зна-

чит выполнено (22), а с учетом справедливости неравенства )()( jjjj xfxf ≤  

выполнены и (21), (23) для LHJj∈ .  Если   jj xx = , тогда из (27) следует, 

что 0=jl . В этом случае согласно (26), (30) справедливо 

[ ] jjjj
T

j sxfh −−= )(uA  и j
T

jjj sxf ][)( uA≤+ . Значит выполнено (23), а с учетом 

справедливости неравенства )()( jjjj xfxf ≤  выполнены и (21), (22) для 

LHJj∈ .  Если   jjj xxx << , то из (27), (29) следует, что 0=jl , 0=jh . В 

этом случае из (26) следует, что [ ] jj
T

jj sxf −= uA)( . Тогда с учетом свойств 

функции )( jj xf  получаем )(][)( jjjj
T

jj xfsxf <−< uA . При этом верны усло-

вия  (21)–(23) для LHJj∈ . Эквивалентность условий (21)–(23) и (26)–(30) 

для LHJj∈  при выполнении (16) показана. 

Эквивалентность условий (19), (22) и (24), (27), (28) для LJj∈  при 
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выполнении (14) и эквивалентность условий (20), (23) и (25), (29), (30) для 
HJj∈  при выполнении (15) доказывается по аналогии с доказанным выше 

случаем эквивалентности (21)–(23) и (26)–(30) при LHJj∈ . 

Условия (13)–(16), (18), (24)–(30) являются условиями оптимальности 

Куна-Таккера для задачи (12)–(16), при этом они эквивалентны условиям 

(13)–(16), (18)–(23). В силу выпуклости целевой функции задачи (12)–(16) 

и линейности её ограничений условия оптимальности Куна-Таккера явля-

ются необходимыми и достаточными для того, чтобы вектор x , состав-

ляющий их решение, являлся оптимальным решением исходной задачи, а  

вектор u  и скаляры jl , LHL JJj ∪∈ , jh , LHH JJj ∪∈ , составляющие их 

решение, являлись множителями Лагранжа ограничений исходной задачи. 

Поскольку вектор x , являющийся оптимальным решением задачи 

(12)–(16), единственный, то и в решении системы (13)–(16), (18)–(23) этот 

вектор единственный. С учетом условия (17) и свойств функций )( jj xf , 

Jj∈  вектор y  единственный в решении системы (13)–(23).  

Теорема 2 доказана. 

Двойственная задача оптимизации 

Обратную функцию к функции )( jj xf , Jj∈  обозначим )( jj yϕ . В си-

лу свойств функции )( jj xf , Jj∈  обратная функция )( jj yϕ  определена и 

при всех RyRx jj ∈∈ , , Jj∈  выполняются условия: 

 ,))((,))(( jjjjjjjj xxfyyf == ϕϕ  Jj∈ . (31) 

Пусть для всех Jj∈  функция jΦ  является преобразованием Лежандра-

Фенхеля функции ZFj ∈ . Из свойств преобразования Лежандра-Фенхеля и 

свойств функции jF  следует, что Zj ∈Φ  и что для положительных yj 
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 ∫=Φ
jy

jjj dy
0

)()( ττϕ ,   Jj∈ .  (32) 

Введем обозначение:  ∑
∈
Φ=Φ

Jj
jj y )()(y . Рассмотрим задачу оптими-

зации, переменные которой – векторы mn RR ∈∈ uy ,  и скаляры jl , 

LHL JJj ∪∈  и jh , LHH JJj ∪∈ : 

 min)( →+−−Φ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
T hxlxuby  (33) 

 0][ =−+ j
T

jj sy uA ,  ∞∈ Jj , (34) 

 0][ =−−+ jj
T

jj lsy uA ,  LJj∈ , (35) 

 0][ =+−+ jj
T

jj hsy uA ,  HJj∈ , (36) 

 0][ =+−−+ jjj
T

jj hlsy uA ,  LHJj∈ , (37) 

 0≥jl ,   LHL JJj ∪∈ , (38) 

 0≥jh ,   LHH JJj ∪∈ . (39) 

Будем называть задачу (33)–(39) двойственной задачей оптимизации. 

Теорема 3. Для того, чтобы векторы y , u  и скаляры jl , LHL JJj ∪∈  

и jh , LHH JJj ∪∈ ,  составляли оптимальное решение задачи (33)–(39), 

компоненты вектора x  являлись множителями Лагранжа ограничений 

(34)–(37), необходимо и достаточно, чтобы вектор x  являлся оптималь-

ным решением задачи (12)–(16), компоненты вектора u  являлись множи-

телями Лагранжа ограничений (13), скаляры jl , LHL JJj ∪∈  и jh , 

LHH JJj ∪∈  являлись множителями Лагранжа ограничений (14)–(16), а 

вектор y  был связан с вектором x  условиями (17).  

Доказательство. Запишем условия оптимальности Куна-Таккера для 

задачи (33)–(39). В связи со строгой выпуклостью и дифференцируемо-

стью целевой функции двойственной задачи, а также линейностью её ог-
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раничений эти условия будут необходимыми и достаточными для того, 

чтобы допустимое решение задачи (33)–(39) являлось оптимальным. В них 

войдут условия (34)–(39), а также: 

 0)( =− jjj xyϕ ,  Jj∈ , (40) 

 0][ =− iib Ax , Ii∈ , (41) 

 0=−− L
jjj xx ξ ,   0≥L

jξ ,     0=j
L
j lξ ,   LHL JJj ∪∈ , (42) 

 0=−− H
jjj xx ξ ,   0≥H

jξ ,     0=j
H
j hξ ,   LHH JJj ∪∈ . (43) 

Из (31) следует, что условие (40) равносильно условию (17).  С учетом 

(17), условия (34)–(37) равносильны (18), (24)–(26).  Условие (41) совпада-

ет с (13). Если исключить из условий (42), (43) переменные  L
jξ ,   

LHL JJj ∪∈  и H
jξ ,  LHH JJj ∪∈ , то получим условия (14)–(16) и (27), (29). 

Таким образом, условия (34)–(43) равносильны условиям (13)–(23), кото-

рые содержат условиями оптимальности Куна-Таккера для исходной зада-

чи. Отсюда следует утверждение теоремы. 

Теорема 3 доказана. 

Замечание 1. (Условия существования решения двойственной за-

дачи.) Двойственная задача всегда имеет допустимое решение. Например, 

если положить sy −= , 0u = , 0=jl , LHL JJj ∪∈ , 0=jh ,    LHH JJj ∪∈ , то 

очевидно получим допустимое решение.  

Двойственная задача не имеет оптимального решения, только когда её 

целевая функция не ограничена снизу на области допустимых решений. А 

для этого, в связи со строгой выпуклостью )(yΦ , необходимо и достаточ-

но, чтобы была разрешима система линейных уравнений и неравенств от-

носительно вектора mR∈û  и скаляров jl̂ , LHL JJj ∪∈  и jĥ , LHH JJj ∪∈ :  

 0]ˆ[ =j
TuA ,   ∞∈ Jj , (44) 

 0ˆ]ˆ[ =+ jj
T luA ,   LJj∈ , (45) 
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 0ˆ]ˆ[ =− jj
T huA ,   HJj∈ , (46) 

 0ˆˆ]ˆ[ =−+ jjj
T hluA ,   LHJj∈ , (47) 

 0ˆ ≥jl ,   LHL JJj ∪∈ , (48) 

 0ˆ ≥jh ,   LHH JJj ∪∈ , (49) 

 0ˆˆˆ >−+ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
T hxlxub . (50) 

Действительно, для допустимого решения y , u , jl , LHL JJj ∪∈ , jh , 

LHH JJj ∪∈  задачи (33)–(39) векторы y , uu ˆλ+  и скаляры jj ll ˆλ+ , 

LHL JJj ∪∈ , jj hh ˆλ+ , LHH JJj ∪∈  будут также составлять допустимое 

решение при всяком вещественном 0≥λ . При возрастании λ  целевая 

функция (33) будет неограниченно убывать, в соответствии с (50). 

Согласно теории альтернативных систем линейных неравенств, сис-

тема (44)–(50) имеет решение тогда и только тогда, когда не имеет реше-

ние система (13)–(16). Это подтверждает тот факт, что исходная и двойст-

венная задачи либо обе не имеют решения, либо обе имеют решения. 

Таким образом, двойственная задача имеет решение тогда и только 

тогда, когда не имеет решение система (44)–(50) и имеет решение сис-

тема (13)–(16) вместе с исходной задачей (12)–(16).  

Замечание 2. (Условия единственности решения двойственной за-

дачи.) Согласно теореме 1 если исходная задача имеет решение, то оно 

единственно. При этом решение двойственной задачи по переменным, со-

ставляющим вектор y , также единственно, поскольку согласно теореме 3 

оптимальный вектор y  связан с вектором x  условиями (17). 

По переменным, составляющим вектор u , и скалярам jl , LHL JJj ∪∈ , 

jh , LHH JJj ∪∈  решение двойственной задача может быть неединствен-

ным. Так, если имеет нетривиальные решения система, содержащая усло-
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вия (44)–(49) и равенство  

 0ˆˆˆ =−+ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
T hxlxub , (51) 

то для некоторого оптимального решения y , u , jl , LHL JJj ∪∈ , jh , 

LHH JJj ∪∈  задачи (33)–(39) векторы y , uu ˆλ+  и скаляры jj ll ˆλ+ , 

LHL JJj ∪∈ , jj hh ˆλ+ , LHH JJj ∪∈  будут также составлять оптимальное 

решение при всяком вещественном 0≥λ , поскольку согласно (51) при 

возрастании λ  целевая функция (33) не будет изменяться. 

Таким образом, двойственная задача имеет единственное решение по 

переменным составляющим вектор u  и скалярам jl , LHL JJj ∪∈ , jh , 

LHH JJj ∪∈ , если не имеет нетривиальных решений система, содержа-

щая условия (44)–(49) и неравенство  

 0ˆˆˆ ≥−+ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
T hxlxub . (52) 

Самосопряженная задача оптимизации 

Рассмотрим задачу минимизации дифференцируемой выпуклой 

функции, переменными которой являются векторы nR∈x , nR∈y , mR∈u  и 

скаляры jl , LHL JJj ∪∈  и jh , LHH JJj ∪∈ : 

 min)()( →+−−+Φ+ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
TT hxlxF ubxsyx  (53) 

при линейных ограничениях (13)–(16), (34)–(39). 

Задачу (53), (13)–(16), (34)–(39) будем называть самосопряженной за-

дачей оптимизации. Целевая функция (53) является суммой целевых функ-

ций (12) и (33). Ограничения представляют собой объединение ограниче-

ний исходной и двойственной задач оптимизации.  

Замечание 3. Векторы x , y , u  и скаляры jl , LHL JJj ∪∈  и jh , 
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LHH JJj ∪∈  составляют решение самосопряженной задачи оптимизации 

тогда и только тогда, когда вектор x  является решением исходной задачи 

оптимизации, а векторы y , u  и скаляры jl , LHL JJj ∪∈  и jh , LHH JJj ∪∈  

составляют решение двойственной задачи оптимизации. Двойственная за-

дача к самосопряженной задаче оптимизации совпадает с ней же. 

Действительно, целевая функция самосопряженной задачи получена 

суммированием целевых функций исходной и двойственной задач. Огра-

ничения этой задачи представляют объединение ограничений исходной и  

двойственной задач. В рамках самосопряженной задачи пеменные исход-

ной задачи являются независимыми от переменных двойственной задачи 

оптимизации. Поэтому при таком формальном суммировании получаем те 

же решения, в качестве решения самосопряженной задачи, что получали 

при решении исходной задачи и двойственной задачи. А попытка постро-

ить двойственную к самосопряженной даст нам эту же задачу. 

Замечание 4. Оптимальное значение целевой функции самосопря-

женной задачи равно нулю.  

Действительно, при справедливости (13), (34)–(37) выполняется: 

 yxubxs T

JJj
jj

JJj
jj

TT

LHHLHL
hxlx −=+−− ∑∑

∪∈∪∈

. (54) 

Согласно свойствам преобразования Лежандра-Фенхеля при выпол-

нении )( jjj xfy = , Jj∈  справедливо равенство: 

 0)()( =−Φ+ yxyx TF ,  (55) 

где ZxF jj ∈)(  и Zy jj ∈Φ )(  – пара сопряженных функций при Jj∈ . 

Поэтому на множестве оптимальных решений самосопряженной зада-

чи (где, в частности, выполнены условия  (17)) целевая функция примет вид: 

 min)()( →−+−+− ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jjj
JJj

jjj
TT hxxlxxyxyx  (56) 

Условия дополняющей нежёсткости (27), (29) справедливы в точке 

оптимума самосопряженной задачи. Следовательно, целевая функция (56) 
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равна нулю в этой точке. 

Замечание 5. Самосопряженная задача равносильна задаче миними-

зации дифференцируемой выпуклой функции 

 min)()()()( →−+−+−Φ+ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jjj
JJj

jjj
T hxxlxxF yxyx  (57) 

при линейных ограничениях (13)–(16), (34)–(39). 

Действительно, равенство (54) можно переписать в виде: 

 
.)()( ∑∑

∑∑

∪∈∪∈

∪∈∪∈

−+−+−=

=+−−

LHHLHL

LHHLHL

JJj
jjj

JJj
jjj

T

JJj
jj

JJj
jj

TT

hxxlxx

hxlx

yx

ubxs
 (58) 

Равенство (58) справедливо при всех допустимых решениях задачи 

(57), (13)–(16), (34)–(39), поэтому целевая функция этой задачи совпадает с 

целевой функцией самосопряженной задачи на множестве допустимых 

решений. Ограничения этих задач также совпадают. 

 

Эквивалентные формы представления условий оптимальности 

Система уравнений и неравенств (13)–(18), (24)–(30) (или (13)–(17), 

(27), (29), (34)–(39)), а также система (13)–(23), (или (13)–(17), (34)–(39), 

содержат условия оптимальности для исходной и двойственной задач оп-

тимизации, а также для  самосопряженной и симметричной задач. 

Могут быть предложены и другие формы представления условий оп-

тимальности для исходной, двойственной, самосопряженной и симметрич-

ной задач оптимизации. Приведем некоторые примеры других форм. 

1. Согласно условию (31) уравнения (17) можно заменить следующими: 

 )( jjj yx ϕ= ,  Jj∈ . (59) 

2. Из свойств преобразования Лежандра-Фенхеля следует, что условия 

(17) можно заменить набором условий: 
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 0)(Φ)( =−+ jjjjjj yxyxF , Jj∈ , (60) 

причем, поскольку для функций ZxF jj ∈)( , Zy jj ∈Φ )( , Jj∈ , связанных 

преобразованием Лежандра-Фенхеля, справедливы неравенства (2),  набор 

ограничений в (60) можно представить в виде одного ограничения 

 0)()( =−Φ+ yxyx TF . (61) 

3. В системе (13)–(17), (27), (29), (34)–(39), условия (17) равносильны 

следующему ограничению: 

 0)Φ()( =+−+−+ ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
TT hxlxF xsubyx . (62) 

4. В системе (13)–(17), (27), (29), (34)–(39), условия дополняющей не-

жесткости  (27), (29) равносильны следующему ограничению: 

 0=+−+− ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
TTT hxlxxsubyx . (63) 

Действительно, при (13), (34)–(37) условие (63) равносильно условию 

  0)()( =−+− ∑∑
∪∈∪∈ LHHLHL JJj

jjj
JJj

jjj hxxlxx , (64) 

которое при справедливости условий (14)–(16), (28), (30) равносильно на-

бору условий (27), (29). 

5. Используя специфику системы (13)–(23), её можно свести к про-

блеме решения системы уравнений с меньшим количеством переменных. 

Так, выразив из (17)–(21) вектор x  через вектор u , придем к системе из m  

нелинейных уравнений относительно вектора переменных mR∈u : 

 buyA =))((ϕ , (65) 

где )(uy  – n -компонентная вектор-функция:  

 T
nyy ))(...,),(()( 1 uuuy = , 

))(( uyϕ  – n -компонентная вектор-функция: 

 T
nn yy )))((...,)),((())(( 11 uuuy ϕϕϕ = , 

причем для компоненты вектор-функции )(uy  заданы условием: 
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Вычислив вектор u  в результате решения системы (65), затем прямым 

счетом найдем векторы  y , x  и скаляры jl , LHL JJj ∪∈  и jh , LHH JJj ∪∈  

используя равенство )(uyy = , а также (59) и (22), (23).  

Разные формы записи условий оптимальности (и самих задач оптими-

зации) можно использовать, например, при разработке алгоритмов поиска 

решения. Здесь их можно сравнивать по скорости счета или по удобству 

применения различных критериев для проверки оптимальности решения. 

Важны разные формы записи и при физической или экономической интер-

претации решений, для лучшего понимания сути происходящих процессов 

в моделируемой системе.  

 

§2.2. Обсуждение свойств двойственных задач оптимизации  

Класс целевых функций двойственных задач оптимизации, который 

исследовался в предыдущем параграфе, выбран не случайно. Строгая вы-

пуклость и дифференцируемость целевой функции исходной задачи и ог-

раниченность множеств Лебега })(:{ αα ≤∈= xPRxX n  при любом веще-

ственном α  гарантирует, что: 

1) исходная задача оптимизации имеет единственное решение,  

2) двойственная задача оптимизации имеет единственное решение по пе-

ременным, составляющим вектор y .  

Класс рассмотренных в §2.1 задач оптимизации прост в описании, при 

этом удобен для моделирования различных систем потокораспределения и 



 48

изучения их свойств.  

Полученную теорию симметричной двойственности можно распро-

странить на более широкий класс задач оптимизации с выпуклой целевой 

функцией без требований строгой выпуклости и дифференцируемости. Та-

кой класс задач представляет интерес, в частности для исследования моде-

лей потокораспределения. Тем не менее, распространение симметричной 

двойственности на этот класс не входило в цели диссертации. 

В главе 4 исследуются свойства модели оценки возможностей ЕСГ 

или ЕСН по удовлетворению потребителей в чрезвычайных ситуациях. Эта 

модель описывается задачей оптимизации, в которой целевая функция вы-

пукла и дифференцируема, но не является строго выпуклой. Это означает, 

что решение исходной задачи в общем случае неединственно. 

Для модели оценки возможностей ЕСГ или ЕСН из главы 4 имеют 

большое значение двойственные оценки к ограничениям исходной задачи. 

Они могут быть найдены, в частности, на  базе условий оптимальности Ку-

на-Таккера для исходной задачи.  
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Глава 3.   Реализация и исследование вариантов алгорит-

мов внутренних точек 
Особенностью алгоритмов внутренних точек [17, 18, 19, 20, 44, 45, 47, 

48, 58, 174] является то, что приближения к оптимальному решению задачи, 

итеративно генерируемые этим алгоритмом, лежат внутри области, зада-

ваемой ограничениями-неравенствами. Этого эффекта добиваются различ-

ными способами. Например, используют идею барьеров или идею штрафов. 

В этой главе приводится описание и результаты исследований несколь-

ких вариантов реализации прямого и двойственного алгоритмов внутренних 

точек для решения задач оптимизации с выпуклой целевой функцией и ли-

нейными ограничениями: равенствами и неравенствами. Исследуемые алго-

ритмы имеют в своей основе алгоритм внутренних точек [18], предложенный 

И.И. Дикиным [17] с изменениями  вычислительного процесса, введенными 

В.И. Зоркальцевым [43]. 

Прямой алгоритм решает исходную задачу оптимизации вида (12)–(16), 

а двойственный алгоритм – двойственную задачу оптимизации вида (33)–

(39). Оба алгоритма на каждой итерации решают вспомогательную задачу 

оптимизации для поиска направления корректировки текущего приближе-

ния. В её целевой функции используется квадратичная аппроксимация це-

левой функции решаемой задачи и квадратичные функции штрафа, заме-

няющие ограничения-неравенства, с меняющимися по итерациям весовы-

ми коэффициентами. Весовые коэффициенты должны сходиться к нулю 

при приближении к равенству данного ограничения-неравенства. Вспомо-

гательная задача поиска направления корректировки  сводится в исследуе-

мых алгоритмах к проблеме решения системы линейных уравнений. Для 

решения последней используется метод квадратного корня (называемый 

также методом Холецкого). Этот метод учитывает симметричность и поло-

жительную определенность матрицы системы линейных уравнений.  
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В работах [44, 45, 58] обсуждаются правила задания весовых коэффи-

циентов функций штрафа в алгоритмах внутренних точек, которые позво-

ляют обосновать сходимость целого семейства алгоритмов с различными 

способами задания весовых коэффициентов.  

В этой главе сравниваются в экспериментальных расчетах два способа 

задания весовых коэффициентов: квадратичные весовые коэффициенты и 

линейные, деленные на множители Лагранжа, которые вычисляются на 

предыдущей итерации. Подобные способы задания весовых коэффициен-

тов введены в [17, 44, 45] и  исследовались на задачах линейного програм-

мирования [9, 44, 45, 47, 121]. Целью исследований данной главы является 

выявление наиболее эффективных способов задания весовых коэффициен-

тов в алгоритмах для задач выпуклой оптимизации c линейными ограниче-

ниями, в том числе двусторонними неравенствами на переменные. 

 

§3.1. Прямые алгоритмы внутренних точек 

Описываемый далее алгоритм предназначен для решения исходной 

задачи оптимизации (12)–(16). Считаем, что матрица A  имеет ранг m (то 

есть A  – матрица полного ранга).  Для реализации алгоритма необходимо, 

чтобы целевая функция в (12) была дважды дифференцируемой. Обозна-

чим )( jj xf ′  – вторую производную функции )( jj xF , Jj∈ . 

Задан вектор начального приближения nR∈0x , удовлетворяющий ог-

раничениям-неравенствам (14)–(16) в строгой форме. 

Алгоритм итеративно будет повторять перечисленный в пунктах 1 – 6 

набор действий.  При этом алгоритм будет находиться на одном из двух 

этапов: на этапе ввода в область допустимых решений или на этапе опти-

мизации в области допустимых решений. 

Пункт 1. Вычисление вектора невязки ограничений (13) для текущего 

k -го приближения nk R∈x : 
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 kk Axbr −= .  (66) 

Вычислим величину: }:max{ Iir k
i

k
A ∈=π . Задана величина  0>δ  – па-

раметр алгоритма, характеризующий максимальную допустимую невязку ог-

раничений-равенств (13). Если для компонент вектора kr  выполняется нера-

венство: 

 δπ <k
A ,   (67) 

то −kx  принадлежит допустимой относительно ограничений-равенств (13) 

области. В этом случае алгоритм переходит на этап оптимизации в области 

допустимых решений. Если условие (67) не выполняется, то алгоритм на-

ходится на этапе ввода в область допустимых решений. 

Пункт 2. Решение вспомогательной задачи поиска направления  кор-

ректировки xΔ  текущего приближения kx . В зависимости от этапа, на ко-

тором находится алгоритм, эта задача записывается по-разному. Рассмот-

рим два случая. 

I). Если алгоритм находится на этапе ввода в область допустимых ре-

шений, то вспомогательную задачу относительно xΔ  запишем в виде: 

 min,
)(

2
1 2

→
Δ

∑
∈Jj

k
j

j

d
x

 (68) 

при ограничениях 

 krxA =Δ . (69) 

Величины k
jd , Jj∈   – положительные весовые коэффициенты, изме-

няющиеся по итерациям.  Используется два способа их определения. 

1) Квадратичные весовые коэффициенты: 

 2)( j
k
j

k
j xxd −=  , если LJj∈ , (70) 

 2)( k
jj

k
j xxd −=  , если HJj∈ , (71) 

 2)),(min( k
jjj

k
j

k
j xxxxd −−= , если LHJj∈ . (72) 

2) Линейные весовые коэффициенты, деленные на множители Ла-



 52

гранжа 1−k
jl , 1−k

jh , вычисляемые на предыдущей итерации: 

 ),max(/)( 1
2

−−= k
jj

k
j

k
j lxxd δ , если LJj∈ , (73) 

 ),max(/)( 1
2

−−= k
j

k
jj

k
j hxxd δ , если HJj∈ , (74) 

 ,
),,max(
),min(

11
2

−−

−−
= k

j
k
j

k
jjj

k
jk

j hl
xxxx

d
δ

 если LHJj∈ .  (75) 

Здесь 2δ  – параметр, представленный некоторым малым числом и позво-

ляющий избежать деления на  ноль; параметры 11, −− k
j

k
j hl  – это двойствен-

ные оценки, вычисляемые на предыдущей итерации алгоритма (если алго-

ритм на первой итерации, то кладем 0,0 00 == jj hl ). 

При ∞∈ Jj  слагаемые в целевой функции из (68) не являются штраф-

ными, поскольку соответствуют переменным без ограничений сверху и 

снизу.  Эксперименты показали, что ввод в область допустимых решений 

происходит быстрее, если в этих слагаемых брать коэффициенты k
jd , 

∞∈ Jj  равными числу kω , рассчитываемому по формуле: 

 },,max{ LHHLk ωωωω = , (76) 

где           }:max{ L
j

k
j

L Jjxx ∈−=ω ,  }:max{ Hk
jj

H Jjxx ∈−=ω , 

 }:},min{max{ LHk
jjj

k
j

LH Jjxxxx ∈−−=ω .  

Найдем решение задачи (68), (69), используя правило множителей Ла-

гранжа. Выразим компоненты вектора xΔ  из системы, полученной при-

равниванием производных  функции Лагранжа нулю:  

 j
Tk

jj dx ][Δ uA= , Jj∈ , (77) 

здесь mR∈u  – вектор множителей Лагранжа ограничений (69). 

Введем обозначение: kD ),...,( 1
k
n

k dddiag=  – диагональная матрица. 

Подставим полученные в (77) выражения для компонент вектора xΔ  в сис-

тему уравнений (69). Получаем систему линейных уравнений относитель-
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но вектора u : 

 kTk ruAAD = . (78) 

Матрица Tk AAD  – симметричная, положительно определенная. В 

этом случае используем для решения системы (78) метод Холецкого. Ре-

шив систему (78), получим вектор ku . Затем вычислим компоненты векто-

ра xΔ , использую правило (77).  

II). Если алгоритм находится на этапе оптимизации в области допус-

тимых решений, то во вспомогательной задаче поиска направления кор-

ректировки текущего приближения будем использовать квадратичную ап-

проксимация целевой функции (12) и квадратичные штрафные слагаемые 

за приближение к границе ограничений-неравенств: 

 ( ) ( ) min,
)(

2
1)(

2
1)(

2
2 →

Δ
+Δ′+Δ+ ∑∑∑

∈∈∈ Jj
k
j

j

Jj
j

k
jj

Jj
jj

k
jj d

x
xxfxsxf  (79) 

 .0=ΔxA  (80) 

Здесь величины k
jd  при ∞∈ JJj \  вычисляются также, как и на этапе 

ввода в область допустимых решений. При ∞∈ Jj  коэффициенты k
jd  при-

нимаются  равными единице. 

Найдем решение задачи (79), (80), используя правило множителей Ла-

гранжа. Выразим компоненты вектора xΔ :  

 ( ) ( ) 1

)()(
−

+′

−−
=Δ

k
j

k
jj

j
k
jjj

T

j
dxf

sxf
x

uA
,    Jj∈ , (81) 

Используем обозначения: kG  – диагональная матрица c n  элементами 

вида ( ) ( )( ) 11 −−
+′ k

j
k
jj dxf  на главной диагонали,  )( kxf  – вектор с элементами 

)( k
jj xf , Jj∈ . Подставим полученные в (81) выражения для компонент 

вектора xΔ  в систему уравнений (80). Получим систему линейных уравне-

ний относительно вектора u : 

 ])([ sxfAGuAAG += kkTk . (82) 
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Используем для решения системы (82) метод Холецкого. Получим 

вектор ku . Затем вычислим xΔ , используя (81).  

Пункт 3. Проверка выполнения критерия остановки алгоритма. Про-

верим выполнение для задачи (12)–(16) условий оптимальности (13)–(18), 

(22), (23), (24)–(26), эквивалентных (13)–(23) (см. [60]). Рассчитаем сле-

дующие величины: 

 )( k
jj

k
j xfy = , Jj∈ , 

 j
kT

j
k
j

k
j sy ][ uA−+=θ ,  Jj∈ , 

 LHLk
j

k
j

LHLk
j

k
j JJjhJJjl ∪∈−=∪∈= ++  ,)(  ,,)( θθ . 

Для найденных ku  и LHLk
j

LHLk
j JJjhJJjl ∪∈∪∈  ,,,  найдем вели-

чину максимальной невязки условий  (22), (23) для этого рассчитаем: 

 }0,|:)][)((max{| >∪∈−+−= +
k
j

LHL
j

kT
jjj

k
j

k
L JJjsxfl θπ uA , 

 }0,|:))(][(max{| <∪∈−−−= +
k
j

LHH
jjjj

kTk
j

k
H JJjsxfh θπ uA .  

Для компонент вектора x  без ограничений-неравенств в задаче (12)–

(16) найдем величину { }∞
∞ ∈= Jjk

j
k :max θπ . 

Если справедливо условие { } εππππ <∞
k
A

kk
H

k
L ,,,max ,  где ε  – параметр 

максимально допустимой погрешности вычислений, то условия оптималь-

ности решаемой задачи оптимизации выполнены с требуемой точностью. 

В этом случае завершаем работу алгоритма, иначе переходим к пункту 4. 

Пункт 4. Определение шага корректировки решения до ближайшей гра-

ницы допустимой области, задаваемой ограничениями-неравенствами. Шаг 

до ближайшей границы определяется по формуле ),min( HLLH λλλ = , где 

 { }0,:))((min 1 <Δ∪∈Δ−= −
j

LHL
j

k
jjL xJJjxxxλ , 

 { }0,:))((min 1 >Δ∪∈Δ−= −
j

LHH
j

k
jjH xJJjxxxλ . 

Пункт 5. Выбор итоговой величины шага корректировки решения. 

Возможны два случая:  
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1) Алгоритм находится на этапе ввода в область допустимых решений. 

Вычислим  шаг λ  корректировки: 

LHγλλ = , если ,1≤LHλ  где 10 << γ , (например, 7,0=γ ), или 

1=λ , если 1>LHλ . 

Здесь γ  – параметр метода, который используется, чтобы после корректи-

ровки приближение к решению оставалось внутри допустимой области, за-

даваемой ограничениями-неравенствами.  

2) Алгоритм на этапе оптимизации в области допустимых решений.  

Найдем величину Pλ , решив задачу одномерной минимизации целевой 

функции (12) из точки kx  по направлению xΔ : 

  }0:)()({minarg LH
kTk

R
P sF λαααλ

α
≤<Δ++Δ+=

∈
xxxx .   

Вычислим λ  шаг корректировки:  

,LHγλλ =  если LHPLH λλλ =),min( , или 

,Pλλ =  если PPLH λλλ =),min( . 

Пункт 6. Вычисление следующего приближения. Осуществим итера-

тивный переход, используя направление корректировки xΔ  и шаг λ : 

 xxx Δ+=+ λkk 1 . 

Переходим к следующей итерации, начиная с пункта 1. 
 
 

§3.2. Двойственные алгоритмы внутренних точек 

В [44, 48] введены и подробно рассмотрены двойственные варианты 

алгоритмов внутренних точек для задач линейного программирования. 

Вначале эмпирически была замечена, а затем теоретически доказана [58] 

(на задачах линейного программирования) интересная особенность: при 

использовании прямого алгоритма двойственные переменные быстрее 

сходятся к оптимальным значениям, чем исходные переменные. Отсюда 

вытекает гипотеза, что лучше воспользоваться двойственным алгоритмом 
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внутренних точек, решающим двойственную задачу оптимизации, если 

требуется  быстрее получить решение исходной задачи оптимизации с за-

данной точностью. В диссертации верность этой рекомендации проверяет-

ся на классе задач оптимизации с выпуклой целевой функцией.  

Описываемый далее алгоритм предназначен для решения двойствен-

ной задачи оптимизации (33)–(39). Для реализации алгоритма необходимо, 

чтобы целевая функция в (33) была дважды дифференцируемой. Обозна-

чим )( jj yϕ′  – вторую производную функции )( jj yΦ , Jj∈ . 

Зададим  начальное приближение искомых векторов nR∈0y , mR∈0u  

и скаляров 0
jl , LHL JJj ∪∈ , 0

jh , LHH JJj ∪∈ , таким образом, чтобы векто-

ры начального приближения удовлетворяли равенствам  (34)–(37) и нера-

венствам (38), (39) в строгой форме. Из вида системы (34)–(39) заключаем, 

что нет необходимости итерационными методами решать эту систему по-

скольку, задав значения компонент вектора 0u  и скаляров  0
jl , 0

jh  для соот-

ветствующих j  найдем компоненты вектора 0y  из (34)–(39) прямым сче-

том. Таким образом, алгоритм будет работать на одном этапе – этапе  опти-

мизации в области допустимых решений.   

Пункт 1. Поиск направления корректировки текущего приближения. 

Найдем векторы yΔ , uΔ  и скаляры jlΔ , LHL JJj ∪∈  jhΔ , LHH JJj ∪∈ , яв-

ляющиеся оптимальным решением задачи: 

      
min,

)(
2
1)(

2
1

))()((
2
1)(

22

2
1

→
Δ

+
Δ

+Δ+

+Δ−Δ−Δ+′+Δ

∑∑∑

∑∑∑∑

∪∈∪∈∪∈

∪∈∈∈∈

LHHLHLLHH

LHL

JJj
k
j

j

JJj
k
j

j

JJj
jj

JJj
jj

Ii
ii

Jj
j

k
jj

Jj
j

k
jj

p
h

q
l

hx

lxubyyyy δϕϕ

 (83) 

 0][ =Δ−+Δ j
T

jj sy uA , ∞∈ Jj , (84) 

 0][ =Δ−Δ−+Δ jj
T

jj lsy uA , LJj∈ , (85) 

 0][ =Δ+Δ−+Δ jj
T

jj hsy uA , HJj∈ , (86) 
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 0][ =Δ+Δ−Δ−+Δ jjj
T

jj hlsy uA , LHJj∈ . (87) 

Здесь 1δ  – параметр, представленный некоторым малым числом.  

Для вычисления знаменателей k
jq  и k

jp  функций штрафа в целевой 

функции (83) при экспериментальных расчетах использовались два способа. 

1) Квадратичные весовые коэффициенты: 

 2)( k
j

k
j lq = , LHL JJj ∪∈ , (88) 

 2)( k
j

k
j hp = , LHH JJj ∪∈ . (89) 

2) Линейные весовые коэффициенты, деленные на множители Лагранжа: 

 1/ −= k
j

k
j

k
j lq ξ , LHL JJj ∪∈ , (90) 

 1/ −= k
j

k
j

k
j hp ψ , LHH JJj ∪∈ . (91) 

Здесь величины 1−k
jξ , 1−k

jψ  являются приближениями к множителям Лагран-

жа ограничений-неравенств (38), (39) задачи (33)–(39). Причем, 

j
k
j

k
j xx −= −1ξ , LHL JJj ∪∈ , а 1−−= k

jj
k
j xxψ , LHH JJj ∪∈ . Величина 1−k

jx  – 

это компонента вектора множителей Лагранжа 1−kx  ограничений-равенств 

(34)–(37). Вектор  1−kx  вычисляется на предыдущей (т.е. на 1−k ) итерации 

алгоритма (для первой итерации алгоритма зададим 10 =jξ , 10 =jψ ). 

Найдем решение задачи (83), (84), используя правило множителей Ла-

гранжа. Запишем систему уравнений, содержащую условия оптимальности 

для задачи (83), (84). В неё войдут условия (84)–(87), а также:  

 ( ) 0)()( 1 =−Δ+′+ jj
k
jj

k
jj xyyy δϕϕ ,  Jj∈ , (92) 

 0=Δ+− k
jjjj qlxx ,  LHL JJj ∪∈ , (93) 

 0=Δ+− k
jjjj phxx ,  LHH JJj ∪∈ , (94) 

 bAx = . (95) 

Выразим компоненты вектора yΔ  и скаляры jlΔ , LHL JJj ∪∈  и jhΔ , 

LHH JJj ∪∈  из уравнений (92)–(94), подставим полученные выражения в 
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систему (84)–(87), выразим из получившихся уравнений вектор двойствен-

ных оценок x  и подставим в уравнение (95). Получим систему линейных 

уравнений относительно вектора uΔ :  

 kkTk ΠAHbuAAH +=Δ . (96) 

Здесь kΗ  – диагональная nn×  матрица, на главной диагонали которой за-

писаны величины вида ( )( ) 11
1)( −− +++′ k

j
k
j

k
jj pqy δϕ , Jj∈ ; kΠ  – диагональная 

nn×  матрица c величинами ( ) ( )( )k
jj

k
jj

k
jj

k
jjj pxqxxxs +−+′′− −1

1)( δϕϕ , Jj∈  

на главной диагонали. Здесь для k
jq , k

jp  справедливы соотношения: 

 0=k
jq , если Jj∈  и LHL JJj ∪∉ ,  (97) 

 0=k
jp , если Jj∈  и LHH JJj ∪∉ .  (98) 

Матрица Tk AAH  – симметричная, положительно определенная (на-

помним, что матрица A  имеет полный ранг). Используем для решения 

системы (96) метод Холецкого.  

Решив систему (96), получим вектор uΔ . Затем вычислим вектор 

двойственных переменных x , по правилу: 

 )( kTk ΠuAHx −Δ= . (99) 

А компоненты вектора yΔ  и скаляры jlΔ , LHL JJj ∪∈  jhΔ , LHH JJj ∪∈  

вычислим по правилам: 

 ( ) )())(( 1δϕϕ +′−=Δ k
jj

k
jjjj yyxy ,  Jj∈ , (100) 

 k
jjjj qxxl )( −=Δ ,  LHL JJj ∪∈ , (101) 

 k
jjjj pxxh )( −=Δ ,  LHH JJj ∪∈ . (102) 

Пункт 2. Проверка выполнения критерия остановки алгоритма.  

Проверим выполнение для задачи (33)–(39) условий оптимальности 

Куна-Таккера. Рассчитаем следующую величину: 

 }|:][max{| Jjhlsy k
j

k
jj

kT
j

k
j

k
R ∈+−−+= uAπ ,  
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где для k
jl , k

jh  справедливы соотношения: 1) 0=k
jl , если Jj∈  и 

LHL JJj ∪∉ ,    2) 0=k
jh , если Jj∈  и LHH JJj ∪∉ .      

Вычислим: 

 }|:)(max{| Jjxy j
k
jj

k
XY ∈−= ϕπ ,  

 }:|})(|,)max{max{( LHL
jj

k
jjj

k
L JJjxxlxx ∪∈−−= +π , 

 }:|})(|,)max{max{( LHH
jj

k
jjj

k
H JJjxxhxx ∪∈−−= +π , 

 }|:][max{| Iibii
k
A ∈−= Axπ . 

Если справедливо условие { } επππππ <k
A

k
H

k
L

k
XY

k
R ,,,,max , где ε  – пара-

метр допустимой погрешности вычислений, то условия оптимальности 

решаемой задачи оптимизации выполнены с требуемой точностью. В этом 

случае завершаем работу алгоритма, иначе переходим к пункту 3. 

Пункт 3. Определение шага корректировки до ближайшей границы 

допустимой области, задаваемой ограничениями-неравенствами. Шаг до 

ближайшей границы определяется по формуле ),min( HLLH λλλ = , где: 

 { }0,:)(min <Δ∪∈Δ−= j
LHL

j
k
jL lJJjllλ , 

 { }0,:)(min <Δ∪∈Δ−= j
LHH

j
k
jH hJJjhhλ . 

Пункт 4. Выбор итоговой величины шага корректировки. Найдем ве-

личину Pλ , решив задачу одномерной минимизации целевой функции (33) 

по направлению, задаваемому векторами uy ΔΔ ,  и скалярами jj hl ΔΔ , : 

         
}.0:)(

)()()({minarg

LH
JJj

j
k
jj

JJj
j

k
jj

kTk

R
P

LHH

LHL

hhx

llx

λαα

αααλ
α

≤<Δ++

+Δ+−Δ+−Δ+Φ=

∑

∑

∪∈

∪∈∈
uubyy

 

Вычислим коэффициент λ  шага корректировки решения по правилу: 

,LHγλλ =  если LHPLH λλλ =),min( , где 10 << γ , (например, 7,0=γ ), 

,Pλλ =  если PPLH λλλ =),min( . 

Пункт 5. Вычисление следующего приближения. Осуществим итера-
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тивный переход, используя шаг корректировки λ : 

 yyy Δ+=+ λkk 1 ;  uuu Δ+=+ λkk 1 ;   

 k
j

k
j

k
j lll Δ+=+ λ1 , LHL JJj ∪∈ ;    k

j
k
j

k
j hhh Δ+=+ λ1 , LHH JJj ∪∈ . 

Переходим к следующей итерации, начиная с пункта 1. 

 

§3.3. Численные эксперименты на задачах потокораспределения 

Было выполнено несколько программных реализаций алгоритмов 

внутренних точек на языке С++. В том числе, двух вариантов прямого ал-

горитма, описываемого в §3.1, и двух вариантов двойственного алгоритма, 

описываемого в §3.2 (с квадратичными и линейными весовыми коэффици-

ентами). Реализованные алгоритмы адапрированы для расчета модели гид-

равлической системы с автоматическими регуляторами расхода, а также 

для расчета нелинейной модели оценки возможностей отраслевых систем 

ТЭК в чрезвычайных ситуациях. Далее приводятся результаты численных 

экспериментов, проведенных с полученными реализациями алгоритмов. 

Исследование зависимости скорости счета от размера входных 

данных для одного вида весовых коэффициентов. С помощью прямого 

алгоритма внутренних точек для нелинейной модели оценки возможностей 

ЕСГ или ЕСН в чрезвычайных ситуациях (описание модели – в главе 4) бы-

ло проведено несколько серий расчетов.  В каждой серии были рассчитаны 

задачи различного размера. В алгоритме использовались видоизмененные 

квадратичные весовые коэффициенты, вычисляемыми по правилам: 

 2)( j
k
j

kk
j xxd −=υ  , если LJj∈ , (103) 

 2)( k
jj

kk
j xxd −=υ  , если HJj∈ , (104) 

 2)),(min( k
jjj

k
j

kk
j xxxxd −−=υ , если LHJj∈ , (105) 

где 1=kυ , если pk ≤ ;  1+−= pkkυ , если pk > . Здесь k  – номер итера-

ции, p  – число итераций на этапе ввода в область допустимых решений. 
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При таком способе задания весовых коэффициентов, они уменьшаются по 

итерациям не так быстро как при способе  (70)–(72), поэтому погрешности 

вычислений, возникающие при решении вспомогательной задачи, будут 

меньше. Это подтверждается в проведенных экспериментах. 

Исходные данные задач формировались случайным образом с исполь-

зованием разработанной автором программной среды EasyLink. Эта среда 

позволяет, кроме случайного формирования векторов исходных данных, 

сформировать матрицу инциденций графа сети при помощи визуальных 

инструментов. Расчеты производились на ПК с процессором Intel Pentium-

4 2 Ггц. Результаты численных экспериментов приведены в таблице 1. До-

пустимая погрешность условий оптимальности  ε  равна 0.01. 

Таблица 1. Результаты вычислений для рассчитанных серий задач 
Число уз-
лов, m  

Число дуг, 
n  

Кол-во решен-
ных однотип-
ных задач 

Среднее по се-
рии число ите-
раций алгоритма 

Среднее затра-
чиваемое вре-

мя, сек 
7 10 11 14,00 0,02 

21* 28* 15 34,87 0,11 
50 67 17 42,00 0,44 
75 109 16 59,44 0,21 
100 116 16 67,88 0,46 
150 186 16 81,44 1,71 
200  218 17 85,59 3,57 
200 240 20 87,80 3,71 
337* 589* 21 119,19 21,26 
360 618 23 121,00 24,73 

В серии задач, помеченных в таблице 1 звездочкой, входят  два реаль-

ных примера для нелинейной модели оценки возможностей ЕСГ по снаб-

жению потребителей в чрезвычайных ситуациях. По результатам расчетов 

можно построить два графика, которые представлены на рисунке 1. На ри-

сунке символом y  обозначены формулы трендов; 2R  – корреляция между 

точками тренда и расчетными данными.  

Проведенные расчеты показали, что время работы алгоритма с квад-

ратичными коэффициентами функций штрафа с ростом числа переменных 
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задачи увеличивается полиномиально.  

Среднее по серии число итераций

y = 5,3*n0,5

R2 = 0,968
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Среднее по серии время счета, сек

y = 2,3E-8*n0,5 * m3

R2 = 0,997
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Рисунок 1. Зависимость числа итераций и времени счета алгоритмом 

внутренних точек от числа переменных задачи 

Зависимость числа итераций от числа переменных можно представить 

в виде функции nα , где  n  – число переменных задачи, α  – константа. 

Увеличение времени счета с ростом числа переменных можно аппрокси-

мировать функцией 32/1 mnβ , где β  – константа, m  – число ограничений-

равенств задачи. 

Сравнение различных способов задания весовых коэффициентов 

функций штрафа во вспомогательной задаче. Были выполнены расчеты 

задач потокораспределения с двусторонними ограничениями на потоки по 

некоторым дугам с использованием прямого алгоритма внутренних точек. 

Для дуг с ограничениями-неравенствами использовались два вида весовых 

коэффициентов: квадратичные коэффициенты, вычисляемые по правилу (70)–

(72) и линейные коэффициенты, деленные множители Лагранжа, которые 

вычисляются по правилу (73)–(75). Кроме того, для дуг без ограничений-

неравенств на этапе ввода в область допустимых решений использовались 

два вида коэффициентов k
jd  при ∞∈ Jj : равные единице и равные вели-

чине kω , вычисляемой по правилу (76). В таблице 2 приведены характери-

стики задач. 
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Таблица 2. Номер задачи потокораспределения и его характеристики   
Номер  
задачи 

Число узлов Число ветвей Число двусторонних 
ограничений  

1 10 14 12 
2 10 24 12 
3 25 39 35 
4 25 48 30 
5 50 60 25 
6 50 136 88 
7 100 116 81 
8 100 195 79 
9 200 300 150 
10 338 712 500 

В таблице 3 приводятся результаты тестирования прямого алгоритма с 

квадратичными коэффициентами функций штрафа вида (70)–(72). Номера 

задач соответствуют номерам в таблице 2. Допустимая погрешность  ε  рав-

на 0.01. Сравниваются два варианта задания коэффициентов k
jd при ∞∈ Jj  

в целевой функции вспомогательной задачи на этапе ввода в область до-

пустимых решений. Расчеты производились на ПК с процессором Intel 

Core-i5 3,2 Ггц. 

Таблица 3. Результаты расчетов задач прямым алгоритмом с квадра-

тичными коэффициентами функций штрафа 

№ за-
дачи 

Квадратичные коэффициенты функций штрафа 

Единичн. коэффиц. k
jd  при ∞∈ Jj Коэф. k

jd , равные kω , при ∞∈ Jj  

Кол. итер. 
(этап ввода 
в доп. обл.) 

Кол-во 
итерац. 
всего 

Время, 
сек 

Кол итер. 
(этап ввода 
в доп. обл.) 

Кол-во 
итерац. 
всего 

Время, 
сек 

1 5 24 0,008 2 19 0,007 
2 10 125 0,016 4 37 0,010 
3 10 52 0,012 6 48 0,011 
4 18 63 0,020 6 58 0,018 
5 31 49 0,030 11 47 0,022 
6 14 208 0,075 5 137 0,053 
7 29 285 0,350 7 98 0,147 
8 59 147 0,182 9 85 0,111 
9 62 133 1,055 16 114 0,892 
10 19 139 5,381 4 96 3,688 
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Сравнивая число итераций, выполненных алгоритмом на этапе ввода в 

область допустимых решений, приходим к выводу, что коэффициенты k
jd , 

при ∞∈ Jj , равные величине kω , вычисляемой по правилу (76), использо-

вать предпочтительней, чем равные единице.  

Далее в таблице 4 приводятся результаты тестирования прямого алго-

ритма с линейными коэффициентами функций штрафа, деленными на мно-

жители Лагранжа. Эти коэффициентами вычислялись по правилу (73)–(75). 

Номера задач соответствуют номерам в таблице 2. Допустимая погрешность   

ε  равна 0.01. Также как и в предыдущей таблице сравниваются два варианта 

задания коэффициентов k
jd , ∞∈ Jj . 

Таблица 4. Результаты расчетов задач прямым алгоритмом с линей-

ными коэффициентами функций штрафа 
№ за-
дачи 

Линейные коэффициенты функций штрафа,  
использующие множители Лагранжа 

Единичн. весовые коэф. при ∞∈ Jj Весов. коэф., равные kω  при ∞∈ Jj
Кол. итер. 
(этап ввода 
в доп. обл.) 

Кол-во 
итерац. 
всего 

Время, 
сек 

Кол итер. 
(этап ввода 
в доп. обл.) 

Кол-во 
итерац. 
всего 

Время, 
сек 

1 6 20 0,009 1 16 0,008 
2 6 32 0,016 2 18 0,010 
3 24 41 0,022 18 38 0,018 
4 9 36 0,016 6 34 0,015 
5 5 25 0,018 2 31 0,016 
6 18 66 0,031 1 25 0,015 
7 6 29 0,068 1 24 0,038 
8 100 238 0,290 2 25 0,039 
9 19 51 0,409 6 36 0,291 
10 21 54 2,109 12 40 1,556 

Из таблицы 4 видно, что коэффициенты k
jd при ∞∈ Jj , вычисляемые 

по правилу (76), использовать в этом случае, также как и в предыдущем, 

предпочтительней.  

Сравнивая результаты расчетов в таблицах 3 и 4 приходим к выводу, 

что количество итераций, выполненных алгоритмом, с квадратичными ко-

эффициентами функций штрафам вида (70)–(72) значительно превосходит 
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на абсолютном большинстве примеров задач число итераций, выполнен-

ных алгоритмом, с  линейными коэффициентами функций штрафа, делен-

ных на множители Лагранжа (вида (73)–(75)).  

Одной из причин, по которой алгоритм с квадратичными функциями 

штрафа сходится  за большее число итераций, чем с линейными, является то, 

что последовательности значений квадратичных функций штрафа быстрее 

сходятся к нулю, чем последовательности значений линейных функций штра-

фа при стремлении их аргументов по итерациям к нулю. В первом случае воз-

никает больше ошибок округлений при решении вспомогательной задачи по-

иска направления корректировки, что в некоторых случаях ведет к очень 

большому числу итераций в алгоритмах с квадратичными функциями штрафа. 

Для рассмотренных вариантов реализации алгоритма время, затрачи-

ваемое алгоритмом на одну итерацию, находится в зависимости от числа ог-

раничений-равенств в задаче (12)–(16). Это связано с тем, что на каждой ите-

рации решается система линейных уравнений относительно вектора двойст-

венных переменных mR∈u . Отметим, что в двойственном алгоритме на ка-

ждой итерации решается система линейных уравнений относительно вектора 
mR∈Δu , поэтому указанное свойство для него также выполняется. 

 

Сравнение по числу итераций прямого и двойственного алгорит-

мов с разными весовыми коэффициентами  

В таблице 5 приведены результаты численных расчетов с использова-

нием четырех вариантов алгоритмов внутренних точек: прямых и двойст-

венных с двумя видами весовых коэффициентов. Использовались квадра-

тичные весовые коэффициенты: (70)–(72) и (88), (89), а также линейные, 

деленные на множители Лагранжа (73)–(75) и (90), (91). Критерием оста-

новки алгоритмов было выполнение условий оптимальности (13)–(23) с 

максимальной невязкой 0,1.  
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Таблица 5. Результаты расчетов задач потокораспределения с исполь-
зованием четырех вариантов алгоритмов внутренних точек 

Характеристики задач Количество итераций для вариантов 
алгоритма внутренних точек 

Узлов Ветвей Двустор. 
ограничен. 

Прямой Двойств. Прямой Двойств. 

Квадратичные ве-
совые коэффиц. 

Линейные весовые 
коэффициенты 

25 39 25 30 47 24 16 
25 39 35 63 42 38 20 
25 48 40 25 24 15 15 
25 48 40 112 46 60 20 
50 60 25 47 35 37 23 
50 60 50 83 41 74 24 
50 136 88 118 64 25 31 
50 136 100 70 34 25 21 

100 116 20 64 15 42 24 
100 116 81 70 39 24 22 
100 195 79 65 250 32 27 
100 195 90 44 28 32 26 
200 300 150 56 31 26 18 
200 300 150 121 39 39 23 
338 712 500 108 86 27 23 
338 712 500 96 79 39 31 

   среднее геометрическое: 66,7 44,4 32,5 22,3 

Расчеты показывают, что прямой и двойственный алгоритмы с линей-

ными весовыми коэффициентами в среднем в два раза быстрее (по числу 

итераций) своих аналогов с квадратичными  коэффициентами. Двойствен-

ные алгоритмы в среднем в полтора раза быстрее своих прямых аналогов. 

Число итераций для двойственного алгоритма меньше, чем во всех осталь-

ных алгоритмах для примерно 90% решенных примеров. 

Сравнение скорости сходимости исходных и двойственных пере-

менных к оптимальным значениям. Далее приводятся результаты вы-

числений для прямого и двойственного алгоритма внутренних точек с ли-

нейными весовыми коэффициентами, использующими  множители Лагранжа. 

Критерием остановки алгоритмов было выполнение условий оптимально-

сти (13)–(23) с максимальной невязкой 0,01.  

В таблице 6 приводятся результаты для прямого алгоритма. Норма от-
клонения приближенного решения от точного по переменным исходной 
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задачи вычислялась по формуле:  ||max *

,...,1 j
k
jnj

xx −
=

, где *
jx  – j-ая компонента 

вектора-решения задачи (12)–(16), вычисленного заранее; k
jx  – j-ая компо-

нента вектора-приближения к решению на последней итерации. Норма от-
клонения по переменным двойственной задачи вычислялась по формуле:  

|}{|max *

,...,1 i
k
imi

uu −
=

, где *
iu  – i-ая компонента вектора множителей Лагранжа 

ограничений (13), вычисленного заранее; k
iu  – i-ая компонента вектора 

приближения к вектору множителей Лагранжа на последней итерации. 

Значения векторов *x  и *u  вычислялись заранее тем же алгоритмом, при 
этом критерий останова для них устанавливался строже.  

Таблица 6. Результаты расчетов прямым алгоритмом 
Число уз-
лов, число 
ветвей 

Кол-во 
итераций 

Норма отклонения 
по переменным   
исходной задачи 

Норма отклонения 
по перем. двойст-
венной задачи 

25, 39 29 8,04E-06 2,85E-08 
25, 48 29  1,04E-05 7,91E-07 
50, 60 34  7,95E-05 3,11E-07 
50, 136 32  2,26E-05 1,83E-07 
100, 116 31   1,51E-05 4,70E-07 
100, 195 30   4,05E-06 4,19E-08 

В таблице 7 приводятся результаты вычислений при использовании 

двойственного алгоритма внутренних точек для тех же примеров.  

Таблица 7. Результаты расчетов двойственным алгоритмом 
Число уз-
лов, число 
ветвей 

Кол-во 
итераций 

Норма отклонения 
по переменным   
исходной задачи 

Норма отклонения 
по перем. двойст-
венной задачи 

25, 39 20 2,85E-08 1,20E-03 
25, 48 21 2,90E-08 2,60E-03 
50, 60 24 1,27E-08 1,59E-03 
50, 136 25 4,21E-06 1,07E-03 
100, 116 32  1,26E-09 1,53E-03 
100, 195 24 2,00E-06 1,81E-03 

Норма отклонения приближенного решения от точного по перемен-

ным двойственной задачи вычислялась по формуле:   

max{ |}{|max *

,...,1 i
k
imi

uu −
=

, |}{|max *

,...,1 j
k
jnj

yy −
=

, |}||,{|max **
t

k
tt

k
t

Jt
hhll

LH
−−

∈
},  
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где *
iu , *

ty , *
tl , *

th , – компоненты векторов, составляющих решение задачи 

(33)–(39), вычисленные заранее; k
iu , k

ty , k
tl , k

th  – компоненты векторов-

приближений на k -ой итерации. Норма отклонения приближенного реше-

ния от точного по переменным исходной задачи вычислялась по формуле:  

||max *

,...,1 j
k
jnj

xx −
=

, где *
jx  – j-ая компонента вектора множителей Лагранжа ог-

раничений (34)–(37), вычисленного заранее; k
jx  – j-ая компонента вектора-

приближения к вектору множителей Лагранжа.  

Из этих таблиц можно сделать вывод, что в прямом алгоритме норма 

отклонения приближенного решения от точного сходится к нулю быстрее 

по двойственным переменным, чем по исходным.  Для двойственного ал-

горитма, норма отклонения приближенного решения от точного сходится к 

нулю быстрее по переменным исходной задачи оптимизации, чем по пере-

менным двойственной. Данное свойство алгоритмов внутренних точек бы-

ло ранее замечено в эмпирических наблюдениях для задач линейного про-

граммирования, а затем доказано теоретически [58]. Проведенные в дис-

сертации эксперименты подтверждают наличие данного  свойства алго-

ритмов и на задачах с выпуклой целевой функцией. 

В связи с отмеченным свойством, можно дать рекомендацию: для то-

го, чтобы быстрее получать заданную точность решения по переменным 

исходной задачи, лучше использовать двойственный алгоритм, чем прямой. 

Численные эксперименты с реализацией алгоритма внутренних 

точек, учитывающей свойства разреженности матрицы системы ли-

нейных уравнений при разложении Холецкого  

Вычислительная схема метода внутренних точек включает решение на 

каждой итерации системы линейных алгебраических уравнений (СЛУ) с 

симметричной положительно определенной матрицей коэффициентов. Для 

таких матриц можно применять метод Холецкого, скорость сходимости 
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которого выше, чем у метода Гаусса. Однако стандартная схема реализа-

ции метода Холецкого не учитывает, что время счета можно значительно 

сократить для матриц с большим количеством нулей (т.е. для разреженных 

матриц). К таким матрицам относится матрица коэффициентов СЛУ, по-

лучаемая из матрицы инциденций для задач потокораспределения. 

При разложении произвольной положительно определенной матрицы 

Ω  в произведение треугольных матриц TLL  множитель Холецкого L пре-

терпевает заполнение ненулями (то есть возникают ненули на местах, где в 

матрице Ω  были нули). Процесс заполнения ненулями увеличивает объем 

памяти, необходимый для хранения  матрицы L и усложняет процедуры 

разложения и решения. 

Для того, чтобы минимизировать заполнение ненулями множителя L, 

применяют специальные алгоритмы. Предлагаемый в этих алгоритмах 

подход состоит в решении вместо исходной системы линейных уравнений 

bx =Ω  эквивалентной PbPxPP T =Ω )( , где P – матрица перестановки.  

При разработке конкретных численных алгоритмов решения СЛУ с 

разреженными матрицами обычно реализуют следующие подпрограммы: 

1) Процедура упорядочивания (т.е. перестановки) матрицы СЛУ, по-

зволяющие уменьшить число ненулей в разложении LLT; 

2) Процедура символического разложения, в котором определяется 

расположение ненулей в будущем разложении LLT, определяется структу-

ра данных для хранения, выделяется необходимая память; 

3) Процедура численного разложения, в котором непосредственно 

ищется разложение; 

4) Процедура решения систем с треугольными матрицами, содержа-

щая прямой и обратный ход (т.е. прямую и обратную подстановку). 

Задачи поиска наилучшего переупорядочивания (максимально сохра-

няющие разреженность) относятся к классу NP-полных задач. Тем не ме-

нее, существуют достаточно эффективные эвристические алгоритмы, по-
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зволяющие получить переупорядоченную матрицу TPPΩ , разложение Хо-

лецкого которой обладает малым заполнением ненулями.  

При реализации автором алгоритма внутренних точек, учитывающего 

свойства разреженности матрицы СЛУ, для переупорядочивания симмет-

ричной разреженной матрицы был использован алгоритм приближенной 

минимальной степени – AMD (Approximate Minimum Degree ordering 

algorithm)  [130, 131]; авторы Timothy A. Davis, Patrick R. Amestoy, Iain S. 

Duff. Этот алгоритм обычно намного быстрее, чем другие методы упоря-

дочивания и алгоритм минимальной степени, которые рассчитывают точ-

ную степень [156]. Программная реализация AMD на языке ANSI С дос-

тупна для скачивания в интернете по адресу: http://www.suitesparse.com. 

Этот пакет распространяется под лицензией GNU Lesser General Public 

License, предоставляющей свободный доступ для его использования.  

Методы численного разложения разреженных матриц являются ана-

логами методов разложения для плотных матриц, которые стремятся опе-

рировать только с ненулевыми элементами. Программный пакет 

CHOLMOD (a sparse CHOLesky MODification package), открытый для сво-

бодного доступа по адресу http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/cholmod/, 

предлагает набор необходимых для реализации численного разложения 

разреженной матрицы (а также для реализации прямого и обратного хода 

метода Холецкого) процедур. Авторскими правами на  пакет CHOLMOD 

обладает Университет Флориды (University of Florida), а также авторы 

Timothy A. Davis  и  William W. Hager. Алгоритмы из этого пакета были 

внедрены в программную реализацию алгоритма внутренних точек, разра-

ботанную автором диссертационной работы.  

В таблице 8 приводятся результаты расчетов численных эксперимен-

тов на задачах потокораспределения с двумя реализациями двойственного 

алгоритма внутренних точек с линейными весовыми коэффициентами (90), 

(91): реализации, не учитывающей разреженность СЛУ при разложении 
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Холецкого и реализации, учитывающей такую разреженность. Расчеты 

проводились на персональном компьютере с процессором Intel Core-i5 

3,2Ггц. В обоих случаях критерием остановки алгоритма было условие, что 

максимальная невязка (13)–(23) меньше 10-3.  

Таблица 8. Результаты расчетов для вариантов реализации алгоритма  

№ при-
при-
мера 

Характеристики задач Число 
итера-
ций 

Время без 
учета раз-
реж., сек 

Время с 
учетом раз-
реж., сек 

Ускоре-
ние, разы уз-

лов 
вет
вей 

двусторонних 
ограничений 

1 10 24 22 28 0,001 0,001 1,00 
2 25 39 25 20 0,001 0,001 1,00 
3 25 39 32 19 0,001 0,001 1,00 
4 25 39 35 26 0,001 0,001 1,00 
5 25 48 20 21 0,001 0,001 1,00 
6 25 48 30 27 0,001 0,001 1,00 
7 25 48 40 26 0,001 0,001 1,00 
8 50 60 20 24 0,015 0,004 3,75 
9 50 60 25 27 0,015 0,004 3,75 
10 50 60 50 28 0,015 0,004 3,75 
11 50 136 100 28 0,031 0,015 2,07 
12 50 136 100 25 0,031 0,015 2,07 
13 100 116 20 27 0,031 0,015 2,07 
14 100 195 79 40 0,047 0,016 2,94 
15 100 195 90 25 0,031 0,008 3,88 
16 100 195 90 30 0,031 0,015 2,07 
17 200 300 150 22 0,187 0,016 11,69 
18 200 300 150 25 0,203 0,016 12,69 
19 200 300 150 27 0,203 0,016 12,69 
20 338 712 500 51 1,950 0,062 31,45 

Эксперименты показывают ускорение до ~30 раз в реализации алго-

ритма с учётом разреженности по сравнению с реализацией без учета раз-

реженности на сетевых задачах с числом узлов и дуг от 10x14 до 338x712. 

Были выполнены расчеты (тех же задач, что представлены в табл. 8)  

с использованием 8 решателей оптимизационной среды TOMLAB 

(http://tomopt.com/tomlab/), лицензию для расчетов в которой предоставил 

Marcus M. Edvall из Tomlab Optimization. Время решения для примера №20 

из таблицы 8 на решателях ConSolve, NlpSolve составило 11,9 и 1068,7 се-

кунд соответственно. Остальные результаты расчетов приводятся в табли-
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це 9. Максимальная невязка условий оптимальности (13)–(23) для полу-

ченных в оптимизационной среде TOMLAB решений более 10-3. В табл. 9 

приводится минимальное (по всем решателям TOMLAB) время расчета 

указанных задач и время расчета этих задач при использовании разрабо-

танного автором двойственного алгоритма внутренних точек с внедренны-

ми процедурами обработки разреженных матриц. 

Таблица 9. Сравнение результатов расчетов в оптимизационной среде 
TOMLAB и для алгоритма внутренн. точек, учитывающего разреженность 

№ 
прим 

Время расчетов решателями оптимизационной среды 
TOMLAB, сек 

Время для 
алгор. внутр. 
точек, учи-
тывающего 
разреж., сек 

Уско-
рение, 
разы 

MINOS KNITRO CONOPT SNOPT NPSOL PDCO 
Мин. 
время

1 0,016 0,016 0,016 0,001 0,001 0,094 0,001 0,001 1,00 
2 0,031 0,016 0,016 0,016 0,016 0,047 0,016 0,001 15,60 
3 0,016 0,031 0,031 0,031 0,001 0,031 0,001 0,001 1,00 
4 0,016 0,016 0,031 0,016 0,001 0,031 0,001 0,001 1,00 
5 0,031 0,016 0,016 0,031 0,016 0,062 0,016 0,001 15,60 
6 0,031 0,016 0,016 0,016 0,016 0,078 0,016 0,001 15,60 
7 0,047 0,016 0,031 0,094 0,016 0,062 0,016 0,001 15,60 
8 0,004 0,016 0,004 0,004 0,031 0,078 0,004 0,004 1,00 
9 0,004 0,016 0,031 0,016 0,016 0,187 0,004 0,004 1,00 
10 0,016 0,031 0,004 0,004 0,031 0,078 0,004 0,004 1,00 
11 0,187 0,140 0,125 0,031 0,452 0,250 0,031 0,015 2,08 
12 0,203 0,187 0,125 0,078 0,234 0,281 0,078 0,015 5,20 
13 0,031 0,203 0,031 0,031 0,062 24,820 0,031 0,015 2,08 
14 0,156 0,296 0,218 0,031 0,094 1,778 0,031 0,016 1,95 
15 0,218 0,328 0,218 0,062 0,624 0,655 0,062 0,008 7,80 
16 0,203 0,281 0,218 0,094 0,530 0,764 0,094 0,015 6,24 
17 0,250 0,671 0,343 0,031 2,153 5,413 0,031 0,016 1,95 
18 0,250 0,577 0,281 0,047 3,401 8,159 0,047 0,016 2,93 
19 0,234 0,640 0,071 0,140 2,465 13,400 0,071 0,016 4,44 
20 1,950 3,994 5,179 0,390 52,151 27,940 0,390 0,062 6,29 

Эксперименты показывают, что реализованный двойственный алго-

ритм внутренних точек, учитывающий разреженность, имеет меньшее 

время счета (по сравнению с решателями оптимизационной среды 

TOMLAB) на приведенных примерах. Среднее ускорение по приведенным 

примерам составило 5,5 раза. 
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§3.4. Расчеты на задачах проекции точки на политоп  

Были выполнены численные эксперименты с алгоритмами внутренних 

точек на классе задач о проекции точки (начала координат) на политоп. 

Этот класс задач принципиально отличается от задач потокораспределения 

тем, что матрица системы линейных ограничений не обязательно разряже-

на. Рассмотрим задачу о проекции точки на политоп [63]: 

 min
2
1

→HxxT  (106) 

 0=− λAx , (107) 

 1=λTe , (108) 

 0≥λ . (109) 

Заданы матрица mnRA ×∈ ; вектор 0, >∈ hRh n ; диагональная матрица 
nnRH ×

⊕∈ ,  }{ jhdiagH = ; вектор mRe∈ ,   Te )1,...,1(= . Переменными задачи 

являются векторы nRx∈ ,   mR∈λ . 

Двойственную задачу о проекции точки на политоп с использованием 

преобразования Лежандра можно записать в виде: 

 min
2
1

1

2

→−∑
=

w
h
un

j j

j , (110) 

 0=−− lweuAT ,  (111) 

 .0≥l  (112) 

Переменными этой задачи являются векторы:  nRu∈ ,   Rw∈ ,   .mRl∈  

Условия оптимальности для исходной и двойственной задачи будут 

содержать условия (107)–(109), (111), (112), а также: 

 0=− uHx , (113) 

 ,0=iil λ   mi ...,,1= . (114) 
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Описание прямого алгоритма внутренних точек для задачи о про-

екции точки на политоп 

Для решения задачи (106)–(109) на языке С++ был реализован прямой 

алгоритм внутренних точек с линейными весовыми коэффициентами, де-

ленными на множители Лагранжа предыдущей итерации. Методика, при-

меняемая для построения этого алгоритма совпадает с описанной в §3.1., 

но применяется она не для задачи (12)–(16), а для задачи (106)–(109).  

Построим начальное приближение удовлетворяющее (107), (108), а 

также в строгом виде (109). Такое приближение задается, например, сле-

дующим образом: 

 
mi
10 =λ , mi ...,,1=  

 00 λAx = . 

Сразу со стартовой точки начинается процесс оптимизации в области 

допустимых решений.  

Алгоритм состоит в итеративном выполнении пунктов 1-4. 

Пункт 1. Поиск направления корректировки текущего приближения. 

Найдем векторы kuΔ , klΔ  и  скаляр kwΔ , являющиеся решением задачи: 

 min)(
2
1)(

2
1

1

2

1

2 →
Δ

+Δ+ ∑∑
==

m

i
k
i

i
n

j
j

k
jj d

xxh λ  (115) 

 0=Δ−Δ λAx , (116) 

 0=ΔλTe . (117) 

Для вычисления весовых коэффициентов k
id  в целевой функции при 

реализации алгоритма использовались два вида функций: 

1) квадратичная по k
iλ  функция 

 2)( k
i

k
id λ= , mi ...,,1= , (118) 

 2) линейная по k
iλ  функция с множителями Лагранжа: 

 ),max(/ 1−= k
i

k
i

k
i ld ελ , mi ...,,1= . (119) 
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Здесь величины 1−k
iλ  являются приближениями к множителям Ла-

гранжа ограничений-неравенств (112) задачи (110)–(112), которые вычис-

ляются на предыдущей итерации алгоритма. 

Найдем решение задачи (83)–(117). Условия оптимальности этой за-

дачи включают, (116), (117), а также: 

 0)( =−Δ+ uxxH k , (120) 

 0)( 1 =Δ+− − λkT DweuA , (121) 

где kD  – диагональная матрица с элементами k
id , mi ...,,1=  на диагонали. 

Выразим вектор Δλ из (121) и вектор xΔ  (120): 

 )( weuAD Tk −−=Δλ , (122) 

 
kxuHx −=Δ −1
. (123) 

Подставим выражения для вектора Δλ  и xΔ в (116), (117) получим сис-

тему линейных уравнений с n +1 переменными (вектором u и скаляром w): 

 0)(1 =−+−− weuAADxuH Tkk ,   (124) 

 0)( =−− weuADe TkT . (125) 

Решим полученную систему линейных уравнений (124), (125). Найдем 

векторы Δλ и xΔ  с использованием (122), (123). Таким образом, получим 

векторы kxΔ , kλΔ , вектор множителей Лагранжа ku  и множитель Лагран-

жа kw . Вектор множителей Лагранжа kl  вычисляется с использованием 

(111). 

Пункт 2. Проверка выполнения критерия остановки. Найдем макси-

мальную невязку условий оптимальности  (107)–(109), (111)–(114) для те-

кущего приближения к решению. (107)–(109), 

Если максимальная невязка условий оптимальности меньше заданной 

допустимой погрешности вычислений, завершаем работу алгоритма, иначе 

переходим к пункту 3. 

Пункт 3. Выбор шага корректировки текущего приближения. Сначала 



 76

определим шаг корректировки до ближайшей границы допустимой облас-

ти, задаваемой ограничениями-неравенствами: 

 { }0,:)(min <Δ∈Δ−= k
j

k
j

k
jL Lj λλλμ , 

Найдем величину Pλ , решив задачу одномерной минимизации целе-

вой функции (110) по направлению, задаваемому векторами переменных : 

 }.0:)(
2
1{minarg

1

2
L

n

j

k
j

k
jjP xxh μααμ ≤<Δ+= ∑

=
 (126) 

Вычислим итоговый шаг kλ  корректировки решения: 

 ),min( PLk μγμμ = , где 10 << γ , (например, 7,0=γ ). 

Пункт 4. Вычисление следующего приближения. Осуществим итера-

тивный переход, используя шаг корректировки kμ : 

 k
k

kk xxx Δ+=+ μ1 ;   

 k
k

kk λμλλ Δ+=+1 . 

 

Описание двойственного алгоритма 

На С++ был также реализован двойственный алгоритм внутренних 

точек с линейными весовыми коэффициентами, деленными на множители 

Лагранжа предыдущей итерации. Этот алгоритм построен по методике, 

аналогичной описанной в §3.2., но применяется не к задаче (33)–(39), а к 

задаче (110)–(112).  

Для двойственной задачи можно построить начальное приближение 

удовлетворяющее (111), а также в строгом виде (112). Такое приближение 

задается, например, следующим образом: 

 
mi
10 =λ , mi ...,,1=  

 00 λHAu = , 

 1},...,1,]{[min 00 −== m iuAw i
T , 

 000 ][ wuAl i
T

i −= . 
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Сразу со стартовой точки начинается процесс оптимизации в области 

допустимых решений.  

Алгоритм состоит в итеративном выполнении пунктов 1-4. 

Пункт 1. Поиск направления корректировки текущего приближения. 

Найдем векторы kuΔ , klΔ  и  скаляр kwΔ , являющиеся решением задачи: 

 min)(
2
1)(

2
1

1

2

1

2

→
Δ

+Δ−
Δ+

∑∑
==

m

i
k
i

i
n

j j

j
k
j

q
lw

h
uu

 (127) 

 0=Δ−Δ−Δ lweuAT  (128) 

Для вычисления весовых коэффициентов k
jq  в целевой функции при 

реализации алгоритма использовались два вида функций: 

1) квадратичная по k
il  функция: 

 
2)( k

i
k
i lq = , mi ...,,1= . (129) 

2) линейная по k
il  функция с множителями Лагранжа: 

 ),max(/ 1−= k
i

k
i

k
i lq λε , mi ...,,1= . (130) 

Здесь величины 1−k
iλ  являются приближениями к множителям Ла-

гранжа ограничений-неравенств (112) задачи (110)–(112), которые вычис-

ляются на предыдущей итерации алгоритма. 

Найдем решение задачи (83), (87). Условия оптимальности этой зада-

чи включают (108), (87), а также: 

 0)(1 =−Δ+− λAuuH k , (131) 

 lQk Δ−= −1)(λ , (132) 

где kQ  – диагональная матрица с элементами k
iq , mi ...,,1=  на диагонали. 

Подставим выражения для вектора Δl  из (87) и вектора λ  из (121) в 

(120), а также для λ  в (108) и  получим  равенства: 

 0)()()( 11 =Δ−Δ+Δ+ −− weuAQAuuH Tkk ,   (133) 

 1)()( 1 =Δ+Δ−− weuAQe TkT . (134) 
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 Решим полученную систему линейных уравнений (124), (125) отно-

сительно вектора uΔ  и скаляра wΔ . Найдем векторы Δl  и λ  с использова-

нием (87) и (121). Таким образом, получим векторы kuΔ , klΔ ,  скаляр kwΔ  

и вектор множителей Лагранжа kλ . 

Пункт 2. Проверка выполнения критерия остановки. Найдем макси-

мальную невязку условий оптимальности  (107)–(109), (111)–(114) для те-

кущего приближения к решению. 

Если максимальная невязка условий оптимальности меньше заданной 

допустимой погрешности вычислений, завершаем работу алгоритма, иначе 

переходим к пункту 3. 

Пункт 3. Выбор шага корректировки текущего приближения. Сначала 

определим шаг корректировки до ближайшей границы допустимой облас-

ти, задаваемой ограничениями-неравенствами: 

 { }0,:)(min <Δ∈Δ−= k
j

k
j

k
jL lLjllλ , 

Найдем величину Pλ , решив задачу одномерной минимизации целе-

вой функции (110) по направлению, задаваемому векторами переменных : 

 }.0:
)(

2
1{minarg

1

2

L

n

j j

k
j

k
j

P w
h

uu
λαα

α
λ ≤<Δ−
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 (135) 

Вычислим итоговый шаг kλ  корректировки решения: 

 ),min( PLk λγλλ = , где 10 << γ , (например, 7,0=γ ). 

Пункт 4. Вычисление следующего приближения. Осуществим итера-

тивный переход, используя шаг корректировки kλ : 

 k
k

kk uuu Δ+=+ λ1 ;   

 k
k

kk lll Δ+=+ λ1 ;      

 k
k

kk www Δ+=+ λ1 . 

Вектор переменных x  исходной задачи рассчитывается после заверше-

ния итеративного процесса описанного выше с использованием (107) и kλ . 
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Результаты экспериментальных расчетов 

Были проведены экспериментальные расчеты на нескольких задачах  

о проекции точки на политоп с матрицей А размером от 10x5 до 1000x800.  

Исходные данные формировались случайным образом. Элементы матрицы 

A (nхm) лежат в диапазоне от -50 до 50. Компоненты вектора h – в диапа-

зоне от 0 до 10. Расчеты проводились на компьютере с процессором Intel 

Core-i5 3,2 Ггц. Критерием останова служило достижение максимальной 

невязки условий оптимальности (называемой в таблице погрешностью) 

меньше 10-2 (а также ещё 10-1 для квадратичных весовых коэффициентов). 

Таблица 10. Результаты экспериментальных расчетов для задачи про-

екции точки на политоп  

Характерис-
тики задачи 

Число итерации алгоритма внутренних точек 
Прямой алгоритм Двойственный алгоритм 

квадратичные весо-
вые коэффициенты 

линейные ве-
совые коэф. с 
множ. Лагр. 

квадратичные ве-
совые коэффиц. 

линейные ве-
совые коэф.  
с множ. Лагр. 

строк 
(n) 

столб-
цов 
(m) погр. 0,01 погр. 0,1 погр. 0,01 погр. 0,1 

10 5 19 9 12 21 15 11 
10 8 14 12 13 20 16 11 
20 15 30 12 13 34 28 13 
20 15 20 12 15 36 26 13 
50 30 40 15 16 41 29 13 
50 35 30 18 21 40 22 13 
50 40 88 18 22 40 24 12 
50 45 64 15 26 118 22 12 
50 45 216 65 33 42 24 13 
100 75 40 28 28 41 21 12 
100 80 129 29 32 50 28 13 
100 90 62 23 36 85 23 13 
150 25 20 14 18 46 40 13 
150 140 485 40 45 96 20 13 
200 100 70 28 22 41 27 13 
200 180 >500 47 42 50 20 13 
250 100 97 49 27 46 22 13 
250 200 >500 294 41 38 20 13 
400 300 >500 >500 31 37 19 13 
400 350 >500 >500 61 143 16 14 
500 400 >500 295 53 58 16 13 
500 450 >500 >500 57 98 16 14 

1000 200 60 20 20 50 22 11 
1000 700 >500 >500 54 31 13 13 
1000 800 >500 >500 61 147 13 14 
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Экспериментальные расчеты показывают, что на рассмотренном клас-

се задач о проекции точки на политоп алгоритмы внутренних точек обла-

дают следующими свойствами: 

1) При использовании линейных весовых коэффициентов, деленных 

на множители Лагранжа (как в прямом, так и в двойственном алгоритмах 

внутренних точек), приближенное решение с заданной точностью нахо-

дится за меньшее число итераций, чем при использовании квадратичных 

весовых коэффициентов (на решенных примерах в среднем более чем в 2 

раза для прямого и более чем в 1,8 раза для двойственного алгоритма). 

2) Двойственный алгоритм приводит к приближенному решению за 

меньшее число итераций, чем прямой (на решенных примерах для квадра-

тичных коэффициентов двойственный алгоритм быстрее в среднем в 2,3 

раза; для линейных весовых коэффициентов быстрее в среднем в 3,9 раза).  

3) Величина максимальной невязки условий оптимальности в крите-

рии останова сильно сказывается на числе итераций для алгоритмов с 

квадратичными весовых коэффициентами. При увеличении погрешноти 

вычислений количество итераций до остановки расчетов резко снижается.  

4) Число итераций для двойственного алгоритма внутренних точек с 

линейными весовыми коэффициентами, использующими множители Ла-

гранжа, практически не увеличивается с ростом размера задачи на рас-

смотренных примерах и слабо зависит от заданной погрешности (при сни-

жении величины максимальной невязки условий оптимальности с 10-2 до 

10-1 число итераций уменьшается в среднем на 2 итерации на рассмотрен-

ных примерах).  

Полученные результаты на данном классе задач подтверждают реко-

мендации по выбору вариантов алгоритмов внутренних точек, сделанные 

ранее для задач потокораспределения. 
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Глава 4. Нелинейные модели потокораспределения в эко-

номике и энергетике  
В этой главе исследуются свойства моделей потокораспределения, ко-

торые описывают системы, служащие для транспортировки различных ви-

дов продукции и ресурсов между источниками и потребителями. При фор-

мулировке и анализе моделей используются двойственные задачи выпук-

лой оптимизации и алгоритмы внутренних точек, свойства которых иссле-

довались во второй и третьей главах. Большое значение для анализа 

свойств моделей имеют интерпретации, получаемые с использованием 

двойственных постановок задач оптимизации. 

§4.1. Модель гидравлической системы с автоматическими регу-

ляторами расхода  

При эксплуатации трубопроводных систем часто возникает необхо-

димость в установке на них автоматических регулирующих устройств, по-

зволяющих обеспечивать требуемые параметры (расходы на участках тру-

бопроводов, давление в узлах и у потребителей, перепады давления на 

участках трубопроводов) без оперативного вмешательства. Установка ав-

томатических регуляторов в таких системах позволяет существенно сни-

зить эксплуатационные расходы и повысить надежность функционирова-

ния как системы в целом, так и отдельных ее элементов. 

Для решения задачи потокораспределения в системах  с автоматиче-

скими регуляторами ранее применялись модели на основе систем уравне-

ний и неравенств [20, 107, 114, 123], в которых переменными были  гид-

равлические сопротивления регуляторов. Это приводило к необходимости 

введения в модель нелинейных зависимостей между гидравлическими со-

противлениями регуляторов и потерями напора в них. Такие  зависимости 

усложняли модель и, в частности, затрудняли исследование вопросов су-
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ществования и единственности решения, а так же теоретическое обоснова-

ние используемых алгоритмов. Теоретическое исследование свойств ре-

шения такой задачи может быть получено на основе сведения её к задаче 

выпуклого программирования. Такой приём  ранее применялся для иссле-

дования классической задачи потокораспределения (без регуляторов рас-

хода и давления) [31] и позволил доказать существование и единствен-

ность решения рассматриваемой задачи. 

В данном параграфе предлагается модель гидравлической системы с 

автоматическими регуляторами расхода,  отличием которой от сущест-

вующих моделей является следующее. Во-первых, в рассматриваемой 

здесь постановке задачи отыскиваются не значения гидравлических сопро-

тивлений регуляторов, а только потери напора, обусловленные работой ре-

гулятора. Во-вторых, модель представляется в виде системы уравнений и 

неравеств, использующей функции-срезки, а также в виде двойственных 

задач оптимизации, соответствующих постановкам из главы 2. 

Гидравлической системе соответствует ориентированный граф. Пусть 

m  – число узлов, n  – число дуг этого графа, A  – матрица инцидентности 

графа размера nm×  с элементами: ,1=ija  если дуга j  выходит из узла i ; 

,1−=ija  если дуга j  входит в узел i ; ,0=ija  если дуга j  не инцидентна  

узлу i . Далее считаем, что рассматриваемый граф связный. Тогда ранг мат-

рицы A  равен 1−m . Пусть }...,,1{ mI =  – множество всех узлов, }...,,1{ nJ =  

– множество всех дуг сети. Пусть LHJ  – множество дуг с регуляторами рас-

хода, а ∞J  – множество остальных дуг.  Эти множества являются разбиени-

ем множества номеров всех дуг: JJJ LH =∞U  и ∅=∞JJ LH I .  

Задача потокораспределения в гидравлических системах с автомати-

ческими регуляторами расхода сводится к решению системы уравнений и 

неравенств (13)–(23) из второй главы, в которой:  

 0=jx , LHJj∈ , и ∅== HL JJ , и cs −= .  (136) 
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Систему уравнений и неравенств (13)–(23) можно переписать в виде: 

 ,bAx =  (137) 

 LH
jj Jjxx ∈≤≤0 , (138) 

 Jjxfy jjj ∈= ),( , (139) 

 ∞∈+= Jjcy jjj ,)( TuA , (140) 

 { },))((),(min T
++= jjjjj cxfy uA   LHJj∈ , (141) 

 [ ] +−−= )( j
T

jj cl uA ,  LHJj∈ , (142) 

 [ ] +−+= ))(( jjj
T

jj xfch uA ,  LHJj∈ . (143) 

Заданными являются векторы: mR∈b , nR∈c  и величины максималь-

но допустимых расходов транспортируемой среды jx  по дугам LHJj∈ . 

Компоненты вектора b  – расходы среды из системы либо в систему 

(потребление из трубопроводной системы или поставки в неё транспорти-

руемой жидкости) для узлов mi ,,1 K= . Причём 0
1

=∑
=

m

i
ib . Если 0>ib , то 

величина ib  является расходом среды в систему в узле i . Если 0<ib , то 

величина ib  задает расход среды из системы в узле i . Компоненты векто-

ра c  (величины jc ) – заданные приращения напора (в результате работы 

насосов) на дугах nj ,,1 K= . 

Искомыми величинами являются компоненты векторов: nR∈x , 
nR∈y , mR∈u . Величины jx , Jj∈  – расходы транспортируемой среды на 

дугах. Величины jy , Jj∈  – потери напора на дугах. Величины iu , Ii∈  – 

пьезометрические напоры (или просто напоры) в узлах. Вычисляемые по 

правилам (142), (143) величины jl  и jh , LHJj∈  показывают насколько по-

теря напора на дугах с регуляторами больше или меньше разности напоров 

в концевых узлах этих дуг (если 0=jc  для дуг LHJj∈ ). 
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Уравнение (137) выражает баланс расходов транспортируемой жидко-

сти в узлах. Ограничения-неравенства jj xx ≤  для LHJj∈  в условии (138) 

означают, что искомые расходы на дугах с регуляторами не могут превы-

шать максимально допустимого расхода на каждой из этих дуг. Для дуг с 

регуляторами расхода, в силу их конструктивных особенностей, не допус-

кается движение потока в обратном направлении. Это условие отражено в 

ограничении 0≥jx  для LHJj∈ . Далее считаем, что 0>jx , LHJj∈ . 

Условие (139) характеризует взаимосвязь между расходами транспор-

тируемой среды jx  и потерями напора jy  на всех дугах nj ,,1 K= . В тео-

рии гидравлических цепей [101] это условие принято называть «замыкаю-

щим соотношением». При расчётах трубопроводных систем, по которым 

транспортируется несжимаемая среда, обычно используется квадратичная 

зависимость потери напора от расхода транспортируемой среды 

 njjjjjj xsignxxf ,...,1),()( 2 ==α , 

где jα  – заданный положительный коэффициент, называемый гидравличе-

ским сопротивлением. 

Уравнения (140) и (141) выражают баланс потерь, приращений и разно-

сти напоров на дугах. Так, согласно (140), для дуг, где нет регуляторов рас-

хода, потеря напора jy  на дуге j  представляется в виде суммы заданного 

приращения напора jc  и разности напоров j
T )( uA  в концевых узлах дуги. 

Для дуг с регуляторами расхода потеря напора определяется по более 

сложному правилу, выраженному условием (141). Если ,0)( T ≤+ jjc uA  

LHJj∈ ,  то согласно (141), полагаем  LH
j Jjy ∈= ,0 . 

Такая величина потери напора будет соответствовать согласно усло-

вию (139) нулевому расходу, 0=jx . В этом случае согласно (142), (143)  

справедливо: [ ]j
T

jj cl uA−−=  и 0=jh . Таким образом, 0>jl  – величина 
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превышения напора в конечном узле дуги j  над напором в начальном узле 

(за вычетом величины действующего напора jc ). Поскольку 0=jy , то 

превышение напора jl , не создает потока по дуге  j , то есть превышение 

напора «запирается» регулятором. 

Согласно (141), если величина  LH
jj Jjc ∈+ ,)( TuA  положительная и 

превосходит значение )( jj xf , то )( jjj xfy = . Это означает, что регулятор 

расхода дросселирует  величину напора jjc )( TuA+  до значения )( jj xf , 

при котором расход по дуге будет равен максимально допустимому расхо-

ду jx . В этом случае согласно (142), (143)  справедливо: 0=jl  и 

[ ] )( jjj
T

jj xfch −+= uA , то есть переменная 0>jh  отражает величину дроссе-

лируемого напора в регуляторе. 

Присутствие нелинейных ограничений в системе (137)–(143) затруд-

няет исследование вопросов существования и единственности решений 

непосредственно из анализа этой системы. Исследование этих вопросов 

облегчается при использовании представления системы в виде экстре-

мальных задач. Подобный подход применялся в работе [31] для задачи по-

токораспределения без ограничений-неравенств, к которой сводится сис-

тема (137)–(143)  при ∅=LHJ  (то есть при отсутствии ограничений-

неравенств). Согласно теоремам из §1 второй главы системе (137)–(143) 

при ∅≠LHJ  (при наличии ограничений-неравенств) также соответствуют 

двойственные задачи выпуклого программирования. Это позволяет эффек-

тивно использовать развитую теорию выпуклой оптимизации (в том числе 

алгоритмы внутренних точек) для исследования и решения системы (137)–

(143), которые позволяют эффективно учитывать при решении ограниче-

ния-неравенства. 

Компоненты вектора u  имеют неединственные значения в решении 

системы (137)–(143). Это связано, в том числе, с тем, что ранг матрицы A  
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равен 1−m . Для того, чтобы однозначно определить компоненты вектора 

u  необходимо зафиксировать одну из его компонент. Если система урав-

нений и неравенств (44)–(49), (51) имеет нетривиальные решения, то фик-

сации одной из компонент вектора u  может оказаться не достаточно, что-

бы однозначно определить все его компоненты. В этом случае часть пере-

менных jl , jh , LHJj∈  также будут иметь неединственные значения. 

В диссертационной работе [29] было показано, что в случае, когда в 

системе (137)–(143)  нет ограничений-неравенств на переменные, решение 

исходной задачи (12), (13) с использованием метода Ньютона (после све-

дения ее к задаче безусловной оптимизации), равносильно использованию 

хорошо известного в теории гидравлических цепей метода контурных рас-

ходов для «контурной» системы уравнений.  Решение же двойственной за-

дачи (33), (34) с использованием метода Ньютона (после сведения ее к за-

даче безусловной оптимизации), равносильно использованию хорошо из-

вестного метода узловых давлений для «узловой» системы уравнений. 

Алгоритмы внутренних точек, применяемые к исходной и двойствен-

ной задачам (при выполнении (136)), можно по аналогии считать обобще-

нием (или адаптацией) методов контурных расходов и узловых давлений 

на задачи потокораспределения с ограничениями-неравенствами. В этих 

алгоритмах, как и в методе Ньютона, используется квадратичная аппрок-

симация целевой функции. Отличительной чертой, алгоритмов внутренних 

точек являются правила, применяемые для учета ограничений-неравенств. 

Часть приведенных в третьей главе экспериментов с использованием 

алгоритмов внутренних точек была выполнена на исходных данных для 

описанной выше модели. 

Пример для гидравлической сети с регуляторами 

Рассмотрим  гидравлическую цепь из 11 узлов и 18 дуг, схема которой 

представлена на рисунке 2. Притоки и стоки отсутствуют, т.е. 0=b . Пъе-
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зометрический напор 11u  равен 30 м. Компоненты вектора c  приращений 

напора на дугах равны нулю, кроме 10018 =c  м. Автоматические регуляторы 

расхода присутствуют на дугах LHJj∈ , где }17,16,15,14,13,12,8,4{=LHJ . 

 
Рисунок 2.   Схема  гидравлической цепи 

Множество дуг без регуляторов задано: }18,11,10,9,7,6,5,3,2,1{=∞J .  

В рассматриваемом примере использовалась квадратичная зависимость 

потери напора от расхода транспортируемой среды по дугам сети. В таб-

лице 11 приведены исходные значения гидравлического сопротивления jα  

и максимально допустимого расхода jx  для всех дуг схемы. 

№ дуги, j  jα  jx № дуги, j  jα  jx  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

6.5E-6 
7E-6 
8E-6 
5E-6 
4E-5 
3E-5 
2E-5 
5E-5 
4E-5 

- 
- 
- 

200 
- 
- 
- 

200 
- 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

3E-5 
2E-5 
2E-4 
2E-4 
2E-4 
3E-4 
3E-4 
3E-4 
6E-6 

- 
- 

200 
200 
200 
200 
200 
200 

- 
Таблица 11. Исходные данные 

Запишем исходную задачу оптимизации для данного примера:  

 ,min
3
1 18

1

18

1

3
∑∑
==

→−
j

jj
j

jj xcxα  

 bAx = ,   LH
jj Jjxx ∈≤≤ ,0 , 

и двойственную задачу оптимизации: 

1 2 3 4 11

10 9 8

7 6 5

7 

2 1 3 

4 
5 6 

8 
9 

11 

10 

12 13 14 

15 16 17 

18 
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 ∑ ∑∑
= ∈=

→+−
11

1

18

1

3

min
3
2

i Jj
jjii

j j

j

LH

hxub
y
α

, 

 0][ =−+ j
T

jj sy uA ,   ∞∈ Jj ,  

 0][ =+−−+ jjj
T

jj hlsy uA ,   LHJj∈ ,  

 0≥jl , 0≥jh ,   LHJj∈ .  

Для получения решения исходной задачи прямым алгоритмом внут-

ренних точек, описываемом в главе 3, потребовалось  14 итераций. По-

грешность решения, т.е. максимальная невязка среди условий оптимально-

сти составила менее 0.01. Результаты расчета приведены в таблице 12. Из 

таблицы видно, что все регуляторы осуществляют регулирование расхода 

до максимально допустимого, т.к. для всех дуг, на которых установлены 

регуляторы,  0>jh , LHJj∈ . Соответственно, 0=jl  для этих же номеров 

дуг, так как ни на одной из дуг с регулятором расход не равен нулю. 

Номер 
дуги, j  

Расход,  
jx , т/ч 

Потеря 
напора, 

jy , м 

Напор, теряе-
мый в регуля-
торе, jh , м 

Номер 
узла, i   

Напор в 
узле, iu , 

м 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

1200 
800 
400 
200 
400 
600 
800 
200 
400 
600 
800 
200 
200 
200 
200 
200 
200 
1600 

9,36 
4,48 
1,28 
0,2 
6,4 
10,8 
12,8 

2 
6,4 
10,8 
12,8 

8 
8 
8 
12 
12 
12 

15,36 

– 
– 
– 

39.32 
– 
– 
– 

37.52 
– 
– 
– 

32.8 
43.68 
63.84 
28.8 
39.68 
59.84 

– 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
 

114.64 
105.28 
100.8 
99.52 
60.0 
53.6 
42.8 
60.0 
53.6 
42.8 
30.0 

Таблица 12. Результаты расчета для примера гидравлической сети 
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Напор 18c , создаваемый насосами на дуге 18 больше, чем тратится в 

контурах системы на сопротивление при передаче по замкнутому циклу. 

Излишки напора дросселируются в результате работы регуляторов на ду-

гах  LHJj∈ . Если снизить напор на дуге 18 на величину не большую, чем 

}:min{ LH
j Jjh ∈ , то расходы и потери напора в системе не изменятся, а 

напоры, теряемые в регуляторах уменьшаться на эту величину. 

§4.2. Нелинейная транспортная модель (экономическая интерпре-

тация; варианты потокораспределения и тарифообразования)   
В параграфе исследуются свойства модели потокораспределения, 

описывающей транспортную систему, в которой однородный продукт пе-

редается из пунктов производства в пункты потребления по сети транс-

портных связей. При построении модели используется строго выпуклая 

функция издержек на передачу. Это несколько упрощает реальную ситуа-

цию. Однако исследование свойств такой модели является важным и, в т.ч., 

для прояснения более общих ситуаций. 

Подход, основанный на  использовании теории симметричной двойст-

венности для исследования свойств моделей потокораспределения, уже 

применялся ранее, например, в работах [29, 53]. Отличием приводимых 

здесь исследований является введение в модель ограничений сверху и дву-

сторонних ограничений, а также доработкой экономической интерпретации. 

Модель может быть полезна для изучения проблем и механизмов 

управления транспортом общего пользования, системами транспорта теп-

ла, электроэнергии, воды, природного газа. Особенно в связи с осуществ-

ляемыми в этих системах реформами. В частности, важной проблемой для 

этих систем является формирование рациональных транспортных тарифов, 

которые должны с одной стороны покрывать издержки и, с другой сторо-

ны, стимулировать пользователей трубопроводных, электрических сетей и 
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железных дорог к оптимизации издержек на перевозки. 

Описание и экономическая интерпретация модели 

Направленный граф, описывающий транспортную сеть, имеет m  уз-

лов, и  n  дуг. Положительная по объему транспортировка продукта долж-

на осуществляться в направлении дуг графа. Матрицу инциденций узлов и 

дуг графа размера nm×  обозначим A , её элементы имеют значения: 

         0,  если узел i  не связан с дугой j , 

 ija  =     –1,  если узел i  является началом дуги j , 

      +1,  если узел i  является концом дуги j . 

Обозначим }...,,1{ mI =  – множество номеров всех узлов, }...,,1{ nJ =  

– множество номеров всех дуг, II S ⊂  – множество номеров узлов-

источников, II C ⊂  – множество номеров узлов-потребителей. Зададим 

множества ∞J , LJ , HJ , LHJ , являющиеся разбиением множества J . 

Для каждого узла i  сети известен объем ib , входящего в сеть или вы-

ходящего из сети ресурса. Если 0>ib , то в узле потребитель и ресурс вы-

ходит из сети. Если 0<ib , то в узле источник и ресурс входит в сеть в ко-

личестве ib . Суммарный объем поставляемого в сеть ресурса должен быть 

равен суммарному объему ресурса, выходящего из сети. 

Требуется найти вектор nR∈x  объемов передачи ресурса по дугам сети. 

Заданы предельные объемы передачи jx , LHL JJj ∪∈  и jx , LHH JJj ∪∈ . 

Считаем, что функция переменных издержек на передачу ресурса по 

дуге j  представима в виде суммы нелинейной и линейной функций: 

 jjjjjj xsxFxVC += )()(  (144) 

где jF  – заданная функция,  js  – заданный коэффициент, Jj∈ .  

В данной модели ограничимся случаем, когда все функции jF  при-

надлежат множеству Z , введенному в главе 2. Это, в частности, означает, 



 91

что предельные издержки на передачу jjj sxf +)(  (определяемые согласно 

экономической теории как производные функции )( jj xVC ) будут строго 

возрастающими функциями.  

Постоянные издержки на передачу ресурса в модели не учитываются. 

Величина js  может иметь отрицательные значения для некоторых Jj∈ . 

Это означает, что вместо издержек на соответствующих дугах имеем доп-

латы за перевозку продукции. Такой случай может иметь место, например, 

при субсидировании перевозчика или иной форме ведения политики про-

текционизма в рамках внешнеторговой политики государства [72]. 

Исходная задача оптимизации (12)–(16), двойственная задача (33)–

(39), самосопряженная задача (53), (13)–(16), (34)–(39), система уравнений 

и неравенств (13)–(23), введенные во второй главе, являются равносиль-

ными способами описания модели. Проведем их интерпретацию.  

Исходная задача описывает потокораспределение ресурса по сети, при 

котором суммарные переменные издержки минимальны. Ограничения-

равенства (13) выражают баланс входящих и выходящих потоков в каждом 

узле. Условия (14)–(16) содержат ограничения-неравенства на объемы пе-

редачи по дугам сети. 

Отметим, что для существования допустимого решения исходной за-

дачи необходимо, чтобы граф транспортной сети являлся связным. 

Для решений системы (13)–(23) на дуге j без ограничений на объем 

передачи с учетом специфики матрицы A  справедливо равенство: 

 )()()()( jbegjendj
T

jjj uusxf −==+ uA , (145) 

где )( jbeg  – номер конечного узла дуги j , )( jend  – номер конечного узла.  

Вектор u  имеет смысл вектора цен на продукт в узлах. Эти цены яв-

ляются относительными, поскольку лишь отражают факт увеличения 

стоимости транспортируемого продукта. Начальная стоимость продукта (в 

одном из узлов сети)  должна быть зафиксирована априори.  
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Величина j
T )( uA  описывает приращение цены ресурса при передаче 

по дуге j . Величину в левой части равенства (145) назовем тарифом на пе-

редачу по дуге j . Если (145) выполнено, то тариф равен предельным из-

держкам. Возможны и другие правила задания тарифа, например, по сред-

ним издержкам на передачу по дуге. Тарифы, получаемые по предельным 

издержкам, связаны с оптимальными (относительно суммарных издержек) 

объемами передачи по дугам сети. Такие тарифы в определенных случаях 

являются стимулирующими к оптимизации перевозок [55, 56].  

На рисунке 3 изображен график предельных издержек на дуге j  без 

ограничений на объем передачи.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3. Переменные издержки передачи и излишек перевозчика 
 

Величина )( jjj syx +  соответствует плате транспортировщику за пе-

редачу продукта в объеме jx  по дуге j . Величина jjjj xsxF +)(  соответст-

вует переменным издержкам на передачу по дуге j . Для решений системы  

(13)–(23) справедливо равенство 0)()( =−Φ+ jjjjjj yxyxF  (см. формулу 

(55)). Поэтому площадь фигуры, расположенной над кривой предельных 

издержек, равна величине )( jj yΦ . Эту величину, в соответствии с эконо-

мической теорией [46], назовем излишком перевозчика (producer surplus). 

jj sy +

0

jjj sxf +)(

)( jj yΦ )( jj xF
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В случае, когда на дуге j  есть ограничения сверху и снизу, для реше-

ний системы (13)–(23) справедливо равенство: 

 j
T

jjjjj hlsxf )()( uA=+−+ , (146) 

которое показывает, что в этом случае приращение цены происходит за 

счет предельных издержек jjj sxf +)(  и дополнительных слагаемых jl−  и 

jh+ . Согласно (13)–(18), (24)–(30) при jjj xxx <<  выполняется: 0=jl , 

0=jh ; при jj xx =  выполняется: 0≥jl , 0=jh ; при jj xx =  выполняется: 

0=jl , 0≥jh . То есть дополнительные слагаемые jl  и jh  в (146) могут 

быть отличны от нуля только при достижении верхних или нижних огра-

ничений на объем передачи по дуге j . В этом  случае тарифом на передачу 

будет величина jjjjj hlsxf +−+)( , которая может отличаться от предель-

ных издержек на дуге.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4. Тарифы на передачу по дуге  j  при достижении верхнего 

или нижнего ограничений  

На рисунке 4 представлены предельные издержки и тарифы на дуге  j   

для двух случаев: 1) когда 0=jl , 0>jh , а тариф равен jjj hsy ++ , и 2) когда  

0>jl , 0=jh , а тариф равен jjj lsy −+ .  

В обоих случаях приращение цены j
T )( uA  по дуге j  должно быть 

jj sy +

0

jjj sxf +)(

js

Объем передачи по дуге  j 

Тариф для дуги  j  

jx

jjj hsy ++

jjj lsy −+
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равно приращению цены по альтернативному маршруту (набору путей на 

графе, отличных от дуги j ,  по которым можно передавать ресурс из на-

чального в конечный узел дуги j ). Причем, если на альтернативном  мар-

шруте не достигнуты (по совокупности путей) ограничения на поток свер-

ху и снизу, то приращение цены  j
T )( uA  будет равно предельным издерж-

кам на передачу по этому маршруту. А на дуге j  предельные издержки 

будут отличаться от приращение цены  j
T )( uA  на величину дополнитель-

ных слагаемых jl−  и jh+ .  

Рисунок 4 демонстрирует, что плата за передачу по тарифу jjj lsy −+  

может не покрывать транспортные издержки на дуге j . В случае, когда на 

дуге j  есть ограничения сверху и снизу (т.е. LHJj∈ ), излишек перевозчи-

ка на дуге равен jjjjjj hxlxy +−Φ )( . 

Ситуация ограничения на поток снизу jj xx > , где 0>jx , возможна в 

реальных транспортных системах. Например, в системах газоснабжения 

для нормальной работы перекачивающих агрегатов давление газа в трубо-

проводе не должно опускаться ниже определенного значения [66].  

Интерпретация двойственной и самосопряженной задачи  

Двойственная задача (33)–(39) позволяет сформировать рациональную 

систему тарифов на передачу. В ней в явном виде никак не используются 

значения оптимальных объемов передачи продукта.  

Двойственная задача позволяет определить тарифы на передачу 

jjjj hlsy +−+  по дугам Jj∈  и цены iu  в узлах Ii∈  такие, что тарифы по 

всем дугам равны приращению цены j
T )( uA  по ним, при этом максимизи-

руется величина выручки перевозчика ubT  без излишка перевозчика 

∑∑∑
∪∈∪∈∈

+−Φ
LHHLHL JJj

jj
JJj

jj
Jj

jj hxlxy )( . 
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Самосопряженная задача оптимизации (53), (13)–(16), (34)–(39) объе-

диняет в себе исходную и двойственную задачи. Она позволяет найти объ-

емы передачи, тарифы и цены такие, что с одной стороны издержки на пе-

редачу минимальны, с другой стороны максимальна выручка перевозчика 

без излишка перевозчика. Поскольку значение целевой функции самосо-

пряженной задачи в точке оптимума равно нулю, получаемая для опти-

мального решения выручка равна издержкам плюс излишек перевозчика.  

Модель потокораспределения и тарифообразования с использо-

ванием средних издержек  

Будем рассматривать случай, когда постоянные издержки при пере-

возке отсутствуют (например, при краткосрочном планировании перево-

зок). Функция переменных издержек на перевозку по j  дуге задана в виде 

 jjjjjjj xsxxgxVC += )()( , (147) 

где )( jj xg  – такая функция, что )()( jjjjj xFxxg =  и ZxF jj ∈)( .  

Величина jjj sxg +)(  задает средние издержки на перевозку по дуге j . 

 Обозначим ∫=
jx

jjj dgxG
0

)()( ττ . Определенный интеграл )( jj xG  не являет-

ся несобственным (поскольку 01)(lim)(lim)(lim
000

===
→→→ jjxjjjxjjx

xfxxFxg ). 

Рассмотрим задачу оптимизации: 

 ∑ ∑
= =

→+
n

j

n

j
jjjj xsxG

1 1
min)( , (148) 

 bAx = ,  0x ≥ . (149) 

Эту задачу будем называть задачей потокораспределения по средним 

издержкам. Условия оптимальности для этой задачи будут содержать ог-

раничения (149), а также условия: 

 +−= )]([)( jj
T

jj sxg uA ,   Jj∈ . (150) 
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Согласно (149), (150) если  0~ >jx  – решение задачи (148)–(149) на ду-

ге j , то j
T

jjj sxg ][)~( uA=+ , т.е. средние издержки на дуге j  равны при-

ращению цены на этой дуге. То есть, тариф на перевозку по дуге j  форми-

руется на основе средних, а не предельных издержек.  

Построим двойственную задачу к (148)–(149): 

 ∑∑
==

→Θ−
n

j
jj

m

i
ii yub

11
max)( , (151) 

 0yuAsy ≥≥+ ,T . (152) 

Здесь )( jj yΘ  – это преобразование Лежандра-Фенхеля функции )( jj xG . 

Эту задачу назовем задачей тарифообразования по средним издержкам. 

Обозначим )( jj yθ  обратную функцию к )( jj xg , Jj∈ . Условия опти-

мальности для задачи (151), (152) будут содержать (149), а также:  

 +−= )]([ jj
T

j sy uA ,   Jj∈ , (153) 

 )( jjj yx θ= ,    Jj∈ , (154) 

Если условия (154) представить в виде )( jjj xgy =  и исключить из 

системы (149), (153), (154) переменные jy , Jj∈ , то получим условия 

(149), (150). Таким образом, скаляры jx , Jj∈  и iu , Ii∈ , составляющие 

решение и множители Лагранжа задач (148), (149) и (151), (152), совпадают. 

 

Рисунок 5. График предельных и средних издержек для дуги j . 

jjj sxf +)(  

 

jjj sxg +)(  
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Рассмотрим график предельных и средних издержек для дуги j . На 

рисунке 5 площадь заштрихованной фигуры равна транспортным издерж-

кам jVC  по дуге j . Произведение jjjj xsxg ~))~(( +  соответствует плате за 

перевозку ресурса по дуге. Площадь 1W  на рисунке равна площади 2W , по-

скольку jjjj xsxg ~))~(( + )~(~~)~( jjjjjjj xVCxsxxg =+= . Это означает, что плата 

за перевозку продукта по дуге  j равна транспортным издержкам. То есть 

излишек перевозчика на дуге j  в данном случае равен нулю. 

Рассмотрим пример сети, схема которой представлена на рисунке 6.  

 
Рисунок 6. Транспортная сеть с двумя узлами и двумя дугами 

Необходимо из узла 1 в узел 2 перевезти ресурс объемом 12 единиц. 

Пусть 1x  и 2x  – объемы перевозок по дугам сети. Затраты на перевозки 

выражаются квадратичными зависимостями: 

 ( ) ( ) .45,0,22,0 2
2
2221

2
111 xxxVCxxxVC +=+=   

Пусть ∅===∞ LHH JJJ , JJ L =  и 0=jx , LJj∈ . В таблице 13 пред-

ставлены оптимальные объемы перевозок jx~  для задачи (12)–(16), пре-

дельные издержки ,)~( jjjj dxxdVCMC =  средние издержки 

,~)~( jjjj xxVCAC =  переменные издержки  )~( jj xVC , плата за перевозки при 

тарифах по предельным издержкам ,~
jjj xMCPM ⋅=  избыток перевозчика  

jjj VCPMy −=Φ )~( ,  Jj∈ .  

Из таблицы 13 видно, что плата за перевозки при тарифах по предель-

ным издержкам (равная 72 денежным единицам) существенно превышает 

величину издержек (равную 50 единицам). Это превышение совпадает с 

суммой избытка перевозчика )~( jj yΦ . 

1 

1 дуга 

2 дуга
2
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Таблица 13. Оптимальные по затратам перевозки  

при тарифах по предельным издержкам 

Дуга, j jx~  jMC  jAC  jVC  jPM  ( )jj y~Φ  

1 10 6 4 40 60 20 

2 2 6 5 10 12 2 

Всего 12 – – 50 72 22 

В таблице 14 представлены результаты решения задачи (148)–(149). 

Плата за перевозки в данном случае выражается величиной 

,~
jjj xACPM ⋅=  поэтому решение x~  названо равновесным при тарифооб-

разовании по средним издержкам. 

Таблица 14. Равновесные перевозки при тарифо- 

образовании по средним издержкам 

Дуга, j  jx~  jMC  jAC  jVC  jPM  ( )jy~Φ  

1 11,43 6,57 4,29 49 49 0 

2 0,57 4,57 4,29 2,44 2,44 0 

Всего 12 – – 51,44 51,44 0 

Плата за перевозки существенно ниже, чем для варианта из таблицы 13. 

Эта плата совпадает с издержками, и поэтому избыток перевозчика – нуле-

вой. При этом общие издержки на перевозку выше, чем при векторе пере-

возок из табл. 13, поскольку в данном случае решается задача не миними-

зации суммарных издержек, а минимизации суммы интегралов от функции 

средних издержек по всем  дугам. 

Обсуждение возможных вариантов тарифообразования для 

транспортных монополий 

Рассмотренная в 2.1 сетевая модель позволяет формировать систему 

тарифов, "зовущих к оптимуму". Получаемые в результате решения двой-

ственной задачи оптимизации (33)–(39),  тарифы по предельным издерж-

кам позволяют оценивать, к каким приращениям затрат приведут измене-
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ния в небольших масштабах заданий на перевозки (т. е. небольшие изме-

нения компонент вектора b ). Принципиально важно, что эти тарифы могут 

использоваться самими клиентами для выбора ими маршрутов перевозок 

дополнительных объемов ресурса. Минимизация платы за перевозки до-

полнительных объемов ресурса будет соответствовать минимизации пол-

ных издержек транспортной системы. 

Многие транспортные системы являются естественными монополи-

ями, тарифы для которых должны устанавливаться директивно государст-

венными органами. По сложившейся в России и других странах практике 

установление цен и тарифов на продукцию или услуги естественных мо-

нополий осуществляется на основе не предельных, а средних издержек.  

Недостатком этого подхода является то, что объемы перевозок, формируе-

мые по таким тарифам, не соответствуют (в отличие объемов перевозок 

формируемым по предельным издержкам) минимуму суммарных издержек 

транспортной системы. 

Формирование тарифов по предельным издержкам, однако, тоже име-

ет некоторые недостатки. 

1. Указанная стимулирующая роль тарифов по предельным издержкам 

действует лишь для относительно малых изменений объемов перевозимого 

продукта с малыми изменениями самих предельных издержек. При больших 

изменениях изначальные предельные издержки уже не будут играть роль 

цен, "зовущих к оптимуму". В этом случае требуется пересмотр тарифов. 

2. Предельные издержки гораздо труднее подсчитывать на практике, 

чем средние издержки. Только в математических условно-иллюстративных 

моделях можно легко определять затраты на дополнительную единицу 

продукции. В бухгалтерской практике выделение такого показателя явля-

ется сложным делом. Подсчет же средних затрат путем деления всех поне-

сенных затрат на объем перевозок – более простая и более естественная 

для бухгалтерских расчетов операция. 
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3. Плата за перевозки по тарифам, отражающим предельные издерж-

ки, может существенно отличаться от величины затрат, понесенных на эти 

перевозки транспортной компанией. В частности, в приведенном выше в 

§4.2 примере, затраты меньше платы за перевозки. Государство должно 

принимать дополнительные меры, способствующие минимизации излишка 

перевозчика, являющегося монополистом. Минимизация излишка пере-

возчика считается важнейшей целью антимонопольного регулирования [1]. 

Транспортная модель с переменным спросом и предложением 

На практике объемы входящего в сеть ресурса через узлы-источники, 

а также выходящего из сети в узлах-потребителях не всегда фиксированы 

априори. Они могут меняться в зависимости от внешних условий, напри-

мер от предложения или спроса при данной цене. Рассмотрим модель 

транспортной системы, в которой объем входящего в сеть ресурса через 

узлы-источники есть функция предложения, зависящая от цены на ресурс в 

данном узле. Объем выходящего из сети ресурса через узлы-потребители 

есть функция спроса, зависящая от цены. 

Будем считать, что для каждого узла, в котором есть источник или по-

требитель задана соответственно функция предложения или спроса. 

Обозначим )( ii ub  – функцию предложения (или спроса) в узле i . 

Пусть эта функция задана при 0≥iu  в виде: 

 )()( 0
iiiii uqbub −= ,  (155) 

здесь 0
ib  –  спрос или предложение при нулевой цене,   )( ii uq  – монотонно-

возрастающая функция.  Будем считать, что в источнике   00 =ib . 

На рисунке 7 изображена функция )( ii ub  в узле i . Если 00 =ib , то 

0)( ≤ii ub  при 0≥iu . В узле расположен источник и задана функция пред-

ложения. Если 00 >ib , то 0)( >ii ub  при );0[ 0
ii uu ∈  и на этом интервале це-
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ны задана функция спроса. При 0
ii uu ≥   выполняется 0)( ≤ii ub . Это значит, 

что функция спроса переходит в функцию предложения. Цена в узле на-

столько велика, что выгоднее создать локальный источник и поставлять 

ресурс в сеть. 

 

 

 

Рисунок 7. Функция спроса-предложения в узле 

Опишем модель следующей системой уравнений и неравенств:  

 )(][ iii ub=Ax ,   0≥iu ,   Ii∈ , (156) 

 0x ≥ , (157) 

 0uAsy ≥−+ T , (158) 

 0)][( =−+ j
T

jjj syx uA ,   Jj∈ , (159) 

 )( jjj xfy = ,   Jj∈ .  (160) 

Модель транспортной сети с переменными объемами спроса и пред-

ложения в узлах, описываемую системой (156) – (160), формально можно 

свести к модели с фиксированными объемами спроса и предложения рас-

сматриваемой в §4.1. В [87] приводится описание способа такого сведения, 

основанного на использовании фиктивного узла, соединенного фиктивны-

ми дугами со всеми узлами-источниками и узлами-потребителями. Этот 

способ использует известную в теории гидравлических цепей идею о со-

единении всех узлов-источников и узлов-потребителей фиктивными дуга-

ми с фиктивным узлом. Потоки по фиктивным дугам соответствуют объе-

мам спроса и предложения в узлах  источниках и потребителях. Такое све-

дение позволяет проводить расчеты по модели с переменными объемами 

спроса и предложения с использованием алгоритмов, пригодных для моде-

ли с фиксированными объемами спроса и предложения.  

Одной особенностей данной модели является то, что вектор узловых 

bi
0 

bi 

ui 

0 
ui

0
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цен u  в решении (156)–(160) единственный при условии, что заданы все 

функции предложения (спроса) )( ii ub  в узлах сети. Таким образом, модель 

описывает ситуацию, когда цены в узлах устанавливаются согласно равно-

весию между спросом и предложением на рынке однородного ресурса с 

сетевым расположение узлов-источников и потребителей. При этом учи-

тываются транспортные издержки на передачу по дугам, увеличивающие 

цену, по которой поставщик готов поставлять ресурс потребителю.  

Рассмотренная модель может быть полезна, например, при расчете 

оптимальных потоков и равновесных цен в газотранспортной сети при ус-

ловии наличия известных функций спроса и предложения в узлах-

источниках и потребителях. 

§4.3. Нелинейная модель оценки возможностей ЕСГ или ЕСН в 

чрезвычайных ситуациях 

Состояние энергетической безопасности  характеризует  уровень за-

щищенности граждан, общества, государства, экономики от угроз дефици-

та в обеспечении их обоснованных потребностей в энергии экономически 

доступными энергетическими ресурсами приемлемого качества, от угроз 

бесперебойности питания. На эффективность функционирования и разви-

тия отраслевых систем газо- и нефтеснабжения в настоящее время серьез-

ное влияние оказывают факторы как технического (безотказность обору-

дования, техническая надежность, живучесть систем энергетики и т.п.), так 

и экономического (дефицит инвестиционных ресурсов,  финансовая деста-

билизация и др.) и социально-политического характера (национальные и 

региональные конфликты, забастовки и пр.) [106, 26, 105].  

Надежность систем энергетики является комплексным свойством, ха-

рактеризующим способность системы выполнять заданные функции в за-

данном объеме при определенных условиях функционирования. Одним из 



 103

свойств, составляющих понятие надежности отраслевых систем газо- и 

нефтеснабжения является живучесть – способность системы противостоять 

возмущениям, не допуская их каскадного развития с массовым нарушени-

ем питания потребителей [103, 104, 105, 106].  

Анализ надежности топливо- и энергоснабжения страны и живучести 

систем энергетики включает учет межотраслевых аспектов надежности то-

пливно-энергетического комплекса (ТЭК). В [106, 110] описывается двух-

уровневая схема исследований энергетической безопасности, которая на 

нижнем уровне иерархии использует модели, описывающие процессы 

внутри отдельных отраслевых систем энергетики, а на верхнем – модели 

территориально-производственной структуры ТЭК, учитывающие межот-

раслевые аспекты. Все отраслевые модели связаны между собою и с моде-

лями ТЭК балансовыми и технологическими соотношениями. 

Комплексная системная оценка энергетической безопасности [110] 

включает анализ последствий реализации возможных возмущений в сис-

темах энергетики и ТЭК (с учетом межотраслевых связей), выявление сла-

бых мест в системе топливо- и энергоснабжения потребителей. Также в 

рамках данных исследований производится оценка различных вариантов 

развития энергетики и экономики, выбор оптимальных стратегий с позиций 

энергетической безопасности и обоснование мероприятий по их реализации. 

В [25, 103, 106, 110] дано описание моделей, с математической точки 

зрения являющихся задачами линейного программирования, для поиска 

максимального потока минимальной стоимости в сети [122, 124]. Эти мо-

дели позволяют оценить производственные возможности ЕСГ или ЕСН по 

топливо- и энергоснабжению и рассчитать возможные дефициты в системе 

при разного рода возмущениях. Также в  [25, 106, 110] описываются моде-

ли (на основе задач линейного программирования), которые позволяют не 

только оценить производственные возможности ЕСГ или ЕСН, но и опре-

делить, а также с некоторых позиций проранжировать «узкие» места 
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транспортной подсистемы. Под узкими местами в данном случае понима-

ются транспортные связи, ограничивающие  возможности системы по 

удовлетворению потребителей требуемым количеством ресурса. Ранжиро-

вание необходимо для выбора наиболее эффективных способов «расшив-

ки» связей транспортной системы (т.е. увеличения их пропускной способ-

ности). «Расшивка» нужна для устранения существующих дефицитов по-

ставок и для повышения надежности поставок.  

Далее описывается нелинейная модель оценки возможностей ЕСГ или 

ЕСН в чрезвычайных ситуациях, которая позволяет рассчитать потокорас-

пределение и дефициты в системе, а также определить и проранжировать 

«узкие» места транспортной подсистемы. Модель рассматривает ситуа-

цию, когда передача ресурса по любой транспортной связи может осуще-

ствляться в двух режимах: в нормальном режиме и в режиме повышенной 

нагрузки. В использовании нелинейной функции издержек в режиме по-

вышенной нагрузки заключается основное отличие данной модели (и мо-

дели, описываемой в [92, 94]) от модели для определения и ранжирования 

«узких» мест, рассматриваемой  в [106, 110]. 

Описание модели 

Транспортная сеть задана направленным графом. Множество номеров 

узлов I  состоит из m элементов (источники, потребители или узлы раз-

ветвления),  множество J  содержит номера n дуг (транспортные связи). 

Матрица инциденций A  определяется так же как в §4.2. 

Если в i-м узле расположен потребитель, то задана его потребность 

0>ib  и требуется найти величину ib  удовлетворения потребности узла.  

Если в i-м узле расположен источник, то задана его максимальная произ-

водительность, равная || ib , где 0<ib . Требуется найти величину || ib  за-

груженности i-го источника. В узлах разветвления обмен ресурсом с 

внешней средой в узле отсутствует. Множества индексов узлов-
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потребителей, узлов-источников и узлов разветвления обозначим соответ-

ственно CI , SI  и TI . Эти множества составляют разбиение множества I . 

Обозначим nR∈x  вектор, содержащий объемы передачи по дугам се-

ти. Для каждой дуги Jj∈  заданы jx , jx~  и jx , где  jjj xxx <<≤ ~0 . Если 

jjj xxx ~<≤ , то дуга j  работает в нормальном режиме, а если jjj xxx ≤≤~  

– то в режиме повышенной нагрузки. Режим jj xx >  недопустим.  

Переменные издержки на передачу ресурса по дуге j  представлены в 

виде суммы линейной и  нелинейной функций от объема передачи:   

 )(~
jjjj xFxs + ,  (161) 

где  0>js  – коэффициент линейной составляющей издержек, а функция 

)(~
jj xF  задана кусочно: 

 
⎩
⎨
⎧

≥−

<≤
=

,~),~(
,~,0

)(~
jjjjj

jjj
jj xxxxF

xxx
xF  (162) 

где jF  – функция из множества Z , введенного в §2.1 второй главы. 

Модель представлена задачей минимизации выпуклой сепарабельной 

функции относительно вектора nR∈x  и переменных ib , CS IIi ∪∈ : 

 ( ) min)()(~
1

→−++ ∑∑
∈= CIi

iii

n

j
jjjj bbrxsxF  (163) 

 0][ =− ii bAx ,   CS IIi ∪∈ , (164) 

 0][ =iAx ,   TIi∈ , (165) 

 xxx ≤≤ , (166) 

 0≤≤ ii bb ,  SIi∈ , (167) 

 ii bb ≤≤0 ,  CIi∈ . (168) 

Целевая функция задачи (163)–(168)содержит суммарные издержки от 

передачи ресурса по всем дугам ∑
=

n

j
jj xs

1
, ущербы от возможного выхода из 
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строя оборудования ∑
=

n

j
jj xF

1
)(~ и суммарный штраф ∑

∈

−
CIi

iii bbr )( за неполное 

удовлетворение потребности. Здесь 0>ir , CIi∈  – коэффициент штрафа за 

неполное удовлетворение потребности в узле i . Условия (164), (165) опи-

сывают материальный баланс входящих и выходящих потоков во всех уз-

лах. Условия (166) задают ограничения на объемы передачи ресурса по 

каждой дуге. Условия (167), (168) накладывают ограничения на объемы 

поставок в узлах-источниках в сеть и в узлах-потребителях из сети.  

Поскольку целевая функция (163) не строго выпукла, решение задачи 

(163)–(168) может быть неединственным. 

Для всех Jj∈  обозначим jf  производную функции jF , а jf~  – произ-
водную функции jF~ .  Заметим, что для Jj∈  

 
⎩
⎨
⎧

≥−

<≤
=

.~),~(
,~,0

)(~
jjjjj

jjj
jj xxxxf

xxx
xf  (169) 

В статье [94] приводится постановка модели оценки возможностей 

ЕСГ или ЕСН в чрезвычайных ситуациях. Приводятся формулировка и ус-

ловия оптимальности Куна-Таккера для задачи оптимизации (163)–(168), в 

которой отсутствуют верхние ограничения x  на объем передачи. 

На основе условий оптимальности Куна-Таккера для формулируемой 

здесь задачи (163)–(168) можно рассчитать вектор mR∈u  множителей Ла-

гранжа ограничений (164), (165), вектор nR∈l  множителей Лагранжа ог-

раничений xx ≤  из (166) и вектор nR∈h  множителей Лагранжа ограниче-

ний xx ≤  из (166). 

Проверка выполнения с заданной точностью условий оптимальности 

Куна-Таккера для текущего приближения к решению исходной задачи оп-

тимизации и к множителям Лагранжа её ограничений может служить кри-

терием остановки в алгоритмах численного расчета по модели. 
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Экономическая интерпретация модели 

Интерпретация двойственных переменных, заданных векторами 
mR∈u  и nR∈l , nR∈h , в данной модели подобна интерпретации этих оце-

нок в нелинейной транспортной модели, обсуждаемой в §4.1.  

Вектор u  есть вектор (относительных) цен на ресурс в узлах сети. Ве-

личину jjjjj hlsxf +−+)(~  назовем тарифом на передачу ресурса по дуге j. 

Этот термин отражает тот факт, что в плату пользователей за ресурс будет 

включена составляющая, покрывающая транспортные издержки. В нор-

мальном режиме на дуге j  тариф на передачу фиксирован (равен js ). В 

режиме повышенной нагрузки составляющая тарифа равная )~( jjj xxf −  

растет с приближением объема передачи к максимально допустимому. 

Можно сказать, что с ростом тарифа растет напряженность дуги. Увели-

ченная нагрузка (напряженность) в данном режиме увеличивает вероят-

ность возникновения экстремальной ситуации (поломка оборудования, 

разрыв связи). То есть, тариф есть индикатор напряженности дуги. 

Слагаемые тарифа jl  и jh  нулевые в нормальном режиме и могут 

быть положительны только, когда достигнуто ограничение сверху или сни-

зу на поток по дуге j . В модели величина jx  обычно принимается равной 

нулю, однако может быть положительной. Последнее отражает возможную 

необходимость поддерживать в отраслевой системе ТЭК некоторый мини-

мально допустимый  уровень передачи по дуге для того, чтобы система ос-

тавалась в рабочем режиме.  

Для более точной интерпретации iu  как цены (когда 0<< ii bb  или 

ii bb <<0 ), необходимо вводить фиктивный узел, соединенный фиктивными 

дугами с узлами-источниками и фиктивный узел, соединенный с узлами-пот-

ребителями. Издержки на фиктивных дугах для узлов-потребителей должны 

быть равны функциям штрафов за недопоставку из целевой функции.  
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Практические расчеты с использованием программной реализации 

алгоритма внутренних точек  

На языке программирования С++ автором был реализован алгоритм 

внутренних точек решения исходной задачи оптимизации для нелинейной 

модели оценки возможностей ЕСГ или ЕСН по снабжению потребителей 

ресурсом в экстремальных ситуациях. Данная реализация алгоритма со-

вместно с к.т.н. Еделевым А.В. (лаб. №33 ИСЭМ СО РАН) был внедрен в 

программный комплекс «Нефть и газ России» (отдел «Живучести и безо-

пасности систем энергетики» ИСЭМ СО РАН). В программном комплексе 

были проведены расчеты с использованием двух алгоритмов: внедренного 

алгоритма для нелинейной модели и существовавшего в программный 

комплекс реализации алгоритма для линейной модели оценки возможно-

стей ЕСГ или ЕСН.  

Таблица 15. Результаты расчетов по нелинейной модели для ЕСГ 

Федеральный 
округ 

Потребность, 
млн. куб  
м./сут. 

Поставка, 
млн. куб. 
м/сут 

Дефицит, 
млн. куб. 
м/сут 

Удовл.,
% 

Северо-западный ФО    214.69         196.15        18.54        91.37  
Центральный ФО        543.52         543.52         0.00       100.00 
Приволжский ФО        568.30         568.30         0.00       100.00 

Южный ФО              130.15         130.15         0.00       100.00 
Уральский ФО          633.53         621.55        11.99        98.11  
Сибирский ФО           65.81          65.41         0.40        99.39  

Дальневосточный ФО     10.92          10.92         0.00       100.00 
Сев-Кавказский ФО      91.20          91.20         0.00       100.00 
Дал.Зарубежье         434.83         410.25        24.58        94.35  

Бл.Зарубежье(запад)   194.42         194.42         0.00       100.00 
Бл.Зарубежье(Кавказ)    7.67           7.67         0.00        100.00 
Бл.Зарубежье(СрАзия)    2.23           2.23          0.00       100.00 

АТР                    12.33          12.33         0.00       100.00 

Исходные данные по газотранспортной подсети единой системы газо-

снабжения России за 2009 г. были взяты из ПК «Нефть и газ России». В ча-

стности, производился расчет по подсети размером 344 узла и 636 ветвей.  

В таблицах 15 и 16 приведены агрегированные по федеральным округам ре-
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зультаты расчетов. Приводятся данные по потребности в газе, объемы поста-

вок, дефициты и уровень удовлетворенности федеральных округов. 

Таблица 16. Результаты расчетов по линейной модели для ЕСГ 

Федеральный 
округ 

Потребность,
млн. куб  
м./сут. 

Поставка,
млн. куб. 
м/сут 

Дефицит, 
млн. куб. 
м/сут 

Удовл., 
% 

Северо-западный ФО   214.69        189.72      24.97      88.37  
Центральный ФО       543.52        543.52       0.00      100.00  
Приволжский ФО      568.30        568.30      0.00      100.00  

Южный ФО           130.15        130.15      0.00      100.00  
Уральский ФО         633.53        628.06       5.47       99.14  
Сибирский ФО          65.81          65.41        0.40       99.39  

Дальневосточный ФО    10.92          10.92       0.00      100.00  
Сев-Кавказский ФО      91.20          91.20        0.00      100.00  
Дал.Зарубежье         434.83        410.25      24.58    94.35  

Бл.Зарубежье(запад)   194.42       194.42       0.00      100.00  
Бл.Зарубежье(Кавказ)    7.67           7.67      0.00       100.00  
Бл.Зарубежье(СрАзия)    2.23           2.23        0.00      100.00  

АТР                   12.33          12.33        0.00      100.00  

Расчеты показывают, что потокораспределение для нелинейной моде-

ли отличается от потокораспределения для линейной модели. Так в Севе-

ро-западном ФО дефицит в нелинейной модели уменьшился, а в Ураль-

ском ФО дефицит увеличился по сравнению с линейной моделью. При 

этом поток из Уральского ФО в Северо-западный ФО увеличился. Это свя-

зано с тем, что в линейной модели целевая функция убывает по jx  при 

jj xx ~<  и возрастает по jx  при jj xx ~> , где jx  – поток из Уральского ФО в 

Северо-западный ФО. Минимум линейной модели находится в x~ j. В нели-

нейной модели целевая функция убывает по jx  при jj xx ~< , а при jj xx ~>  

сначала убывает, а затем возрастает по xj (подобно тому, как это происхо-

дит с функцией x2–x, при 0>x ). Поэтому минимум нелинейной модели 

находится правее jx~ . Таким образом, удовлетворенность Северо-западного 

ФО возросла на 3% (с 88,37% до 91,37%) в нелинейной модели, а удовле-

творенность Уральского ФО уменьшилась на 1% (с 99.14% до  98.11%).  
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В нелинейной модели по сравнению с линейной объемы поставок газа 

более равномерно распределились по узлам, дефициты поставок газа в от-

дельных узлах стали ближе к своему среднему значению, максимальный 

дефицит уменьшился. 

Ранжирование узких мест 

В программном комплексе «Нефть и газ России» используется клас-

сификация «узких» мест,   включающая два вида дуг относящихся к узким 

местам: 1) дуги с отсутствием резерва по пропускной способности в нор-

мальном режиме (случай, когда jj xx ~= ); 2) дуги в режиме повышенной на-

грузки (случай, когда  jjj xxx ≤<~ ). Ранжирование «узких» мест проводит-

ся с учетом величины x~ j – xj, характеризующей объем передачи при повы-

шенной нагрузке. 

Приоритет «узких» мест зависит от влияния, которое оказывает рас-

шивка данного узкого места на величину суммарных издержек в системе, 

т.е. на целевую функцию (163). Поэтому можно рекомендовать при ранжи-

ровании  учитывать  значение функции F~ j(xj), отражающей ущербы, кото-

рые могут возникнуть от выхода из строя оборудования в режиме повышен-

ной нагрузки. Дуги c большими значениями функции F~ j(xj) должны иметь 

больший приоритет при «расшивке» узких мест (т.е. при увеличении их 

пропускной способности). 

Двойственные оценки дают дополнительную информацию о модели, 

полезную при ранжировании «узких» мест. Например, чем выше двойст-

венная оценка 0>jh  для дуги  j , тем больше издержки на передачу по 

альтернативному маршруту. Чем больше hj, тем к большему уменьшению 

целевой функции (163) приведет увеличение пропускной способности x j  

на дуге j. Поэтому приоритет дуги j при ранжировании «узких» мест дол-

жен быть тем выше, чем выше величина двойственной оценки jh .  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
  

Сформулируем основные результаты, полученные в диссертацион-

ной работе. 

1. Теория симметричной двойственности распространена на новый 

класс задач оптимизации с выпуклой сепарабельной целевой функцией и 

линейными ограничениями, в т.ч. двусторонними неравенствами. Доказаны 

теоремы об эквивалентности сформулированных взаимно двойственных за-

дач оптимизации, о существовании и единственности их решения. Сформу-

лированы условия оптимальности в виде системы нелинейных уравнений и 

неравенств с использованием вместо билинейных условий дополняющей 

нежесткости равенств нулю кусочно-линейной функции-срезки.  

2. С использованием теории симметричной двойственности изучены 

свойства и дана интерпретация нелинейных моделей потокораспределения.  

Распространение теории симметричной двойственности на класс задач 

оптимизации с ограничениями-неравенствами позволяет описывать с их 

помощью гидравлические системы с автоматическими регуляторами расхо-

да. Для модели такой системы с учетом свойств разреженности матрицы 

инциденций выполнена программная реализация двойственного алгоритма 

внутренних точек, дающая выигрыш в скорости счета по сравнению с неко-

торыми коммерческими решателями.  

Предложена новая нелинейная модель для оценки возможностей ЕСГ 

или ЕСН по снабжению потребителей в чрезвычайных ситуациях. Эта мо-

дель позволяет более реалистично (по сравнению с линейными моделями) 

описывать функционирование таких систем в режиме повышенной нагруз-

ки на дугах. Двойственные оценки  дают дополнительную информацию о 

потокораспределении. Описаны способы использования этой информации 

при ранжировании «узких» мест в системе.  
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Проведено сравнение двух постановок нелинейной транспортной мо-

дели оптимизации перевозок: с тарифами по предельным издержкам и по 

средним издержкам (без учета постоянных издержек). В случае тарифов по 

средним издержкам потоки распределяются не оптимально (т.е. не соот-

ветствуют минимуму суммарных издержек транспортной компании), зато 

выручка перевозчика равна транспортным издержкам. В случае тарифов по 

предельным  издержкам потоки распределяются оптимально, но выручка, 

получаемая перевозчиком, больше, чем транспортные издержки. 

Показано, что модель с переменным спросом и предложением товаров 

в узлах описывает равновесие между спросом и предложением на рынке 

однородного продукта с сетевым  расположением пунктов источников и 

потребителей при условии минимизации транспортных издержек.  

3. Для решения задач потокораспределения разработано программное 

обеспечение, реализующее прямой и двойственный алгоритмы внутренних 

точек. Реализовано несколько вариантов прямого и двойственного алго-

ритма с разными способами задания весовых коэффициентов. С учетом 

свойств разреженности матрицы инциденций для задач потокораспределе-

ния получены эффективные конкурентноспособные программные реализа-

ции алгоритмов внутренних точек. 

Программный модуль, реализующий прямой алгоритм внутренних 

точек для модели оценки возможностей ЕСГ или ЕСН в чрезвычайных си-

туациях был внедрен (совместно с к.т.н. Еделевым А.В.) в программный 

комплекс «Нефть и газ России» (разработанный под руководством д.т.н. 

С.М. Сендерова в отделе «Живучести и безопасности систем энергетики» 

ИСЭМ СО РАН) и апробирован на подсети ЕСГ (344 узла и 636 дуг) с ис-

ходными данными за 2009 г. из базы данных этого комплекса.  Проведен-

ные расчеты показали, что предложенная нелинейная модель оценки воз-

можностей ЕСГ или ЕСН позволяет более равномерно распределить дефи-

циты по узлам, чем существующая линейная модель. Внедрение этой мо-



 113

дели расширяет возможности моделирования и анализа живучести систем 

ЕСГ и ЕСН. 

Разработан программный модуль, реализующий графический интер-

фейс для создания и редактирования исходных данных задач потокорас-

пределения. Эта среда позволяет, кроме случайного формирования векто-

ров исходных данных, сформировать матрицу инциденций графа сети при 

помощи визуальных инструментов.  

Разработаны варианты реализации прямого и двойственного алгорит-

ма внутренних точек для расчетов задач о проекции точки на политоп. 

4. Проведёны экспериментальные исследования вариантов прямых и 

двойственных алгоритмов внутренних точек на задачах потокораспределения. 

Выявлены наиболее эффективные способы выбора весовых коэффициентов. 

В результате экспериментальных исследований на задачах потокораспреде-

ления показано, что при использовании в алгоритмах внутренних точек дан-

ного класса линейных весовых коэффициентов, учитывающих множители 

Лагранжа, вместо традиционных квадратичных весовых коэффициентов чис-

ло итераций уменьшается в среднем в два раза. При использовании двойст-

венного алгоритма вместо исходного число итераций уменьшается в среднем 

в полтора раза (для обоих видов весовых коэффициентов).  

В численных экспериментах показано, что число итераций и время счета 

для алгоритма с квадратичными весовыми коэффициентами находятся в по-

линомиальной зависимости от размера задачи. Экспериментально подтвер-

ждено, что при использовании двойственного алгоритма норма отклонения 

приближенного решения от точного по переменным исходной задачи схо-

дится по итерациям к нулю быстрее, чем при использовании прямого алго-

ритма. Для двойственного алгоритма указанная норма быстрее сходится по 

исходным переменным. 

5. Проведены экспериментальные расчеты на задачах проекции точки 

на политоп с использованием нескольких вариантов реализации алгорит-
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мов внутренних точек. Выявлены следующие свойства. При использова-

нии линейных весовых коэффициентов, деленных на множители Лагранжа, 

приближенное решение с заданной точностью находится за меньшее число 

итераций, чем при использовании квадратичных весовых коэффициентов 

(на решенных примерах в среднем более чем в 2 раза для прямого и более 

чем в 1,8 раза для двойственного алгоритма). 

Двойственный алгоритм приводит к приближенному решению за 

меньшее число итераций, чем прямой (на решенных примерах для квадра-

тичных коэффициентов двойственный алгоритм быстрее в среднем в 2,3 

раза; для линейных весовых коэффициентов быстрее в среднем в 3,9 раза).  

 

 

Направления дальнейших исследований 

Можно выделить следующие направления дальнейших исследований: 

1. Исследование моделей с невыпуклой  функцией транспортных из-

держек. Этот случай позволяет описать многие постановки практических 

задач, поскольку в транспортных системах может присутствовать эффект 

«экономии от масштаба», когда средние издержки убывают с ростом объ-

ема передачи. Эффект прекращается при загруженности транспортных ли-

ний. Невыпуклость целевой функции усложняет исследование [115, 179]. 

2. Исследование задач транспортного равновесия, в которых все води-

тели автомашин, перевозящие груз от источника к потребителю, выбирают 

пути, вдоль которых их индивидуальные затраты на перевозку груза ми-

нимальны. При решении таких задач могут использоваться методы теории  

вариационных неравенств [126, 149, 158, 161, 172, 178, 181, 186]. 

3. Актуальным направлением является исследование моделей потоко-

распределения, учитывающих потери ресурса при передаче, поскольку в 

реальных транспортных системах происходят потери ресурса при переда-
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че: в электрических цепях происходят потери мощности, в газораспреде-

лительных сетях до 7% газа тратится на транспортировку, при железнодо-

рожных перевозках выветривается до 8% угля.  

4. Интересной темой для исследований является симметричная двой-

ственность на классе задач оптимизации с выпуклой целевой функцией без 

требований строгой выпуклости и дифференцируемости. 

5. Требуется провести теоретическое обоснование рассмотренных в 

диссертации вариантов алгоритмов внутренних точек.  
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