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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

.
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ èëè íîâîå îáîçíà÷åíèå
> � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ

n,m � öåëî÷èñëåííûé èíòåðâàë îò n äî m

Rn � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî

Rn×m � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ n×m-ìàòðèö
R[s] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò s ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Rn×m[s] � ìíîæåñòâî ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò s ñ

êîýôôèöèåíòàìè èç Rn×m

I; Ir � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà

r × r
(A,B)

.
=
(
A B

)
� ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ ãîðèçîíòàëüíî èç êëåòîê A,

B ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê

(A;B)
.
=

(
A

B

)
� ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî èç êëåòîê A, B

ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòîëáöîâ

‖Aij‖ij � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ (êëåòîê) Aij

‖Bi‖i � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ (êëåòîê)

Bi

‖Cj‖j � âåêòîð-ñòðîêà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ (êëåòîê)

Cj

A⊗B � êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

rankA � ðàíã ÷èñëîâîé ìàòðèöû A

rankA(s) � ðàíã ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû A(s) (÷èñëî

òîæäåñòâåííî ïî s íåíóëåâûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ

êàíîíè÷åñêîé ôîðìû)

N (A) � ïðàâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâîé ìàòðèöû A

R (A) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A

L (A) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòðîê ìàòðèöû A

A � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé äîïîëíÿþò ñèñòåìó

ñòîëáöîâ A äî ïîëíîé ñèñòåìû, ò. å. N
(
A,A

)
= 0
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A⊥ � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ

ïîäïðîñòðàíñòâà N (A), ò. å. R (A⊥) = N (A) è

N (A⊥) = 0

span {a1, . . . , am} � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {a1, . . . , am}
KerA, ImA � ÿäðî, îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A
M◦ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

(÷èñëîâûõ ñòðîê), àííóëèðóþùèõ ìíîæåñòâî

âåêòîðîâM (îáîçíà÷åíèå 6.1.2)

u � ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

SmA(s) � äâóñòîðîííÿÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ìíîãî÷ëåííîé

ìàòðèöû A(s) (íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ñìèòà)

CLA(s) � ëåâîñòîðîííÿÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ìíîãî÷ëåííîé

ìàòðèöû A(s)

∼
LR

� ðàâíîñèëüíîñòü íà ìíîæåñòâå ëåâûõ è ïðàâûõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (äëÿ ìíîãî÷ëåííûõ è

÷èñëîâûõ ìàòðèö)

P ⊂ R1×n[s], P1×n � ìîäóëü ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê èç R1×n[s] (ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíûå ìíîãî÷ëåíû)

baseP � áàçèñ ìîäóëÿ P
P (A(s)) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòðîê ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû

A(s) íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ (ìîäóëü)

deg a(s), a(s) ∈ R1×n[s] � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåííîé ñòðîêè

a(s)
.
= (a1(s), . . . , an(s)): deg a(s)

.
= maxi deg ai(s)

degA, A ⊂ R1×n[s] � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñòåïåíè ñòðîêè íà çàäàííîì

ìíîæåñòâå A ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê

[P ]N ⊂ P � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê a(s) ∈ P òàêèõ, ÷òî

deg a(s) < N

A ∨B � äèçúþíêòèâíàÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî ìàòðèöàì

A è B ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè ñòîëáöîâ

(îïðåäåëåíèå 6.1.1, îáîçíà÷åíèå 6.1.1)

M ξ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

ML
1 ξi

.
= L−1

∑L
i=1 ξi � ñðåäíåå çíà÷åíèå

supp P � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ P, ò. å. îáúåäèíåíèå âñåõ

ìíîæåñòâ íåíóëåâîé ìåðû

N(0, D) � ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (âåêòîðîâ) ñ

íîðìàëüíûì (ìíîãîìåðíûì) ðàñïðåäåëåíèåì ñ

íóëåâûì ñðåäíèì è (ìàòðè÷íîé) äèñïåðñèåé D
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M2(0, D) � ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ

ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé

ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ D

M2,σ(0, D) � ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ

ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì, êîíå÷íîé

ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ D è îãðàíè÷åííûì

íîñèòåëåì äèàìåòðà íå áîëüøå σ

M4(0, σ2, 0, ω4) � ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç R, èìåþùèõ
ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûìè 1-ì è 3-ì ìîìåíòàìè è

êîíå÷íûìè âòîðûì σ2 è ÷åòâåðòûì ω4 ìîìåíòàìè

U(0, Br), U
n(0, Br) � ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç Rn, èìåþùèõ

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà øàðå Br ⊂ Rn

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå

� êîíåö äîêàçàòåëüñòâà

8



Ââåäåíèå

Ñàìûé äåÿòåëüíûé óì îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì

äëÿ òîãî, ÷òîáû èçúÿñíèòü, êàê ñëåäóåò,

ñàìîìàëåéøóþ ÷àñòü ìèðà

(Ñâò. Âàñèëèé Âåëèêèé (IV â.)
∗))

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñòàöèîíàð-

íûõ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè íà êî-

íå÷íûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ. Ýòî ñèñòåìû ñ òðàåêòîðèÿìè (ïðîöåññàìè)

z ∈ Rr+m × . . .× Rr+m︸ ︷︷ ︸
N

.
= R(r+m)N .

= Rl

êîíå÷íîé äëèíû N > p + 1 , p > 0 , ãäå Rr ( r > 1 ) è Rm (m > 0 ) � ïðîñòðàíñòâà

ñîîòâåòñòâåííî �âûõîäíûõ� è �âõîäíûõ� (íåçàâèñèìûõ) ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ïî-

âåäåíèå ñèñòåìû. Ðåøåíèåì çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé èñõîäÿ

èç ïðåäúÿâëåííîãî ìíîæåñòâà íàáëþäåíèé ïðîöåññîâ ñ âîçìóùåíèÿìè ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.

Çàäà÷à äå Ïðîíè. Ïîÿâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñåðäöåâè-

íó òîãî, ÷òî íàçûâàþò òåîðèåé èäåíòèôèêàöèè, ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü ñ 1795 ã. ñ ðàáîò

ôðàíöóçñêîãî ãðàôà Ãàñïàðà Ðèøå äå Ïðîíè [125, 140, 230, 242]. Îí èññëåäîâàë çàäà÷ó

âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ α , ω , A , φ ñèíóñîèä è ýêñïîíåíò

y =


y[1]
...

y[N ]

 , y[k] = A exp(αk) sin(ωk + φ), (0.0.1)

ïî èçìåðåíèÿì y . Ðàññìàòðèâàÿ ýòó çàäà÷ó, èçëîæèì îñíîâíûå èäåè è ïîíÿòèÿ, êîòîðûå

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè.

Íåìíîãî óïðîùàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìåòîä ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííûé Ã. äåÏðîíè,

ñîñòîÿë â ñëåäóþùåì [164, 231]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ α , ω íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû γ0 ,

∗)Беседа 1-я на Шестоднев.
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γ1 ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

y[k + 2] = γ1y[k + 1] + γ0y[k] (0.0.2)

êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
y[k + 1] y[k]

y[k + 2] y[k + 1]

)(
γ1

γ0

)
=

(
y[k + 2]

y[k + 3]

)
. (0.0.3)

Çàòåì ïî (γ0, γ1) âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû (g0, g1) óðàâíåíèÿ

(
∆2 + g1∆ + g0

)
y[k] = 0,

ãäå ∆
.
= 1

h
(s− 1) � ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, sy[k]

.
= y[k+ 1]

� îïåðàòîð ñäâèãà. Ïàðàìåòðû (α, ω) âû÷èñëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

λ2 + g1λ+ g0 = (λ− α− iω) (λ− α + iω) = (λ− α)2 + ω2.

Ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (y[1], y[2]) íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû A1 , A2 ëèíåéíîãî ðàç-

ëîæåíèÿ âåêòîðà y ïî áàçîâûì ôóíêöèÿì:(
eα sin(ω) eα cos(ω)

e2α sin(2ω) e2α cos(2ω)

)(
A1

A2

)
=

(
y[1]

y[2]

)
, (0.0.4)

y[k] = A1e
αk sin(ωk) + A1e

αk cos(ωk), k > 3,

è íàõîäÿòñÿ ïàðàìåòðû (A, φ) èñêîìîãî ðåøåíèÿ (0.0.1).

Çàäà÷àì òèïà äå Ïðîíè óäåëÿëè âíèìàíèå ìíîãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè. ¾Â 1941 ã.

... Ë.Øâàðö íàïèñàë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ïî ïðèáëèæåíèþ íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè íà îñè ñóììàìè ýêñïîíåíò¿ [61, ñ.19]. Ìîæíî íàçâàòü èìåíà Äæ. ôîí Íåéìàíà [215],

Ð. Áåëëìàíà [138], Ê.Ëàíöîøà [184, IV.23], À.Õàóñõîëäåðà [166].

Èäåÿ Ã. äåÏðîíè � ïåðåéòè îò óðàâíåíèé (0.0.1) ê óðàâíåíèÿì (0.0.2) â ñîïðÿæåííîì

ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ � áûëà ðåâîëþöèîííîé, ïîñêîëüêó íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îò-

íîñèòåëüíî λ , ω ñâîäèëàñü ê ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ γi , gi . Íî íàëè-

÷èå âîçìîæíûõ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ y[k] Ã. äåÏðîíè íå ó÷èòûâàë. Çäåñü ïîíàäîáèëñÿ

ãåíèé Ê. Ãàóññà.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ Ãàóññà (ëèíåéíûé ÌÍÊ). Â 1795 ãîäó

Ê. Ãàóññ ïðåäëîæèë ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) [24]. Ïðèíöèï Ãàóññà ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ ó÷åòà îøèáîê â èçìåðåíèÿõ íóæíî çàìåíèòü èçìåðåíèÿ ãèïî-

òåòè÷åñêèìè ìîäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè è ïðîâîäèòü ìèíèìèçàöèþ êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé

ôóíêöèè ðàññîãëàñîâàíèÿ ìîäåëüíûõ çíà÷åíèé ñ èçìåðåíèÿìè. Ýòî ïðèíöèï ïîëó÷èë

â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ øèðî÷àéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå, íî ïîíàäîáèëîñü ïî÷òè äâåñòè
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ëåò, ÷òîáû áûëè ñîçäàíû íåëèíåéíûå âàðèàíòû ÌÍÊ, êîòîðûå ïîçâîëÿëè ïîëó÷èòü

âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ òèïà äå Ïðîíè ñ ó÷åòîì îøèáîê â èçìåðåíèÿõ. Ýòî ðà-

áîòû Ì.Ëåâèíà (1964) [188], Ì.Àîêè (1970, 1971) [134,135], À.Î.Åãîðøèíà (1971, 1988)

[40,42], Ì.Îñáîðíà (1970, 1991) [218,220], Á.ÄåÌóðà (1993) [214], Á. Ðîîðäû, Õ.Õåéäæà

(1995) [235,236] è äð. Îêàçàëîñü, ÷òî çàäà÷è, ïîäîáíûå çàäà÷àì Ã. äåÏðîíè, âìåñòå ñ èõ

åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè âîçíèêàëè âñþäó, ãäå íóæíî áûëî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ � íà÷è-

íàÿ îò ïðèêëàäíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè [17,114,125,146] è àíà-

ëèçîì ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ [117] è çàêàí÷èâàÿ ìîäåëèðîâàíèåì òîí÷àéøèõ ãåííûõ ñè-

ñòåì
∗) ðåãóëèðîâàíèÿ íàñëåäñòâåííîñòè â æèâûõ îðãàíèçìàõ (Å.Êðàìïèí (2006) [148]).

Êàê íåðåäêî áûâàåò íà ïåðåäíåì êðàå ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè, ýâðèñòè÷åñêèå âû-

÷èñëèòåëüíûå ðåøåíèÿ îïåðåæàëè ðàçâèòèå òåîðèè. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ

âîïðîñû òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ÌÍÊ â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ íà-

áëþäàåìûõ ïðîöåññîâ ðàçíîñòíûìè (äèôôåðåíöèàëüíûìè) óðàâíåíèÿìè, ò. å. â çàäà÷àõ

òèïà äå Ïðîíè. Òåðìèí �âàðèàöèîííûå îöåíêè� äëÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé îòíîñèòñÿ ê

øèðîêîìó êëàññó íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

×òîáû ïîäîéòè ê ôîðìóëèðîâàíèþ öåëåé è çàäà÷ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ,

êðàòêî îáîçíà÷èì îñíîâíûå âåõè ðàçâèòèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êàê îíè âè-

äÿòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà äå Ïðîíè
∗∗).

Ïðèíöèï ÌÍÊ, ïðåäëîæåííûé Ê. Ãàóññîì (ñåé÷àñ åãî íàçûâàþò �ëèíåéíûì ÌÍÊ�),

îïèðàëñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå îá îøèáêàõ â íåâÿçêå óðàâíåíèÿ. Ýòè îøèáêè íàçûâàþò

òàêæå îøèáêàìè óðàâíåíèÿ, èëè îøèáêàìè îáúåêòà. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà óðàâíå-

íèå y = θx , â êîòîðîì âåêòîðíûå ïåðåìåííûå x, y ∈ Rn ñâÿçàíû ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì

θ . Ïóñòü x̌, y̌ � èçìåðåíèÿ, èñõîäÿ èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü θ . Ñîãëàñíî ìåòî-

äó Ãàóññà, ïàðàìåòð θ íàõîäèòñÿ èç ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé y̌ − θx̌ = e

ìèíèìèçàöèåé êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè:

θ̂ = arg min
θ∈R
‖y̌ − θx̌‖2. (0.0.5)

Íåçàâèñèìî îò Ê. Ãàóññà è ïî÷òè â òî æå âðåìÿ (1799) äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷

Ï.-Ñ. Ëàïëàñ èñïîëüçîâàë ìåòîä ìèíèìèçàöèè ñóììû ìîäóëåé îøèáîê íåâÿçêè [140].

Â 1801 ã. Ê. Ãàóññ óñïåøíî ïðèìåíèë ÌÍÊ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îðáèòû àñòåðîèäà Öåðåðû

ïî ñîâîêóïíîñòè àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñ ïîãðåøíîñòÿìè. Â 1805 ã. Ï.Ëåæàíäð

íåçàâèñèìî îò Ãàóññà îïóáëèêîâàë ôîðìóëû ÌÍÊ, êîòîðûå ñåé÷àñ ìû çàïèñûâàåì â

êîìïàêòíîì âèäå

θ̂ =
(
x̌>x̌

)−1
x̌>y̌. (0.0.6)

(Çàìåòèì, ÷òî òðàäèöèÿ çàïèñûâàòü ôîðìóëû ÌÍÊ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è

∗)Термин ”генные сети” [56] мы не употребляем, считая его неудачной калькой с английского gene
networks (генные системы).
∗∗)Эта точка зрения, безусловно, не является всеобъемлющей, поэтому наш обзор не может претен-

довать на полноту.
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âûäåëÿòü â íèõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âîñõîäèò ê À.Í.Êîëìîãîðîâó (1946) [55]; â òîé

æå ñòàòüå À.Í.Êîëìîãîðîâà ìîæíî ïðî÷èòàòü, êàê èçëàãàë ñâîé ìåòîä Ê. Ãàóññ).

Â 1809 ã. Ê. Ãàóññ äîêàçàë îïòèìàëüíîñòü îöåíîê ÌÍÊ, ñ÷èòàÿ îøèáêè ñëó÷àéíûìè

ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè. Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòà-

öèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèíàäëåæèò À.À.Ìàðêîâó (1900) [90]. Ñåé÷àñ òåîðåìà Ãàóññà�

Ìàðêîâà øèðîêî èçâåñòíà, â ÷àñòíîñòè, îíà âõîäèò ïðàêòè÷åñêè âî âñå êóðñû ýêîíî-

ìåòðèè
∗).

Àääèòèâíûå îøèáêè â íàáëþäåíèÿõ. Íîâûé øàã â ïîíèìàíèè ïðèíöèïà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ áûë ñâÿçàí ñ èìåíàìè ñòàòèñòèêîâ Ð.Ýäêîêà (1877, 1878) [129,130],

Ê.Êóììåëÿ (1879) [181] è Ê.Ïèðñîíà (1901) [224]. Ð. Ýäêîê âïåðâûå ïðåäëîæèë ñïîñîá

âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà (â íàøåì ïðèìåðå θ ) â ñëó÷àå, êîãäà îøèáêà ñîäåðæèòñÿ íå â

íåâÿçêå óðàâíåíèÿ, à â îáåèõ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ:

y̌ = y + ηy, x̌ = x+ ηx. (0.0.7)

Êàê áûëî ïîêàçàíî Ð.Ýäêîêîì, åñëè îøèáêè ηx,y ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ηx,y ∈
N(0, σ2

x,yI) , σx = σy , òî ïðèíöèï íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðèâîäèò ê öåëåâîé ôóíê-

öèè

θ̂ = arg min
θ∈R

min
( y x )( 1

−θ )=0

(
‖y̌ − y‖2 + ‖x̌− x‖2

)
. (0.0.8)

Ê.Êóììåëü [181] îáîáùèë ðåçóëüòàò Ð.Ýäêîêà íà ñëó÷àé èçâåñòíîãî íå ðàâíîãî åäèíèöå

îòíîøåíèÿ σx/σy . Ê.Ïèðñîí [224] âïåðâûå ðàññìîòðåë ñëó÷àé áîëåå ÷åì äâóõ ïåðåìåí-

íûõ:

v̌i = vi + ηi, i ∈ 1, p,

θ̂ = arg min
θ∈Rp−1

min
( v1 ... vp )( 1

−θ )=0

(
‖v̌1 − v1‖2 + . . .+ ‖v̌p − vp‖2

)
. (0.0.9)

Çäåñü vi
.
=

(
vi[1]

...
vi[N ]

)
∈ RN � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç N íàáëþäåíèé i -é ïåðåìåííîé.

Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (0.0.9) äîñòèãàåòñÿ íà ìèíèìàëüíîì ñîáñòâåííîì âåê-

òîðå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû V >V , ñîñòàâëåííîé èç íàáëþäåíèé (ñì. ðàçäåë (3.7.3)):

θ̂ : V >V

(
1

−θ̂

)
= λmin ·

(
1

−θ̂

)
, V

.
=
(
v̌1 . . . v̌p

)
∈ RN×p. (0.0.10)

Àëãîðèòìû ïîèñêà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû øèðîêî èçâåñòíû (ñì.

ðàçäåë 3.7.3) è èìåþò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà
(
λmin

λ2

)n
, ãäå λ2 � áëèæàéøåå ïî

ìîäóëþ ê λmin ñîáñòâåííîå ÷èñëî [34, ãë.XII, ï.11].

Ìåòîä Ïèðñîíà ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å äå Ïðîíè âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöè-

∗)http://yandex.ru/yandsearch?text=Теорема+Гаусса+Маркова.
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åíòîâ (γ0, γ1) óðàâíåíèÿ (0.0.2) ïî èçìåðåíèÿì y̌ = y+ η . Äëÿ ýòîãî íóæíî îáîçíà÷èòü

v1[k]
.
= y[k + 2], v2[k]

.
= y[k + 1], v3[k]

.
= y[k],

k ∈ 1, N,

è èñêàòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ
.
= ( γ1

γ0 ) , ìèíèìèçèðóÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ (0.0.9).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, â êàêîì ñìûñëå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (0.0.9) è åå ÷àñò-

íûé ñëó÷àé (0.0.8) ëó÷øå, ÷åì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÌÍÊ (0.0.5). Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ

ïðèíÿòî îñíîâûâàòü íà ñòàòèñòè÷åñêîì ïîíÿòèè ñîñòîÿòåëüíîñòè. Íåñòðîãî ãîâîðÿ, ñî-

ñòîÿòåëüíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà N íàáëþ-

äåíèé â ìîäåëüíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ
∗) îöåíêè θ̂ , ïîëó÷àåìûå ïî ýòîé öåëåâîé

ôóíêöèè, äîëæíû ïðèáëèæàòüñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé â íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ (0.0.7) îöåíêè

ÌÍÊ (0.0.5) íå ñîñòîÿòåëüíû (ñì., íàïðèìåð, [165, 196]), à îöåíêè Ýäêîêà�Êóììåëÿ�

Ïèðñîíà (0.0.8) ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè îáëàäàþò (ðàçäåë 3.4).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ γi ïî ìåòîäó Ïèðñîíà

â çàäà÷å äå Ïðîíè íå ó÷èòûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå óñëîâèå

v1[k] = v2[k + 1] = v3[k + 2], (0.0.11)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû vi =

(
vi[1]

...
vi[N ]

)
â öåëåâîé ôóíêöèè (0.0.9) ÿâëÿþòñÿ ýêñïî-

íåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè vi
.
= y =

(
y[1]

...
y[N ]

)
âèäà (0.0.1). Âñëåäñòâèå ýòîãî îöåíêè γi ïî

ìåòîäó Ïèðñîíà íå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè. Ýòîò ôàêò èíòóèòèâíî ïîíÿòåí è îòìå÷àëñÿ

åùå Ì.Àîêè [134, 135]; ñòðîãîå åãî îáîñíîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íîâûõ ðåçóëüòàòîâ

äèññåðòàöèè (òåîðåìû 3.5.1, 3.5.2 ãëàâû 3).

ÌÍÊ â çàäà÷å äå Ïðîíè. Ïðè èçâåñòíûõ (γ0, γ1) äëÿ ïîèñêà y[k] â îðèãè-

íàëüíîì ìåòîäå äå Ïðîíè èñïîëüçîâàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé (0.0.4), â êîòîðóþ íàïðÿ-

ìóþ ïîäñòàâëÿëèñü èçìåðåíèÿ y̌ . Â òàêîì ïåðâîíà÷àëüíîì âèäå àëãîðèòì äå Ïðîíè

íåóñòîé÷èâ ê îøèáêàì íàáëþäåíèé [167]. Ñîñòîÿòåëüíîå âû÷èñëåíèå y[k] ïðè èçâåñò-

íûõ (γ0, γ1) îñóùåñòâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ òèïà (0.0.5):∥∥∥∥∥∥∥∥


y̌[1]
...

y̌[N ]

−


eα sin(ω) eα cos(ω)
...

...

eαN sin(ωN) eαN cos(ωN)


(
A1

A2

)∥∥∥∥∥∥∥∥
2

→ min
A1,A2

.

∗)Выражение ”модельный эксперимент” имеет принципиальное значение, поскольку в реальных вы-
числениях истинные значения параметров θ не известны, и сравнение методов получения оценок воз-
можно только путем численных модельных экспериментов и исследования умозрительных предельных
случаев.
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Çàïèøåì ýòó çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè â êîìïàêòíîì âèäå, êîòîðûé íåîäíîêðàòíî áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì:

‖y̌ −Hw‖2 → min
w
. (0.0.12)

Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî (0.0.6):

ŵ =
(
H>H

)−1
H>y̌. (0.0.13)

Èñêîìàÿ îöåíêà ôóíêöèè y èìååò âèä

ŷ = Hŵ = H
(
H>H

)−1
H>y̌. (0.0.14)

Çàìåòèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû H îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (0.0.2).

Äàëåå ñäåëàåì øàã, ïîäîáíûé øàãó Ã. äåÏðîíè, êîãäà îí ïåðåøåë îò ïîèñêà ðåøåíèé

(0.0.1) ê ïîèñêó êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (0.0.2). Ïðàâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû

G
.
=


γ0 γ1 −1 0

γ0 γ1 −1
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 −1

 ∈ R(N−2)×N (0.0.15)

åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.0.2). Ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå y = Hw ðàâíîñèëüíî

óñëîâèþ Gy = 0 . Ïîýòîìó (0.0.12) ðàâíîñèëüíî óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

‖y̌ − y‖2 → min
Gy=0

. (0.0.16)

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ŷ = Hŵ äàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì ôîðìóëå (0.0.14) âûðàæåíèåì

ŷ =
[
I −G>

(
GG>

)−1
G
]
y̌. (0.0.17)

Ýòà äâîéñòâåííàÿ ôîðìóëèðîâêà îòëè÷àåòñÿ îò (0.0.14) òåì, ÷òî ìàòðèöà H çàâèñèò

îò ïàðàìåòðîâ λ , ω , ïðè÷åì íåëèíåéíî, à ìàòðèöà G ëèíåéíî çàâèñèò îò γi . Ïåðåõîä

îò (0.0.14) ê (0.0.17) ïîäîáåí ïåðåõîäó îò (0.0.1) ê (0.0.2), êîòîðûé ñäåëàë â ñâîå âðåìÿ

Ã. äåÏðîíè. Îòëè÷èå (0.0.17) îò (0.0.14) ñòàíîâèòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, êîãäà íóæíî

èñêàòü ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè (0.0.16) èëè (0.0.12) ïî ïàðàìåòðàì θ .

Ôîðìóëû (0.0.14) è (0.0.17) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëü-

íûõ ðåøåíèé çàäà÷è äå Ïðîíè ïðè èçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòàõ γi óðàâíåíèÿ (0.0.2).

Çàäà÷ó (0.0.12) (èëè (0.0.16)) ïðè èçâåñòíûõ γi íàçîâåì çàäà÷åé 1.

Èç âûøåèçëîæåííîãî âûòåêàåò ïðèíöèïèàëüíûé âûâîä: ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé

âèäà (0.0.7) â çàäà÷å äå Ïðîíè åñòåñòâåííî ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîèñêà êîýôôèöèåí-

òîâ γi èñõîäÿ èç òîé æå öåëåâîé ôóíêöèè ‖y̌ − y‖2 , ÷òî è ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîãî y
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ïðè èçâåñòíûõ γi , à èìåííî, ïðè θ
.
= ( γ1

γ0 ) ¾åñòåñòâåííàÿ¿ îöåíêà èìååò âèä

θ̂ = arg min
θ

min
Gθy=0

‖y̌ − y‖2 , (0.0.18)

èëè ðàâíîñèëüíî

θ̂ = arg min
θ

min
w
‖y̌ −Hθw‖2 . (0.0.19)

Â ðåçóëüòàòå â ñî÷åòàíèè ñ ôîðìóëàìè (0.0.14) èëè (0.0.17) ïîëó÷àåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è äå Ïðîíè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íåëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî

θ .

Âòîðîé ýòàï ìèíèìèçàöèè (ïî θ ) â âûðàæåíèÿõ (0.0.18), (0.0.19) íàçîâåì çàäà÷åé 2.

Çàäà÷è 1 è 2 ñ òåïëèöåâûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé Gθ âèäà (0.0.15) áóäåì íàçûâàòü

âàðèàöèîííûìè [42], îðòîðåãðåññèîííûìè [69, 76, 78] èëè çàäà÷àìè òèïà äå Ïðîíè. Èõ

ôîðìóëèðîâàëè À.Õàóñõîëäåð (1950) [166], Ì.Îñáîðí (1970) [218], Ì.Àîêè (1971) [135],

À.Î.Åãîðøèí (1971) [40]. Çàäà÷è Ê.Ïèðñîíà (0.0.9) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âàðè-

àöèîííûõ çàäà÷ ñ êëåòî÷íî-ñêàëÿðíûìè
∗) ìàòðèöàìè

Gθ = I ⊗ (γ0, . . . , γp) , (0.0.20)

ïîñêîëüêó êëåòî÷íî-ñêàëÿðíûå ìàòðèöû ïîëó÷àþòñÿ èç êëåòî÷íî-òåïëèöåâûõ ìàòðèö

âèäà G
.
=

( ω0 ω1 ... ωq 0
ω0 ω1 ... ωq

0
... ... ...

)
ñ ìàòðè÷íûìè êëåòêàìè ωi ïðè q = 0 (ñì. ðàçäåë 3.3).

Äëÿ çàäà÷è (0.0.19) äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ çàäà÷è (0.0.18) ðåøåíèå áûëî ïðåäëîæåíî íåçàâèñèìî ðàçíûìè àâòîðàìè â 1970-

õ ãã. (ñì. íèæå). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îäíà èç äâîéñòâåííûõ ôîðìóëèðîâîê, à èìåííî

(0.0.17), (0.0.18), ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîãèõ âû÷èñëèòåëåé, êîýôôèöèåíòû (γ0, γ1) ìîæ-

íî èñêàòü îáû÷íûì ëèíåéíûì ÌÍÊ. Ïåðâûì, êòî ïðåäëîæèë òàêîå ðåøåíèå, áûë

À.Õàóñõîëäåð (1950) [166], íàçâàâ ñâîé ìåòîä îáîáùåííûì ìåòîäîì äå Ïðîíè. À.Õàóñ-

õîëäåð ðàññìîòðåë çàäà÷è 1 è 2 è îòìåòèë, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è 2 ñ âû÷èñëèòåëüíîé

òî÷êè çðåíèÿ î÷åíü ñëîæíî, è ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü â çàäà÷å 2 îáû÷íûé ÌÍÊ. Òàê

æå ïîñòóïàë Ê.Ëàíöîø (1956) [184, IV.23], çàìåíÿÿ çàäà÷ó 2 íà îáû÷íûé ìåòîä íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîãäà ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó âûäåëåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé.

Èç ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèé îáîáùåííûé ìåòîä äå Ïðîíè óïîìèíàåòñÿ â ìîíîãðàôèè

Â.È.Áåðäûøåâà, Ë.Â.Ïåòðàêà (1999) [9, I.11.1-2]. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñòàòèñòè-

÷åñêèå àðãóìåíòû (â ÷àñòíîñòè, ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê) íå âñåìè èññëåäîâàòåëÿìè

ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ áûâàåò íåâîçìîæíî çà-

ðàíåå çíàòü òèï âîçìóùåíèé, â íåâÿçêå îíè èëè â íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ. Òåì íå

ìåíåå, íà ïðèìåðå çàäà÷è òèïà äå Ïðîíè ñ ïîãðåøíîñòÿìè îêðóãëåíèÿ èç ìîíîãðàôèè

Ê.Ëàíöîøà (1956) [184, IV.23] ìîæíî óâèäåòü, ÷òî íåëèíåéíûé ÌÍÊ (0.0.18) îáåñïå-

∗)Скалярными называются матрицы вида A = aI = I ⊗ a , где a число; клеточно-скалярными
называются матрицы вида A = I ⊗B , где B — матрица; ⊗ — кронекерово произведение матриц.
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÷èâàåò ñóùåñòâåííî áîëåå óñòîé÷èâûå îöåíêè, ÷åì ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî

íåâÿçêå óðàâíåíèÿ (ñì. ðàçäåë 5.3).

Ìåòîä âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè À.Î. Åãîðøèíà (ÂÈ, ÂÌ). Âïåð-

âûå ýôôåêòèâíîå âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ÌÍÊ (0.0.18), (0.0.17)

áûëî äàíî À.Î.Åãîðøèíûì (1971) [40]. Âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä À.Î.Åãîðøèíà â ïðî-

ñòðàíñòâå îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ γi îïèðàåòñÿ íà èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó òèïà

ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà
∗) ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç

íàáëþäåíèé y̌ (ñì. ðàçäåë 3.7.3); äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ïðîöåññà (0.0.17) èñïîëüçó-

þòñÿ ¾áûñòðûå¿ àëãîðèòìû (áåç óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè) ðåêóððåíòíîãî ïî N âû÷èñëå-

íèÿ ìàòðèöû ïðîåêòîðà G>
(
GG>

)−1
G è îöåíêè ïðîöåññà y (ðàçäåë 6.6). Êàê áûëî

îòìå÷åíî À.Î.Åãîðøèíûì, àëãîðèòìû ýòîãî òèïà ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé ôèëüòðà

Êàëìàíà ïðè ó÷åòå ñòàöèîíàðíîñòè ñèñòåìû è èìåþò âèä óðàâíåíèé Àìáàðöóìÿíà�

×àíäðàñåêàðà�Ðåäõýôôåðà (À×Ð), îïèñûâàþùèõ ðàññåÿíèå è ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ñëî-

èñòîé ñðåäå [3, 232]. Ïîäîáíûå æå óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû Ì.Ã.Êðåéíîì (1955) ïðè

ðåøåíèè ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà [59]. Çà ðóáåæîì

èõ âïåðâûå âûâåë Í.Ëåâèíñîí (1946), ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó Í.Âèíåðà äëÿ ñòàöèîíàð-

íîé äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [189]; çàòåì îíè áûëè ïåðåîòêðûòû Äæ.Äóðáèíîì

(1960) [150]. Àëãîðèòìû Êðåéíà�Äóðáèíà�Ëåâèíñîíà�À×Ð â ïðèìåíåíèè ê ðåøå-

íèþ çàäà÷è 1 äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Ò.Êàéëàòà (1972,

1973) [153,168,169,192], À.Ëèíäêâèñòà (1974, 1975) [190,191], Ë.Ëüþíãà, Á.Ôðèäëàíäåðà

(1976) [153, 192]. Íåäàâíî À.Î.Åãîðøèíûì (2007) [270] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî �áûñòðûå�

àëãîðèòìû ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîâîäÿ âñòðå÷íûå ïðîöåññû îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�

Øìèäòà îäíîðîäíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ (ò. å. âåêòîðîâ, ïîëó÷àåìûõ èç ïîðîæäàþùåãî

âåêòîðà ñòåïåíÿìè óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî À.Î.Åãîðøèí ðåøàë áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, ÷åì çàäà÷à Ã. äåÏðîíè,

ðàññìàòðèâàÿ â òîì ÷èñëå è íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû, ââîäÿ óðàâíåíèÿ

y[k + p] + αp−1y[k + p− 1] + . . .+ α0y[k] = βpu[k + p] + . . .+ β0u[k],

k ∈ 1, N − p. (0.0.21)

Äëÿ ïåðåõîäà ê òàêîãî ðîäà ñèñòåìàì íóæíî âìåñòî y = (y[1]; . . . ; y[N ]) èç (0.0.2) ðàñ-

ñìàòðèâàòü îáúåäèíåííûé âåêòîð òðàåêòîðèè (ïðîöåññà) z = (z[1]; . . . ; z[N ]) , z[k]
.
=

(y[k];u[k]) . Ïîñëå ôîðìàëüíîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ γi
.
= (αi,−βi) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

âèäà 10 îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòîâ z[k] ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè γi ∈ R1×2 . Ñòðóê-

òóðà è íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû G (0.0.15) ïðè ýòîì, òåì íå ìåíåå, êà÷åñòâåííî è

íåôîðìàëüíî ìåíÿþòñÿ.

Èíòåðåñíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ çàäà÷ 1 è 2 òèïà äå Ïðîíè äëÿ ñëó÷àÿ

p = 1 , N = 3 , β1 = β0 = 0 áûëà îïóáëèêîâàíà À.Î.Åãîðøèíûì â [43].

∗)Т. е. соответствующего минимальному собственному числу.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ïîèñêà îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ γi ñîâìåñòíî ñ ïî-

èñêîì îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà z (0.0.17) ïî êðèòåðèþ (0.0.18) (ñ çàìåíîé y íà z )

À.Î.Åãîðøèí ïðåäëîæèë èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ (ñì.

ðàçäåë 3.7.3), êîòîðàÿ îáëàäàåò ìàëîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ

è ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè â ìàëóþ îêðåñòíîñòü ýêñòðåìóìà çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé

(êàê ïðàâèëî, íå áîëåå ïÿòè) ïðè óðîâíÿõ øóìà èçìåðåíèé äî 50% (ñì. [30,70,83] è ïðè-

ìåðû ðàñ÷åòîâ â ðàçäåëå 3.7.4). Íåñìîòðÿ íà ñëîæíûé õàðàêòåð èçîïîâåðõíîñòåé öåëå-

âîãî ôóíêöèîíàëà, èññëåäîâàííûõ Â. È.Êîñòèíûì (1984) [57] è Â. Ã.Äåìèäåíêî (2008,

2010) [30, 32], àëãîðèòì À.Î.Åãîðøèíà èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, ïðàêòè÷åñêè äîñòà-

òî÷íûé äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ èç ïðèëîæåíèé (À.À.Ëîìîâ (1997) [70], Â. Ã.Äåìèäåíêî

(2008, 2010) [30,32]). Çàãàäêà ãëîáàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè èòåðàöèé ïî ïàðàìåòðàì óðàâ-

íåíèé â âû÷èñëèòåëüíîì ìåòîäå À.Î.Åãîðøèíà äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà. Èññëåäîâàíèå

ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè îöåíîê ïðîâîäèëîñü Â. Ã.Äåìèäåíêî â ïðåäïîëî-

æåíèè ïîñòîÿíñòâà íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû ÿäðà öåëåâîé ôóíêöèè

ÂÈ (2008, 2010) [30, 32]; äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëîêàëüíûå ñâîéñòâà áëèçêîé ïî òèïó

èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû èññëåäîâàëè Ì.Îñáîðí è Ã.Ñìèò (1991, 1995) [220,221].

Âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä À.Î.Åãîðøèíà ïðè ñîâðåìåííûõ ìîùíîñòÿõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ óñòðîéñòâ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ïîìåõîóñòîé÷èâóþ èäåíòèôèêàöèþ äèíàìè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé â ðåæèìå ðåàëüíîãî ïðîöåññà. Ïðèìåíåíèÿ îõâàòûâàþò øèðîêóþ îá-

ëàñòü îò çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñ èäåíòèôèêàòîðîì äî çàäà÷ äèíàìè÷åñêî-

ãî ñæàòèÿ (êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ) ïîòîêîâ àóäèî- è âèäåî-èíôîðìàöèè â ðåàëü-

íîì âðåìåíè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ èäåíòèôè-

êàöèè, ðåøàåìûõ ìåòîäîì À.Î.Åãîðøèíà, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èäåíòèôèêàöèè íà

ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ, áëàãîäàðÿ âêëþ÷åíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîäåëüíûõ ïðîöåññîâ

â ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Òàêîãî ðîäà çàäà÷è âñåãäà ñ÷èòàëèñü àêòóàëüíûìè

è ñëîæíûìè, îá ýòîì ãîâîðèòñÿ âî ââåäåíèè ìîíîãðàôèè À.Ë.Áóíè÷à è Í.Í.Áàõòàäçå

(2003) [17].

Â 1970 ã. Ì.Îñáîðí [218], êàê è Ì.Àîêè (1971) [135], íåçàâèñèìî îò À.Î.Åãîðøèíà

ïðèøåë ê çàäà÷å (0.0.18). Ì.Îñáîðí íàøåë âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå, áëèçêîå ê ìåòîäó

À.Î.Åãîðøèíà â ÷àñòè èòåðàöèé ïî âåêòîðó êîýôôèöèåíòîâ, íî îãðàíè÷èëñÿ ïðè ýòîì

ñëó÷àåì îäíîðîäíûõ ñèñòåì âèäà (0.0.21) ñ βi = 0 , u[k] = 0 è íå èññëåäîâàë ðåêóð-

ðåíòíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé ïðîåêòîðîâ è îöåíêè ïðîöåññà â çàäà÷å 1. Â 1975 ã.

Ì.Îñáîðí ïðåäëîæèë äëÿ ñâîåãî ìåòîäà íàçâàíèå �ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä äå Ïðî-

íè� [219], è ïîä ýòèì èìåíåì âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ìåòîäîì

À.Î.Åãîðøèíà, ÷àùå âñåãî óïîìèíàåòñÿ â ëèòåðàòóðå
∗). Èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó òèïà

ïîèñêà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, íåçà-

âèñèìî è îäíîâðåìåííî ïðåäëîæåííóþ À.Î.Åãîðøèíûì è Ì.Îñáîðíîì, íà íàø âçãëÿä,

óìåñòíî íàçûâàòü ïðîöåäóðîé Åãîðøèíà�Îñáîðíà. Îòëè÷èå èòåðàöèé À.Î.Åãîðøèíà

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñ÷åò îáðàùàåìîé ìàòðèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî

∗)http://www.google.ru/search?q=Prony+method+modified
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ïàðàìåòðàì, à â àëãîðèòìå Ì.Îñáîðíà ìàòðèöà ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ïîñëå íåñêîëü-

êèõ øàãîâ ïðèáëèæåíèÿ ê ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

ïðè èòåðàöèÿõ À.Î.Åãîðøèíà äîñòèãàåòñÿ áûñòðåå. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðèìåð-

íî îäèíàêîâû.

Â ñòàòüÿõ (1991, 1995) [220,221] Ì.Îñáîðí è Ã.Ñìèò èññëåäîâàëè ëîêàëüíóþ óñòîé-

÷èâîñòü îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà äå Ïðîíè â ïðåäåëå N → ∞
ïðè îøèáêàõ íàáëþäåíèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé âòîðîé âàðèàöèåé. Áûëà ïîêà-

çàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê (0.0.18), (0.0.15) äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì è îïòèìàëüíîñòü

ýòèõ îöåíîê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè ïðè áîëüøèõ N . Îñî-

áåííîñòü ýòîé èíòåðåñíîé ðàáîòû â òîì, ÷òî âìåñòå ñ ðîñòîì N àâòîðû óìåíüøàþò

âðåìÿ äèñêðåòèçàöèè ∆t = 1
N
; ýòîò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé íåîáû÷åí è â ñâîåì ðîäå î÷åíü

êðàñèâ, õîòÿ è ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Èññëåäîâàíèå äðóãèõ ïðåäåëüíûõ

ñëó÷àåâ ïðîâîäèòñÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Â 1988 ã. À.Î.Åãîðøèí ïðåäëîæèë âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó-

÷àÿ ñèñòåì èç r > 1 óðàâíåíèé [42]. Â òîé æå ñòàòüå áûë ïðåäëîæåí òåðìèí �âàðèàöèîí-

íûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè� ïî îòíîøåíèþ ê öåëåâûì ôóíêöèÿì âèäà (0.0.18), (0.0.21) ñ

ñîâìåñòíîé îöåíêîé îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ ïî ôîðìóëàì ïðîåöèðîâàíèÿ (0.0.17). Âû-

÷èñëèòåëüíàÿ àïðîáàöèÿ ìíîãîìåðíîãî ìåòîäà è ïîäòâåðæäåíèå ýôôåêòèâíîñòè àëãî-

ðèòìîâ Åãîðøèíà�Îñáîðíà ïðè ïåðåõîäå ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ r > 1 áûëè ñäåëàíû

àâòîðîì äèññåðòàöèè (1989, 1990, 1991) [49, 64, 197]. Ýòî ïîçâîëèëî ïðèìåíÿòü ìåòîä

À.Î.Åãîðøèíà ê ëèíåéíûì ñèñòåìàì óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè.

Â òî æå âðåìÿ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ ðÿäà òèïè÷íûõ è äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ

ñèñòåì ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè, îïèñûâàåìûõ äâóìÿ è áîëåå óðàâíåíèÿìè, íà ïåðâûé

ïëàí âûõîäÿò ïðîáëåìû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè [67,198].

Ì.Àîêè è Ï.Þ (1970) [133�135] òàêæå ðàññìîòðåëè çàäà÷ó (0.0.18), (0.0.21), óñòà-

íîâèâ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê â ïðåäåëå N → ∞ [133]. Êàê è ðàíåå À.Õàóñõîëäåð

(1950) [166], Ì.Àîêè îòìåòèë, ÷òî çàäà÷à (0.0.18), (0.0.21) ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðå-

íèÿ êðàéíå ñëîæíà [135]. Äëÿ ïîèñêà γi Ì.Àîêè, Ï.Þ (1970) [134] ïðèìåíèëè âàðèàíòû

ìåòîäà Ïèðñîíà è èññëåäîâàëè óñòîé÷èâîñòü îöåíîê ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì. Ýòî áûëî

óäà÷íûì ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû, õîòÿ è íå îïòèìàëüíûì. Çàìåòèì,

÷òî ïîäîáíûì æå îáðàçîì, ïóòåì îáîñíîâàíèÿ ïðàâîìî÷íîñòè çàìåíû çàäà÷è (0.0.18) íà

áîëåå ïðîñòóþ òèïà Ïèðñîíà (íà îñíîâàíèè ââîäèìîãî íîâîãî ïîíÿòèÿ ðàâíîñèëüíîñòè

ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè), â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà

êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ (ðàçäåë 3.6).

Îöåíêè îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè (ÎÐ). Êðàòêî îïèøåì èñòîðèþ ðàçâèòèÿ

ìåòîäîâ òèïà Ïèðñîíà, ïîñêîëüêó îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü �ïàëî÷êè-âûðó÷àëî÷êè�

äëÿ íàäåæíîãî ïîèñêà ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê (ïóñòü è íå îïòèìàëüíûõ ïî ëîêàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ê âîçìóùåíèÿì, ñì. ðàçäåë 3.5) â çàäà÷àõ âèäà (0.0.18), (0.0.21). Ðÿä ïîëó-

÷åííûõ â äèññåðòàöèè íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñâîéñòâàì âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïðèìåíèì

è ê ìåòîäàì òèïà Ïèðñîíà êàê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì (ðàçäåë 4.5).
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Ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òèïà Ïèðñîíà (0.0.9) äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ γi

óðàâíåíèé (0.0.3), (0.0.21) âñòðå÷àþòñÿ â ðàáîòàõ Äæ.ôîí Íåéìàíà (1937) [215],

Ò.Êóïìàíñà (1937) [177], Î. Ðèåðñîëÿ (1950) [233] è Ì.Ëåâèíà (1964) [188]. Ìåòîä (0.0.8),

(0.0.9), ïðåäëîæåííûé Ð.Ýäêîêîì, Ê.Êóììåëåì è Ê.Ïèðñîíîì, êàê è ÌÍÊ (0.0.5), ñî-

ñòîèò â ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ, ïîýòîìó åãî íàçûâàþò èíîãäà �íåëèíåéíûì

ÌÍÊ�, â îòëè÷èå îò �ëèíåéíîãî ÌÍÊ� Ê. Ãàóññà (0.0.5). Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îöåíîê

(0.0.9) Ê.Ïèðñîí ïîÿñíèë ðèñóíêàìè (ñì. ñ. 19), èç êîòîðûõ ÿñíî, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

(0.0.9) åñòü ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò èçìåðåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ êàê N òî÷åê

v[k]
.
= ( v1[k]; ...; vp[k] ) , k ∈ 1, N â ïðîñòðàíñòâå Rp , äî ìîäåëüíîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿ-

åìîé óðàâíåíèåì v[k] ( 1
−θ ) = 0 (êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ Ê.Ïèðñîíà äëÿ ñëó÷àÿ p = 2 ,

åñëè ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó äëèí îòðåçêîâ îò èçìåðåíèé äî ìîäåëüíîé ïëîñêîñòè íå

âäîëü íîðìàëè, à âäîëü îñè îðäèíàò (èëè àáñöèññ), òî ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè îáû÷íîãî ëè-

íåéíîãî ÌÍÊ). Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà îöåíêè (0.0.9) ñòàëè íàçûâàòü îöåíêàìè îðòîãî-

íàëüíîé ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé ðåãðåññèè (ÎÐ). Îíè ïîëó÷èëè øèðîêóþ èçâåñòíîñòü

ïîñëå âûõîäà ìîíîãðàôèè Ã.Êðàìåðà (1946) [58]. Íåëèíåéíîñòü îöåíîê ÎÐ ïðîÿâëÿåò-

ñÿ â òîì, ÷òî íàïðàâëåíèå îòðåçêîâ, ñóììà äëèí êîòîðûõ ìèíèìèçèðóåòñÿ, çàâèñèò îò

ïàðàìåòðîâ (íàêëîíà) ìîäåëüíîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 1. Äâà ðèñóíêà èç îðèãèíàëüíîé ðàáîòû Ê.Ïèðñîíà (1901) [224]
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Åñëè ïåðåìåííûå vi â óðàâíåíèÿõ (0.0.9) òðàêòóþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

òî â ëèòåðàòóðå ãîâîðèòñÿ î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé (structural

relationship), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîò-

íîøåíèé (functional relationship), ñì. Ì.Êåíäàëë (1951) [176]. Ìû íå ðàçëè÷àåì ýòè

äâà ñëó÷àÿ, êàæäûé ðàç èç êîíòåêñòà áóäåò ÿñíî, î êàêîé çàäà÷å èäåò ðå÷ü. Îáøèðíàÿ

áèáëèîãðàôèÿ ïî îöåíêàì îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè (ÎÐ, error in variables, EIV) èìå-

åòñÿ â ìîíîãðàôèè Ó.Ôóëëåðà (1987) [154], ñì. òàêæå ñîâðåìåííûé îáçîð Ä. Ãèëëàðäà

(2010) [157]. Ñâåäåíèÿ îá èñòîðèè ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ÎÐ ïðèâåäåíû â ñòàòüå Ï.Ñïðåíòà

(1989) [247]. Ìíîãî âíèìàíèÿ â ëèòåðàòóðå óäåëÿåòñÿ ñëó÷àþ, êîãäà íåèçâåñòíû çíà÷å-

íèÿ σi (íà òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, íàñòàèâàë Ð.Êàëìàí (1985) [48]); â

ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ σi ïîëó÷åíèå ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî òîëüêî

ïðè íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà íàáëþäåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòìå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå èíòåðåñà ê îöåíêàì ÎÐ â

ëèòåðàòóðå ïî ýêîíîìåòðèè, ââèäó �ñëîæèâøåãîñÿ âïå÷àòëåíèÿ, ÷òî çàäà÷à ÎÐ ÷ðåç-

ìåðíî òðóäíà ââèäó îòñóòñòâèÿ ïðîñòîãî ñïîñîáà ñîñòîÿòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ� â ñëó÷àå

àïðèîðè íåèçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèñïåðñèÿìè σi [223]. Òåì íå ìåíåå, â 2004 ã.

áûëà îáíàðóæåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îöåíîê ÎÐ ê îøèáêàì àïðèîðíîãî çà-

äàíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó σi [223].

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ îöåíîê ÎÐ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î ñîñòîÿ-

òåëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ, ïîëó÷åííûå Ë. Ãëýçåðîì (1981) è Ó.Ôóëëåðîì

(1987) [154,158]. Ìîíîãðàôèÿ Ó.Ôóëëåðà (1987) [154] ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêîé, ñì. À.Êó-

êóø è äð. (2005) [180]. Ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ Ó.Ôóëëåðà ñ ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè

ïîñâÿùåí ðàçäåë 4.5.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî âñåì ïåðåìåííûì (ÍÊÏ) (Total Least

Squares, TLS). Îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ áûë ïðåäëîæåí â ñòàòüå Ã. Ãîëóáà è ×.Âàí Ëîàíà (1980) [162]. Ýòîò ìåòîä

äîïóñêàåò íàëè÷èå îøèáîê â îáåèõ ÷àñòÿõ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ âî âñåõ ïåðåìåííûõ, è

â ýòîì ñìûñëå ïîõîæ íà ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè. Äëÿ íåãî Ã. Ãîëóáîì è ×.Âàí

Ëîàíîì áûëî ïðåäëîæåíî íàçâàíèå �Total Least Squares� (TLS), ìû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ñîêðàùåíèå ÍÊÏ. Â ìîíîãðàôèè Ñ.Âàí Õóôôåëü è Äæ.Âàíäåâàëëå (1991) [258]

ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà ÍÊÏ, âêëþ÷àÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü îöåíîê ê

âîçìóùåíèÿì è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà, à òàêæå ïðèâåäåíî ìíîãî ïðèìåðîâ ïðè-

ëîæåíèé. Ðåøåíèå θ̂TLS ïî ìåòîäó ÍÊÏ óðàâíåíèÿ Aθ = b äîñòèãàåòñÿ ìèíèìèçà-

öèåé íîðìû ‖ (∆A,∆b) ‖ ïðè óñëîâèè (A + ∆A)θ = b + ∆b . Îöåíêà äàåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì θ̂TLS = (A>A − σ2I)−1A>b , ãäå σ2 åñòü íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû

(A, b)> (A, b) . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíêà θ̂TLS ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì,

ñîîòâåòñòâóþùèì íàèìåíüøåìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàò-

ðèöû (A, b) [162].

Õ.-Ô. ×åíã è Äæ. Âàí Íåññ (1999) [145] îòìåòèëè, ÷òî ìåòîä ÍÊÏ (TLS), îïèñàííûé

â [162], åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè Ê.Ïèðñîíà. Äåéñòâèòåëüíî,
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ïðè îáîçíà÷åíèÿõ V
.
= (A, b) , σ2 .

= λmin èç (0.0.10) ïîëó÷àåì(
A>A− σ2I A>b

b>A b>b− σ2

)(
−θ̂
1

)
=

(
0

0

)
,

èëè V >V γ = σ2γ.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî
(
A>A− σ2I

)
θ̂ = A>b , à òàêæå òî, ÷òî îöåíêà

ÍÊÏ (TLS) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè

θ̂TLS = arg min
θ

‖V γ‖2

‖γ‖2
= arg min

θ

‖Aθ − b‖2

‖θ‖2 + 1

(ñì. ðàçäåë 3.7.3).

Ìåòîä ÍÊÏ (TLS) èìååò ìíîãî âàðèàíòîâ; íåêîòîðûå èç íèõ ñâÿçàíû ñ ðåãóëÿðèçà-

öèåé òèïà Òèõîíîâà [116], íàïðèìåð, òàêàÿ îöåíêà:

θ̂ = arg min
θ

‖Aθ − b‖2

‖θ‖2 + 1
+ ρ‖Lθ‖2,

ãäå L íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, ρ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ñì. îáçîðû È.Ìàðêîâñêîãî,

Ä.Ñèìû è Ñ.Âàí Õóôôåëü (2010) [209] è Â. Ã.Äåìèäåíêî (2010) [31].

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìåòîäû òèïà ÍÊÏ (ÎÐ) ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, íî

íå îïòèìàëüíûìè, åñëè ïðèìåíÿòü èõ ê îöåíêàì ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

âèäà (0.0.21) íåíóëåâîãî ïîðÿäêà p > 0 .

Ðåøåíèå óðàâíåíèé Aθ = b îòíîñèòåëüíî θ ïðè íàëè÷èÿ îøèáîê ∆A , ∆b â îáåèõ

÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ðàññìàòðèâàëîñü Äæ.Óèëêèíñîíîì (1965) [266, ãë. 4, ï. 13]. Èì áûëà

ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè (A+ ∆A)(θ + ∆θ) = b+ ∆b :

‖∆θ‖
‖θ‖

6 µ(A)

(
‖∆A‖
‖A‖

+
‖∆b‖
‖b‖

)/(
1− ‖∆A‖

‖A‖
µ(A)

)
, (0.0.22)

ãäå µ(A) � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A (îòíîøåíèå íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî

÷èñëà ê íàèìåíüøåìó). Ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ Ñ.Ê. Ãîäóíîâà (1980) [26, ïàð. 2]. Ýòî

íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïî ìåòîäó ÍÊÏ Ã. Ãîëóáà (èëè

ÎÐ). Ðÿä äðóãèõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè, â òîì ÷èñëå ñðàâíåíèå ÍÊÏ ñ îöåíêàìè îáû÷-

íîãî ÌÍÊ ïðèâåäåíî â ìîíîãðàôèè Ñ.Âàí Õóôôåëü è Äæ.Âàíäåâàëëå (1991) [258].

Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷èå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî íîðìå îøèáêè ‖ (∆A,∆b) ‖ .
Ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ À.Áüîðêà (1996) [140], â êîòîðîé â ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìåòîäîâ

äàíû ññûëêè íà ðàáîòû À. âàí äåðÑëóèñà è Ã.Âåëòêàìïà (1979) [240] è Ã.Ñòþàðòà

(1984) [248].

Ìåòîä ÍÊÏ ñ îãðàíè÷åíèÿìè (Constrained TLS, CTLS). Óñëîâèå äèíàìè÷-

íîñòè óðàâíåíèÿ îçíà÷àåò êëåòî÷íóþ òåïëèöåâîñòü ìàòðèöû ñèñòåìû G (0.0.15) ïðè

p > 0 . Â ñòàòüå Ò.Àáàòçîãëó è Äæ.Ìåíäåëÿ (1987) [127] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêà-
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öèÿ ìåòîäà ÍÊÏ (TLS), â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû ñèñòåìû. Ìîäåëü

âîçìóùåíèé èìååò âèä

(∆A,∆b)
.
= ∆V =

(
F1η . . . Fvη

)
, η ∈M2(0, P ),

Fi =
(

0 . . . I . . . 0
)
.

Ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå �Constrained TLS� (CTLS), èëè ÍÊÏ ñ îãðàíè÷åíèÿìè (ÍÊ-

ÏÎ). Â ñòàòüå Ò.Àáàòçîãëó, Äæ.Ìåíäåëÿ, Ã.Õàðàäû (1991) [128] îïèñàíû ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà CTLS ê àíàëèçó ñïåêòðà âðåìåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â óñëîâèÿõ àääèòèâíî-

ãî øóìà; òàì æå ïîëó÷åíû ëèíåéíûé ÷ëåí ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè (è ìàòðèöà êîâà-

ðèàöèè) îöåíîê â çàäà÷å CTLS, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê êëàññó âàðèàöèîííûõ ñ êëåòî÷íî-

òåïëèöåâûìè ìàòðèöàìè. Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ñèñòåì èç îäíîãî óðàâíåíèÿ ( r = 1 ). Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê àâòîðû èñïîëüçóþò àëãîðèòì òèïà Íüþòîíà.

Ìåòîä ÍÊÏ ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ìàòðèö (ÍÊÏÑ) (Structured TLS, STLS).

Áîëåå îáùèé ïîäõîä ê ó÷åòó ñòðóêòóðû ìàòðèö â çàäà÷å ÍÊÏ (TLS) ïðåäëîæèë

Á.ÄåÌóð (1993) [214]. Ìåòîä Á.ÄåÌóðà ïî ñóùåñòâó ðàâíîñèëåí ÍÊÏÎ Ò.Àáàòçîãëó

è Äæ.Ìåíäåëÿ, ñì. Ô. Ëåììåðëèíã, Á.ÄåÌóð, Ñ.ÂàíÕóôôåëü (1996) [187]. Ñ ýòî-

ãî âðåìåíè â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ íàçâàíèå �Structured TLS�

(STLS), èëè íàèìåíüøèå êâàäðàòû ïî âñåì ïåðåìåííûì ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû (ÍÊÏÑ).

Á.ÄåÌóð (1993) [214] ïðåäëîæèë âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è

ÍÊÏÑ (STLS), ïî èäåå áëèçêèé àëãîðèòìó Åãîðøèíà�Îñáîðíà. Â àëãîðèòìå Á.ÄåÌóðà

èòåðàöèè ïî ïàðàìåòðàì ñîâåðøàþòñÿ ñèíõðîííî ñ èòåðàöèÿìè ïî âåêòîðó ìíîæèòå-

ëåé Ëàãðàíæà, ââèäó òîãî, ÷òî çàäà÷à ÍÊÏÑ (STLS) ñôîðìóëèðîâàíà Á.ÄåÌóðîì

ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå òåïëèöåâîé ñòðóêòóðû íà ãàíêåëåâó è

íàîáîðîò. Á.ÄåÌóð â ñâîåé èíòåðåñíåéøåé ñòàòüå ñäåëàë àêöåíò íà èäåå ìåòîäà ÍÊÏÑ

(STLS) è åãî ïðèìåíåíèè, ðàññìîòðåâ ñâÿçè àëãîðèòìà ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà, ñ çàäà÷åé

âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè îòêëèêà ëèíåéíîé ñèñòåìû ïî çàøóìëåííûì èçìåðåíèÿì, ñ

çàäà÷åé àïïðîêñèìàöèè è ðåäóêöèè ìîäåëåé â H2 , ñ çàäà÷åé èäåíòèôèêàöèè â H2 è

çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ íåîïðåäåëåííû-

ìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ âûðàæåíèÿ îñíîâíûõ èäåé Á.ÄåÌóð îãðàíè÷èëñÿ ñêàëÿðíûìè

ñèñòåìàìè ( r = 1 ) è íå ðàññìàòðèâàë âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà, êðàòêî îáîñ-

íîâàâ åãî ñòåïåíü ñõîäèìîñòè êàê ëèíåéíóþ, ïðèâåäÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ÷èñëåííûõ

ðàñ÷åòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿòåëüíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè ÍÊÏÑ (STLS) äàíî â ñòàòüå À.Êó-

êóøà, È.Ìàðêîâñêîãî è Ñ.ÂàíÕóôôåëü (2005) [180]. Îòìå÷åíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñäå-

ëàíî ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷åì â ðàáîòàõ Ì.Àîêè, Ï.Þ (1970) [133,134] è

Ó.Ôóëëåðà (1987) [154]. Ðàíåå èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîÿòåëüíîñòè (òàêæå ñî ññûëêàìè

íà ðàáîòû Ì.Àîêè, Ï.Þ (1970) [133,134] è Ó.Ôóëëåðà (1987) [154]) áûëà îïóáëèêîâàíà

àâòîðîì äèññåðòàöèè (1997) [69]. Â òîé æå ñòàòüå [180] è äðóãîé áîëåå ðàííåé ñòàòüå
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ýòèõ æå àâòîðîâ [207] îïèñàí îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà γ . Èäåþ èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðû È.Ìàðêîâñêîãî ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íóæíî ðåøèòü íåëè-

íåéíîå óðàâíåíèå J ′γ = V̂ (γ)>C(γ)V γ = 0 . Îöåíêà γk+1 âû÷èñëÿåòñÿ èç ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ V̂ (γk)
>C(γk)V γk+1 = 0 . Â [180] îòìå÷åíî, ÷òî ñæèìàþùèå ñâîéñòâà ýòîãî

àëãîðèòìà åùå íå äîêàçàíû. Â ñòàòüå È.Ìàðêîâñêîãî, Ñ.Âàí Õóôôåëü, Ð.Ïèíòåëîíà

(2005) [208] îòìå÷åíî, ÷òî ìåòîä ÍÊÏÑ (STLS) òðåáóåò õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ, âèäèìî, ïðè óñëîâèè ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû È.Ìàðêîâñêîãî èëè

òèïà Íüþòîíà.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî âñåé òðàåêòîðèè (ÍÊÒ) (Global Toal

Least Squares, GTLS). Åùå îäíèì âàðèàíòîì ðàçâèòèÿ ìåòîäà ÍÊÏ (TLS) ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî âñåì ïåðåìåííûì è âñåé òðàåêòîðèè (ïðîöåññó) (ÍÊÒ)

(Global Toal Least Squares, GTLS), ïðåäëîæåííûé Á.Ðîîðäîé (1995) [235, 236]. Ñëåäó-

åò îòëè÷àòü GTLS Á.Ðîîðäû îò �Generalized TLS� Ñ.Âàí Õóôôåëü è Äæ.Âàíäåâàëëå

(1989) [257]. Ïîñëåäíèé åñòü îáû÷íûé TLS ñ ôèêñèðîâàííîé âåñîâîé ìàòðèöåé. Ïî öåëå-

âîé ôóíêöèè ìåòîä Á.Ðîîðäû åñòü â òî÷íîñòè âàðèàöèîííûé ìåòîä (0.0.18), (0.0.15) äëÿ

íåîäíîðîäíûõ ìîäåëåé (0.0.21), çàïèñàííûõ â ðàâíîñèëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìå óðàâíå-

íèÿ 1-ãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä GTLS ïî öåëåâîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì

À.Î.Åãîðøèíà (1970), óñòóïàÿ ïîñëåäíåìó ïî ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ.

Á. Ðîîðäà ïðåäëîæèë ìåòîä ïîèñêà ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè GTLS, îñíîâàííûé

íà ìîäèôèêàöèè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû òèïà Íüþòîíà. Êàê áûëî îáíàðóæåíî åùå

â 1984 ã. Â.È.Êîñòèíûì [57], ïîäîáíîãî ðîäà óíèâåðñàëüíûå ïðîöåäóðû â ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷å èìåþò ìàëûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè èç-çà áîëüøîé îâðàæíîñòè ìèíè-

ìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà (ñì. òàêæå ðàáîòó àâòîðà äèññåðòàöèè (1997) [70], ñòàòüè

Â. Ã.Äåìèäåíêî (2008, 2010) [30,32] è îïèñàíèå ïðîáëåìû â îáçîðå Ã.Ñìèòà (2000) [242]).

Â ñòàòüå Á.Ðîîðäû (1995) [235] íà ïðèìåðå ïðîñòîé ðàçíîñòíîé ìîäåëè 2-ãî ïîðÿä-

êà (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè 0 è 1) ñðàâíèâàþòñÿ

àëãîðèòìû Ãàóññà�Íüþòîíà è àëãîðèòì Á.Ðîîðäû äëÿ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ. Îò-

ìå÷åíî, ÷òî àëãîðèòì Ãàóññà�Íüþòîíà ðàáîòàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå. Ìîäåëèðóåìûå

ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè

ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ îöåíêè òðàåêòîðèè (ïðîöåññà) èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì áåç óðàâíåíèÿ

Ðèêêàòè. Âî ââåäåíèè ïîäõîä àâòîðà èçëàãàåòñÿ òàê: �Âìåñòî ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ ïðåäñêàçàòåëåé, ìû ñîñðåäîòà÷èâàåìñÿ íà ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè ïðåäúÿâëåí-

íûõ äàííûõ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ�. Äàííûé àïïðîêñèìàöèîííûé ïîäõîä

âîçâîäèòñÿ Á.Ðîîðäîé ê ðàáîòå ß.Âèëëåìñà (1989) [19]. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïî-

äîáíîãî ðîäà âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè ìû ïðåäïî÷èòàåì íàçûâàòü çàäà÷àìè òèïà äå

Ïðîíè (1795) [230].

Â ñòàòüå Á.Ðîîðäû è Ê.Õåéäæà (1995) [236] ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìåòîäà Á.Ðîîðäû

ñ ìåòîäàìè èäåíòèôèêàöèè, îñíîâàííûìè íà ðåãðåññèè (ëèíåéíîì ÌÍÊ), íà ëîêàëüíîì

âàðèàíòå ìåòîäà ÍÊÏ (TLS) è íà ìèíèìèçàöèè îøèáêè ïðîãíîçà (îïèñàíèå ãðóïïû
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ìåòîäîâ ïî îøèáêå ïðîãíîçà ïðèâåäåíî íèæå â ïîäðàçäåëå �Ïðÿìûå ìåòîäû�).

Âàðèàöèîííûé ïîäõîä â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå (ìåòîä Â.Ô.Ïèñàðåíêî).

Â ìîíîãðàôèè Ñ.Ìàðïëà (1986) [210] 13-ÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ñïåêòðàëüíîãî

àíàëèçà âðåìåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàííûì íà âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ýìïèðè÷åñêîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé. Ó÷èòûâàÿ âèä (0.0.10) ðåøåíèÿ ïðîñòåéøå-

ãî èç âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ � ìåòîäà Ê.Ïèðñîíà îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè, ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî àíàëèç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîâàðèàöèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿ-

þùèì ïðèçíàêîì âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Ìåòîä Â.Ô.Ïèñàðåíêî [225, 226] ñ÷èòàåòñÿ

îäíèì èç ïåðâûõ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî òèïà äëÿ îöåíêè ÷àñòîò ñèíóñîèäàëüíûõ ñèã-

íàëîâ, èçìåðåííûõ ñ àääèòèâíûì áåëûì øóìîì (ñì. Ã.Ìýòòüþ, Ñ.Äàñãóïòà, Â. Ðåääè

(1994) [212] è îáçîð Ã.Ñìèòà (2000) [242]). Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïðèáëèæåííîì âû-

÷èñëåíèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýìïèðè÷åñêîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé. Ñïåêòðàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû îãðàíè÷èòü âèä ïîëó÷àåìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ, êîòîðûå ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà [210] äîëæíû áûòü

äèñêðåòèçàöèÿìè ñèíóñîèäàëüíûõ ñèãíàëîâ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû. Îïèñàíèå ìåòîäà

Â.Ô.Ïèñàðåíêî â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäàìè òèïà äå Ïðîíè äàíî Õ.Èáðàãèìîì (1989) [222].

Îðèãèíàëüíàÿ ñòàòüÿ Â.Ô.Ïèñàðåíêî (1972) äîñòóïíà ÷åðåç google [225]. Ì.Îñáîðí è

Ã.Ñìèò (1995) [221] îòìå÷àþò, ÷òî ìåòîä Â.Ô.Ïèñàðåíêî ñîñòîÿòåëåí (õîòÿ è íå îïòè-

ìàëåí ïî ýôôåêòèâíîñòè) ïðè îöåíêå ñèíóñîèä è íåñîñòîÿòåëåí ïðè îöåíêå çàòóõàþùèõ

ñèíóñîèä èëè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèãíàëîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìåòîäàõ òèïà äå Ïðîíè

óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà àìïëèòóäû ñèíóñîèäàëüíûõ ðåøåíèé íå íàëàãàåòñÿ, ïîýòîìó ýòè

ìåòîäû íå îïòèìàëüíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

Ïðÿìûå ìåòîäû òèïà ðåêóððåíòíîãî ÌÍÊ (ïî îøèáêå ïðîãíîçà). Îïè-

ñàííûé âûøå àëãîðèòì äå Ïðîíè ðåøàë çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè ñóìì ýêñïîíåíöèàëüíûõ

ôóíêöèé ïî äàííûì èçìåðåíèé â ðàâíîîòñòîÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ãëàâíîé èäååé ìå-

òîäà áûëî âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿëèñü ýòè ôóíêöèè. Çàäà÷à

îïòèìèçàöèè ðåøàëàñü â ïðîñòðàíñòâå êîýôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ, è òîëüêî íà ïîñëåäíåì

øàãå âû÷èñëÿëèñü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è íàõîäèëèñü ïîêàçàòåëè è

÷àñòîòû îïòèìàëüíûõ ýêñïîíåíò è ñèíóñîèä. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìåòîäå äå Ïðîíè

öåëüþ îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ èìåííî ôóíêöèè � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, àïïðîêñèìèðó-

þùèå èçìåðåíèÿ, à ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå è åãî êîýôôèöèåíòû èãðàþò âñïîìîãàòåëü-

íóþ ðîëü. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è äå Ïðîíè â òåðìèíàõ ëèíåéíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ áûëà ïðåäëîæåíà À.Õàóñõîëäåðîì (1950) [166] (îáîáùåííûé ìåòîä äå Ïðî-

íè). Óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ÌÍÊ;

ýôôåêòèâíîå âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåé-

íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðåäëîæèë À.Î.Åãîðøèí (1971, 1988) [40, 42]. Ì.Îñáîðí

(1975) [219] íåçàâèñèìî ïðåäëîæèë áëèçêîå ïî èäåå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî ÌÍÊ äëÿ

îäíîðîäíûõ ñèñòåì (ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä äå Ïðîíè). Â îñíîâå ýòèõ íåëèíåéíûõ
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ìåòîäîâ ëåæèò èìåííî îöåíêà àïïðîêñèìèðóþùåé òðàåêòîðèè, êàê è â îðèãèíàëüíîé

çàäà÷å äå Ïðîíè.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïè-

ñûâàåìûõ íåîäíîðîäíûìè ëèíåéíûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè, ðàçâèâàåòñÿ çà ðóáå-

æîì íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ê.Îñòðåìà è ñîàâò. (1965, 1969) [?, 136]. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèÿõ Ð.Êàøüÿïà, À. Ðàî (1983) [51],

ß. Ç.Öûïêèíà (1984) [120], Ë.Ëüþíãà (1987) [195], Õ.-Ô.×åíà (2008) [144]. Ýòîò ïîäõîä

ïîâñåìåñòíî óïîòðåáëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, ñì. îáçîðíûé

äîêëàä Ì.Ãåâåðñà (2004) [156], ìîíîãðàôèè À.Ë.Áóíè÷à è Í.Í.Áàõòàäçå (2003) [17],

Ê.Îñòðåìà è Á.Âèòòåíìàðêà (2008) [137]. Ñóòü ïîäõîäà ñîñòîèò â ôîðìàëèçàöèè äèíà-

ìè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñîäåðæàùåãî âîçìóùåíèÿ, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì

A(s)y̌[k] =
B(s)

F (s)
x̌[k] +

C(s)

D(s)
ε[k] (0.0.23)

(ñèìâîë s åñòü îïåðàòîðà ñäâèãà). Âñå èìåþùèåñÿ âîçìóùåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê íåâÿçêå óðàâ-

íåíèÿ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè ïîëó÷åííîé íåâÿçêå ïðèïèñûâàåòñÿ íååäèíè÷-

íàÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,

ïîýòîìó íåâÿçêà èìååò âèä C(s)
D(s)

ε[k] . Ïðè òàêîì ïîäõîäå öåëüþ îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ

ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå îøèáêó ïðîãíîçà íîâîãî èçìåðåíèÿ. Àïïðîê-

ñèìàöèÿ èçìåðåíèé ðåøåíèÿìè ìîäåëüíîé ñèñòåìû íà âñåì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ íå

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê öåëü îïòèìèçàöèè.

Ìåòîäû íà îñíîâå îøèáêè ïðîãíîçà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû è èìåþò ìíîæåñòâî

ìîäèôèêàöèé; ê ïåðå÷íþ öèòèðîâàííûõ âûøå ìîíîãðàôèé ìîæíî äîáàâèòü èçâåñòíûé

îòå÷åñòâåííûé ñïðàâî÷íèê ïî òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ïîä ðåä. À.À.Êðà-

ñîâñêîãî (1987) [114] è îáçîð Ò.Ñîäåðñòðîìà (2006) [245]. Ðàññìîòðèì ýòîò êëàññ ìåòî-

äîâ áîëåå ïîäðîáíî. Ìåòîäû ïî îøèáêå ïðîãíîçà åùå íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè [114, ãë.

5], ðàçîìêíóòûìè [42, 94], èëè íàèâíûìè [159]. Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè [114, ãë. 5],

ïðÿìûå ìåòîäû � ýòî ìåòîäû, â êîòîðûõ öåëåâûå ôóíêöèè äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî-

ëó÷àþòñÿ ïóòåì ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå ìîäåëè èçìåðåííûõ çíà÷åíèé x̌ , y̌

âìåñòî ìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ x , y . Â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðÿìûõ

ìåòîäîâ îò ìåòîäîâ òèïà îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè, âàðèàöèîííûõ, çàìêíóòûõ â òåð-

ìèíîëîãèè [40, 94], èëè ìåòîäîâ òèïà äå Ïðîíè. Â çàìêíóòûõ ìåòîäàõ êîýôôèöèåíòû

óðàâíåíèÿ èãðàþò âñåãî ëèøü ïîäñîáíóþ ðîëü, êàê ñðåäñòâî îïèñàíèÿ êëàññà ôóíêöèé,

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè èçìåðåíèé. Ïîýòîìó â öåëåâûõ ôóíêöèÿõ

çàìêíóòûõ ìåòîäîâ âñåãäà ÿâíî ïðèñóòñòâóþò ðåøåíèÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ, è öåëüþ

îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ðàññîãëàñîâàíèÿ íàáëþäåíèé ñ ðåøåíèÿìè ìîäåëü-

íîãî óðàâíåíèÿ. Â öåëåâûõ ôóíêöèÿõ ïðÿìûõ (�ðàçîìêíóòûõ�) ìåòîäîâ ïðèíöèïèàëü-

íî îòñóòñòâóþò ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé, è öåëåâûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò

êîýôôèöèåíòîâ è íàïðÿìóþ ïîäñòàâëåííûõ äàííûõ íàáëþäåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ

âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãíîç.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ �ïðÿìûõ� ìåòîäîâ âîñõîäèò ê ñòàòüå À.Í.Êîëìîãîðîâà (1941) [54] è

âî ìíîãîì ïîäîáíîé åé ðàáîòå Í.Âèíåðà (1942) [265], âûøåäøåé çà ðóáåæîì íåçàâèñèìî

è íåìíîãî ïîçæå. À.Í.Êîëìîãîðîâûì ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðåäñêà-

çàíèÿ è èíòåðïîëÿöèè ýëåìåíòîâ ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {..., x[k − 1], x[k], ...}
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. Ñòàâèëàñü çàäà÷à ïðè çàäàííûõ

p > 0 è l > 0 ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ai , ïðè êîòîðûõ

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

y = apx[k − 1] + . . .+ a1x[k − p]

íàèáîëåå òî÷íî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå x[k+ l] . Çà ìåðó òî÷íîñòè ïðèíè-

ìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå σ2 .
= M(x[k+ l]− y)2 . À.Í.Êîëìîãîðîâ îòìå÷àë, ÷òî

åñëè êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè b(i)
.
= M(x[k + i]x[k]) èçâåñòíû, ïîèñê îïòèìàëüíûõ

çíà÷åíèé ai íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

θ̂ = arg min
θ
‖y̌ − X̌θ‖2 (0.0.24)

äëÿ âåêòîðà y̌ è ìàòðèöû X̌ , ñîñòàâëåííûõ èç íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè:

y̌
.
=


y̌[1]
...

y̌[N ]

 .
=


x[p+ 1 + l]

...

x[p+N + l]

 , X̌
.
=


x[1] . . . x[p]
...

...

x[N ] . . . x[p+N − 1]

 . (0.0.25)

Äëÿ êîíå÷íîãî N èìååì

θ̂N
.
=

(
â1

...
âp

)
=
(
X̌>X̌

)−1
X̌>y̌. (0.0.26)

Äàæå åñëè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè b(i) çàðàíåå íå èçâåñòíû, â ïðåäåëü-

íîì ñëó÷àå N →∞ ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

θ̂N → θ̂ =


b(0) . . . b(p− 1)
...

. . .
...

b(p− 1) . . . b(0)


−1

b(p+ l)
...

b(1 + l)

 .

Íåòðèâèàëüíûé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé áûë íàéäåí À.Í.Êîëìîãîðîâûì, ñîñòîèò â

çàâèñèìîñòè íàèìåíüøåé äîñòèæèìîé îøèáêè σ2(θ̂) îò ÷èñëà p . Ñ ðîñòîì p âåëè÷èíà

îøèáêè óìåíüøàåòñÿ. Åñëè êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè b(i) , ãðóáî ãîâîðÿ, çàòóõàþò

áûñòðî ñ ðîñòîì i , òî ïðåäåë limp→∞ σ
2(θ̂) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí è âû÷èñëÿåòñÿ åãî

çíà÷åíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé x[k] è êîýôôèöèåíòîâ b(i) îáëàäàåò

îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì �ðåãóëÿðíîñòè�, òî ïðåäåëüíîå ïî p çíà÷åíèå îøèáêè ïðåä-

ñêàçàíèÿ ðàâíî íóëþ.

Ðàçâèòèåì ïîäõîäà Êîëìîãîðîâà�Âèíåðà ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè �ïî îøèá-
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êå ïðîãíîçà� (PEM, �prediction error methods�) [96, 136]. Èõ ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæå-

íèå äàíî â ìîíîãðàôèÿõ [137, 144, 195]. Â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ýòè ìåòîäû ñó-

ùåñòâåííî ïðîùå ðàññìîòðåííûõ âûøå íåëèíåéíûõ ÌÍÊ. Åñëè îáîçíà÷èòü ϕ[k]>
.
=

(x[k], . . . x[k + p− 1]) , òî

y̌[k] = ϕ[k]>θ∗ + e[k], (0.0.27)

ãäå θ∗ åñòü âåêòîð �èñòèííûõ� ïàðàìåòðîâ, è {. . . , e[k − 1], e[k], . . .} åñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (í. î. ð.) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì

ìàò. îæèäàíèåì è êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè îöåíêà ÌÍÊ

θ̂N (0.0.26) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè. Áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû

ïåðåõîäà ê θ̂N îò θ̂N−1 ïðè ïîñòóïëåíèè ïîðöèè èçìåðåíèé y̌[N ] , ϕ[N ] . Îíè îñíîâàíû

íà ðåêóððåíòíîì âû÷èñëåíèè ìàòðèöû

P−1(N)
.
= X̌>X̌ =

N∑
k=1

ϕ[k]ϕ[k]> = P−1(N − 1) + ϕ[N ]ϕ[N ]>. (0.0.28)

Îáíîâëåíèå îöåíêè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

θ̂N = θ̂N−1 − P (N)ϕ[N ]ϕ[N ]>θ̂N−1 + P (N)ϕ[N ]y̌[N ]

= θ̂N−1 + P (N)ϕ[N ]
(
y̌[N ]− ϕ[N ]>θ̂N−1

)
= θ̂N−1 +K[N ]ε[N ], (0.0.29)

ãäå K[N ] = P [N ]ϕ[N ] è âåëè÷èíà ε[N ] = y̌[N ] − ϕ[N ]>θ̂N−1 èãðàåò ðîëü îøèáêè ïðî-

ãíîçà. Ñ ïîìîùüþ ëåììû îá îáðàùåíèè ìàòðèö [105, ñ. 45] ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ

K[N ] = K[N − 1]ϕ[N ]
(
1 + ϕ[N ]>K[N − 1]ϕ[N ]

)−1
, (0.0.30)

P (N) =
(
I −K[N ]ϕ[N ]>

)
P (N − 1). (0.0.31)

Ôîðìóëû (0.0.29), (0.0.30), (0.0.31) íàçûâàþò ðåêóððåíòíûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ (ÐÌÍÊ) [114,137]. Åñëè ïàðàìåòðû îáúåêòà ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, ââî-

äèòñÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî �çàáûâàíèÿ� ïðîøëûõ îòñ÷åòîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðå-

êóðñèè ÐÌÍÊ (0.0.29), (0.0.30), (0.0.31) ðàçðàáîòàíû âàðàíòû àëãîðèòìîâ, ñðåäè êîòî-

ðûõ îòìåòèì ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì Ñ.Êà÷ìàæà:

θ̂N = θ̂N−1 −
ϕ[N ]

ϕ[N ]>ϕ[N ]

(
y̌[N ]− ϕ[N ]>θ̂N−1

)
è åãî âàðèàíòû ñ ïàðàìåòðàìè α > 0 , β ∈ (0, 2) :

θ̂N = θ̂N−1 − β
ϕ[N ]

α + ϕ[N ]>ϕ[N ]

(
y̌[N ]− ϕ[N ]>θ̂N−1

)
.

Ê ýòîìó æå êëàññó ïðîåêöèîííûõ îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû òèïà �ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîê-
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ñèìàöèè� (ÒÑÀ) [114, 5.7.3], íàïðèìåð, ñëåäóþùèé:

θ̂N = θ̂N−1 − P (N)ϕ[N ]
(
y̌[N ]− ϕ[N ]>θ̂N−1

)
,

ãäå P (N) =

(
N∑
k=1

ϕ[k]>ϕ[k]

)−1

,

è äðóãèå àëãîðèòìû. Íàøà öåëü íå ðàçáèðàòü èõ ïîäðîáíî, à ïîä÷åðêíóòü èõ èäåéíóþ

ñâÿçü ñ çàäà÷åé, ðàññìîòðåííîé À.Í.Êîëìîãîðîâûì (0.0.24), (0.0.25).

Ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ âûøå �ïðÿìûõ� âàðèàíòîâ ÌÍÊ ê äèíàìè÷åñêèì ìîäåëÿì

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ïîñòàíîâêàì çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè. Òàêèå ïîñòàíîâêè øèðîêî

ðàñïðîñòðàíåíû â ëèòåðàòóðå (öèòèðîâàíî âûøå). Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

A(s)y[k] = B(s)x[k],

ãäå s åñòü îïåðàòîð �ñäâèãà âïåðåä� ( sy[k]
.
= y[k + 1] ), à A(s) , B(s) ñóòü ìíîãî÷ëåíû

çàäàííûõ ïîðÿäêîâ p , q :

A(s) = sp + ap−1s
p−1 + . . .+ a0,

B(s) = bq−1s
q−1 + bq−2s

q−2 + . . .+ b0.

Ââîäèòñÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ
.
= (a0; . . . ; ap−1; b0; . . . ; bq−1) è âåêòîð ðåãðåññèè

ϕ[k − 1]
.
= (−y[k − p]; . . . ;−y[k − 1];x[k − p]; . . . ;x[k − p+ q − 1]) .

Ââèäó òîãî, ÷òî ðåãðåññèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà òå æå ïåðåìåííûå y â ïðîøëûå ìîìåíòû

âðåìåíè, ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ àâòîðåãðåññèè,

y[k] = ϕ[k − 1]>θ.

Èç èçâåñòíîé òåîðåìû Ãàóññà�Ìàðêîâà (ñì., íàïðèìåð, [140, ãë.1]) ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷à-

åìûå òàêèì îáðàçîì îöåíêè ÌÍÊ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíû íà êëàññå íåñìåùåííûõ

îöåíîê â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå, åñëè ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå âîçìóùåíèé ñ íó-

ëåâûì ñðåäíèì e[k] ∈M2(0, σ2I) â íåâÿçêå óðàâíåíèÿ:

A(s)y̌[k] = B(s)x̌[k] + e[k]. (0.0.32)

Ïîýòîìó òàêîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ íàçûâàåòñÿ åùå ìåòîäîì ïî íåâÿçêå

óðàâíåíèÿ (çàìåòèì, ÷òî íà êëàññå ñìåùåííûõ îöåíîê ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå îöåíêè

òèïà Ñòåéíà�Äæåéìñà, ðàâíîìåðíî ëó÷øèå îöåíîê íåñìåùåííûõ [18]). Åñëè ïðåäïî-

ëîæèòü íàëè÷èå âîçìóùåíèé â ïåðåìåííîé y̌ , ïîëó÷àåì ìåòîä ïî îøèáêå íà âûõîäå
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(�output error�, OE):

y̌[k] =
B(s)

A(s)
x̌[k] + e[k]. (0.0.33)

×òîáû ïðèäàòü ñìûñë äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ìîäåëüíûé ñèãíàë y[k] = y̌[k]− e[k] ïîä÷èíåí óðàâíåíèþ

y[k] + ap−1y[k − 1] + . . .+ a0y[k − p] =

= bq−1x̌[k − p+ q − 1] + . . .+ b0x̌[k − p].

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìèíèìóìó öåëåâîé ôóíêöèè

J(θ) =
N∑
k=1

(y̌[k]− y[k])2

ïîñðåäñòâîì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

θ̂N = θ̂N−1 + P (N)ϕ[N − 1]ε[N ], (0.0.34)

ϕ[N − 1] = (−y[N − p]; . . . ;−y[N − 1]; x̌[N − p]; . . . ; x̌[N − p+ q − 1]) ,

ε[N ] = y̌[N ]− ϕ[N − 1]>θ̂N−1.

Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y[1], . . . , y[p] ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè íå îïðåäåëÿþòñÿ.

Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà øóìà ε[k] ìàëà, òî ìîæíî ïîëîæèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ðàâíûìè èçìåðåíèÿì y̌[1], . . . , y̌[p] . Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé øóìà ε[k] âëèÿíèå îøèáêè

çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì N ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè ìíî-

ãî÷ëåíà A(s) . Íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ N ñîñòàâëÿþò íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ âðåìåí

ñàìîé ìåäëåííîé ìîäû ñîáñòâåííûõ îäíîðîäíûõ äâèæåíèé ìîäåëè, ò. å.

N � 1

− ln |s|max

, |s|max
.
= max {|s| : A(s) = 0} < 1. (0.0.35)

Îöåíêè ÌÍÊ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåìûå ïî ìîäåëÿì (0.0.32), (0.0.33), îêàçûâàþòñÿ ñìå-

ùåííûìè, åñëè îøèáêè â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè êîððåëèðîâàíû: M e[i]e[j] 6= 0 . Ïðè-

÷èíîé ñìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîå ìàò. îæèäàíèå Mϕ>[i]ε[i] 6= 0 . Äëÿ óñòðàíåíèÿ

ñìåùåíèÿ â ìîäåëü ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå êîððåëÿöèþ

îøèáîê:

A(s)y[k] = B(s)x[k] + C(s)e[k]. (0.0.36)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè â ýòîì ñëó÷àå òðåáóþòñÿ óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. À

èìåííî, ââîäèòñÿ îøèáêà ïðîãíîçà

ε[k] =y̌[N ]− ϕ[N − 1]>θ̂N−1, (0.0.37)

ãäå θ
.
= (a0; . . . ; ap−1; b0; . . . ; bq−1) ,

ϕ[k − 1]
.
= (−y[k − p]; . . . ;−y[k − 1];x[k − p]; . . . ;x[k − p+ q − 1]) .
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Íåäîñòóïíûå èçìåðåíèþ ïåðåìåííûå e[k] çàìåíÿþòñÿ îøèáêàìè ïðîãíîçà, ò. å. ìîäåëü

ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

y̌[k] = ϕ[k − 1]>θ + ε[k], (0.0.38)

ê êîòîðîìó ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÌÍÊ. Ýòîò ïîäõîä íàçûâàþò

ðàñøèðåííûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (Extended Least Squares, ELS) [137, ãë.

2]. Îòëè÷èå îò ðåêóðñèè ÌÍÊ (0.0.28), (0.0.29) ñîñòîèò â çàìåíå íàáëþäåíèé ϕ[N ] íà

ϕ[N − 1] . Äðóãîé âàðèàíò ìåòîäà ïîëó÷àåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèåì ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ

îøèáêè ïðîãíîçà. Åñëè âìåñòî (0.0.37) èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

Ĉ(s)ε[k] = Â(s)y̌[k]− B̂(s)x̌[k] (0.0.39)

è çàìåíèòü ϕ íà ϕ̃ , âû÷èñëÿåìûé èç óðàâíåíèÿ Ĉ(s)ϕ̃ = ϕ , áóäåò ïîëó÷åí ìåòîä, íà-

çûâàåìûé ðåêóððåíòíûì ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (Recursive Maximum

Likelihood, RML). Òàêîå íàçâàíèå, êàê ìîæíî óâèäåòü èç îïèñàíèÿ ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ

ñêîðåå ôîðìàëüíûì, ÷åì îòðàæàþùèì åãî ñóòü. Ñäåëàííûå óïðîùåíèÿ óâîäÿò ýòîò

ìåòîä îò îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [13,63,105], è ñòåïåíü óäàëåíèÿ îò òî÷-

íûõ ÌÏ-îöåíîê â ëèòåðàòóðå íå èññëåäîâàíà.

Ïî òîé æå ñõåìå ñòðîÿòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (0.0.23) (ñì. Ë.Ëüþíã (1987)

[195]).

Èäåíòèôèöèðóåìîñòü ìîäåëåé òèïà ðåêóððåíòíîãî ÌÍÊ äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ

ñëó÷àÿ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì. Äæ.Àãóåðî è Ã. Ãðý-

õýì (2006) [131]. Óñëîâèÿ èìåþò âèä îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäêè ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé

ðàçíûõ ïîäñèñòåì ìîäåëè è íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íóëåé è ïîëþñîâ ïåðåäàòî÷íûõ

ôóíêöèé ïîäñèñòåì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ ïîäîáíîãî ðîäà ìåòîäîâ ðåêóð-

ðåíòíîãî ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå óïðàâëÿåìîñòè ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ è áîëüøîé

äëèíû èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ (â ñðàâíåíèè ñ äëèòåëüíîñòüþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ),

Õ.-Ô.×åí (2008) [144].

Ðàñøèðåííûé ôèëüòð Êàëìàíà. Àëãîðèòì ÐÌÍÊ (0.0.29), (0.0.30), (0.0.31)

ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí [137, ñ. 51] êàê ôèëüòð Êàëìàíà äëÿ ïðîöåññà

θ∗N+1 = θ∗N ,

y̌[N ] = ϕ[N ]>θ∗ + e[N ]. (0.0.40)

Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü ïðèìåíèòü óðàâíåíèÿ (0.0.40) äëÿ ïîäñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ôèëü-

òðà Êàëìàíà. Òàêîé ìåòîä îöåíêè ïàðàìåòðîâ íàçûâàþò ðàñøèðåííûì ôèëüòðîì Êàë-

ìàíà. Èññëåäîâàíèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, ñì. [8, 193, 246] è

äð. Ñâÿçü îäíîãî èç âàðèàíòîâ ôèëüòðà Êàëìàíà ñ çàäà÷åé ÍÊÏÑ (STLS) îáñóæäà-
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ëàñü Á.ÄåÌóðîì (1993) [214]. Îòìå÷àåòñÿ ñëàáàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàñøèðåííîãî ôèëüòðà

Êàëìàíà ê îøèáêàì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ θ̂1 [206]. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü èçáû-

òî÷íîñòüþ ðàñøèðåííîãî ôèëüòðà. Ïî öåëåâîé ôóíêöèè îí ðàâíîñèëåí âàðèàöèîííûì

ìåòîäàì (È.Í.Áåëîãëàçîâ (1983) [8]), íî ââåäåíèå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê

èçáûòî÷íîñòè ñòðóêòóðû ìîäåëè.

Ìåòîä ïîäïðîñòðàíñòâ è àïïðîêñèìèðóþùàÿ èäåíòèôèêàöèÿ. Ìíîãîîáå-

ùàþùèì âûãëÿäèò ïîäõîä ñ îïðåäåëåíèåì ïîðÿäêà ìîäåëè èç äàííûõ èçìåðåíèé ïî

ìåòîäó ïîäïðîñòðàíñòâ (subspace identi�cation), ñì. Ï.Âàí Îâåðøåå, Á.Äå Ìóð (1996)

[259]. Ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà Ax[k+ 1] = x[k] +Bu[k] ,

y[k] = Cx[k] +Du[k] è èäåíòèôèöèðóåòñÿ â äâà ýòàïà: 1) ñòðîèòñÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåí-

êà ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè è ïî ýòîé ìàòðèöå îïðåäåëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêèé ïîðÿäîê

ìîäåëè è ìàòðèöû A , C ; 2) îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìàòðèöû

B , D . Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîäåëü èçíà÷àëüíî èìååò àïïðîêñèìèðóþùèé õàðàêòåð. Âî-

ïðîñû ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé îñâåùåíû â ìîíîãðàôèè

À.Àíòóëàñà (2005) [132]. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè îïèðàþòñÿ

íà ðàáîòó Â.Ì.Àäàìÿíà, Ä. Ç.Àðîâà, Ì. Ã.Êðåéíà (1971) [1]. Ñì. òàêæå ïîäðîáíîå èçëî-

æåíèå âîïðîñà â ñòàòüå Ê. Ãëîâåðà (1984) [161]. Òåñíàÿ ñâÿçü çàäà÷è àïïðîêñèìèðóþùåé

èäåíòèôèêàöèè ñ âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêîé ïîä÷åðêèâàëàñü Á.Äå Ìóðîì (1993) [214],

À.Î.Åãîðøèíûì (2004) (êðàòêî) [45].

Çàâåðøàÿ êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì, îòìåòèì, ÷òî

íàèáîëåå èíòåðåñíûå, íà íàø âçãëÿä, ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè â òå÷åíèå äâóõ ïîñëåä-

íèõ äåñÿòèëåòèé çà ðóáåæîì áûëè ñäåëàíû ñîòðóäíèêàìè Êàòîëè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà

ã.Ë¼âåíà (Áåëüãèÿ) � ïðîôåññîðàìè Áàðòîì Äå Ìóðîì, Äæóñîì Âàíäåâàëëå, Ñàáèíîé

Âàí Õóôôåëü ñ êîëëåãàìè è ó÷åíèêàìè (http://www.kuleuven.be/optec/people). Â ñâîþ

î÷åðåäü, ïðîôåññîð Á.ÄåÌóð íà÷èíàë íàó÷íóþ ðàáîòó ïîä ðóêîâîäñòâîì èçâåñòíåé-

øèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè îáðàáîòêè äàííûõ � ïðîôåññîðîâ Ò.Êàéëàòà (Ñòýíôîðä,

ÑØÀ) è Ë.Ëüþíãà (Ëèíêîïåíã, Øâåöèÿ).

Êëàññ ñèñòåì. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ äèíàìè-

÷åñêèõ (ðàçíîñòíûõ) ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèå îáúåêòû ÿâëÿ-

þòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, åñëè îïðåäå-

ëèòü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ÷åðåç óñëîâèå çàâèñèìîñòè òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îò

ñîñòîÿíèÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè è îò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (çàìåòèì, ÷òî

äðóãîå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � êàê àáñòðàêòíîãî îòîáðàæåíèÿ �âõîä-

âûõîä� � âîñõîäÿùåå ê àêñèîìàòèêå ß.Âèëëåìñà (1989) [19], èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ ïî

àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè èäåíòèôèêàöèè Â.À.Ðóñàíîâà, À.Â.Äàíååâà, À.Â.Ëàêååâà,

Þ.Â.Ëèíêå (1994, 2001, 2011 è äð.) [28, 29, 108]). Âûáîð ïðîñòåéøèõ ñèñòåì îáóñëîâ-

ëåí æåëàíèåì ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èññëåäîâàíèè íàèëó÷øèõ òåîðåòè÷åñêè äîñòèæè-

ìûõ ãðàíèö ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêæå ìîæíî

âñïîìíèòü èçâåñòíîå ïîëåìè÷íîå âûñêàçûâàíèå Ð.Êàëìàíà (1983) [175] (õîòÿ è íå áåñ-
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ñïîðíîå), ÷òî îáùàÿ òåîðèÿ íà÷èíàåòñÿ òàì, ãäå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå
∗).

Àíàëèç ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé â 3-é ãëàâå ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ñðàâíèòåëüíûå õàðàê-

òåðèñòèêè íåëèíåéíûõ îðòîðåãðåññèîííûõ ìåòîäîâ, à â 5-é ãëàâå ïîçâîëèë ïîëó÷èòü

ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè èäåíòèôèêàöèè è ââåñòè îáùèé (íå ïðèâÿçàííûé ê

ìåòîäó) àïðèîðíûé êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ëèíåéíûõ ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé. Íàêîíåö, äàëåêî íå âñå åùå èçó÷åíî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, à áåç

ïîñòðîåíèÿ êðåïêîãî ôóíäàìåíòà íåò íàäåæäû íà ïðî÷íîñòü çäàíèÿ �òåîðèè èäåíòè-

ôèêàöèè�. �Much work remains to be done�, êàê ïèñàëè Ê.Îñòðåì è Ï.Ýéêõîôô ïîñëå

Ïðàæñêîãî Ñèìïîçèóìà IFAC åùå ñîðîê ëåò íàçàä, ñì. îáçîð Ë.Ëüþíãà (1996) [196].

Àêöåíò â èññëåäîâàíèè äåëàåòñÿ íà ñëó÷àå ìàëîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ è êîíå÷íûõ

òðàåêòîðèé. Ïîýòîìó âíå ðàññìîòðåíèÿ îñòàþòñÿ èíòåðåñíåéøèå îáëàñòè, ñâÿçàííûå ñ

íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ìîäåëÿìè (Â.ß.Êàòêîâíèê (1985) [50], Ñ.À.Àïàðöèí (1999) [6] è

äð.) è ÷àñòîòíûìè ìåòîäàìè (À. Ã.Àëåêñàíäðîâ, Þ.Ô.Îðëîâ (2005) [4,95], Þ.Ô.Îðëîâ

(2006) [95] è äð.). Ìû îòäàåì ñåáå îò÷åò, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ

ìû îêàçûâàåìñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîì ïîëþñå �ïëàíåòû Èäåíòèôèêàöèÿ� ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ðàáîòàìè, â êîòîðûõ îñíîâíûå óñèëèÿ íàïðàâëåíû íà �ðàñøèðåíèå òðàäèöèîí-

íûõ êëàññîâ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ� (À.Â.Äàíååâ,

Â.À. Ðóñàíîâ (1994, 2001) [28,29] è äð.). Íàñ óòåøàåò ìûñëü, ÷òî àíòèïîäû õîòÿ è õîäÿò

ââåðõ íîãàìè è ãîâîðÿò íà ðàçíûõ ÿçûêàõ, íî ïî÷âà ïîä íîãàìè ó âñåõ îäíà, è íåáî íàä

ãîëîâîé îäíî, õîòÿ áû è ñîçåðöàëè îíè ðàçíûå ñîçâåçäèÿ.

Àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò. Ñóùåñòâåííåéøóþ ðîëü â òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì èã-

ðàåò àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò àëãåáðû ìíîãî÷ëåííûõ è ðàöèîíàëüíûõ ìàòðèö. Óñëîâèÿ

óïðàâëÿåìîñòè, íàáëþäàåìîñòè, èäåíòèôèöèðóåìîñòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàèáîëåå ïðî-

ñòî ïîëó÷àþòñÿ è èññëåäóþòñÿ íà ÿçûêå ìíîãî÷ëåííûõ îïèñàíèé. Öåíòðàëüíûì ìîìåí-

òîì ÿâëÿåòñÿ ïîíèìàíèå, â êàêîì ñìûñëå ìíîãî÷ëåííîå îïèñàíèå è åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíîé ñèñòåìå è åå ïðåîáðàçîâàíèÿì. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Õ.Ðîçåíáðîêà

(1970) [237] (ñì. òàêæå ìîíîãðàôèè Â.Âîëîâè÷à (1974) [268], Å.Ì.Ñìàãèíîé (1990)

[111]), ïåðåõîä ê ìíîãî÷ëåííûì îïèñàíèÿì îñíîâûâàëñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà

èëè z -ïðåîáðàçîâàíèè íà (ïîëó-) áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ñ

ïîëàãàíèåì íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðîöåññîâ ðàâíûìè íóëþ. Ïðè âñåé ïðî-

ñòîòå, òàêîé ïîäõîä íàëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëÿþòñÿ

ïðîöåññû (òðàåêòîðèè) èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Óñëîâèåì êîððåêòíîñòè ïåðåõîäà ê ìíî-

ãî÷ëåííûì îïèñàíèÿì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå èçìåðåíèé òðàåêòîðèé äëèíîé ìíîãî

áîëüøå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñèñòåìû, ÷òîáû îñëàáèòü âëèÿíèå

íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (Ë.Ëüþíã (1987) [195], Õ.-Ô.×åí (2008) [144]).

Ñïóñòÿ äåñÿòèëåòèå ïîñëå ðàáîò Õ.Ðîçåíáðîêà áûë ðàçâèò àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê

ïîñòðîåíèþ ìíîãî÷ëåííûõ îïèñàíèé � áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà èëè

∗)Под это ”определение” общей теории не подпадают, например, методы теории графов и много
других разделов теории дискретной оптимизации, того, что за рубежом принято называть ”computer
science”.
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åãî äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ. Ýòîò ïîäõîä äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì áûë ñâÿçàí ñ ââåäåíè-

åì ôîðìàëüíîãî ñèìâîëà ñäâèãà s â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ èëè ïîëóáåñêîíå÷íûõ

÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìîäåëèðóþùèõ ñèãíàëû âõîäà è âûõîäà èññëåäóåìîé

ñèñòåìû, ñì. Õ.Áëîìáåðã è Ð.Èëèíåí (1983), ß.Âèëëåìñ (1989) [19, 141]. Âìåñòî èíòå-

ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàëîñü ôîðìàëüíîé çàìåíîé ñèìâîëà.

Òàêîé ñïîñîá ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé (ïðî-

öåññîâ) ëèíåéíîé ñèñòåìû ê ñîîòâåòñòâóþùèì èì íóëåâûì ôóíêöèîíàëàì â ñîïðÿæåí-

íîì ïðîñòðàíñòâå [118]. Ïðè ýòîì ïîäõîäå âûäåëÿëèñü åñòåñòâåííûå äóàëüíûå ïîíÿòèÿ

ïîâåäåíèÿ è îïèñàíèÿ ñèñòåìû � êàê ìíîæåñòâ âñåõ òðàåêòîðèé (ïðîöåññîâ) ñèñòåìû è

êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîñèëüíûõ (â òîì ÷èñëå ìíîãî÷ëåííûõ) îïèñàíèé â ñîïðÿæåí-

íîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ äàííîãî ïîâåäåíèÿ. Çà ðóáåæîì ß.Âèëëåìñîì (1989) [19] áûë

ââåäåí òåðìèí behavioural approach � èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå îïèñàíèé ñèñòåì èñ-

õîäÿ èç ïðåäúÿâëåííîãî ïîâåäåíèÿ.

Â îáîèõ ñïîñîáàõ ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåííûì îïèñàíèÿì (Õ.Ðîçåíáðîêà è Õ.Áëîìáåð-

ãà) ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü òðàåêòîðèè (ïðîöåññà)

ñèñòåìû, ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ýòèõ

äâóõ ïîäõîäîâ íåäîñòàòî÷íî.

Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Óñëîâèÿì ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìî-

ñòè ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, ñì., íàïðèìåð, îáçîð Â.Íãóåíà, Ý.Âóäà (1982) [216], ìî-

íîãðàôèþ Ý.Óîëòåðà (1982) [263]. Ýòè óñëîâèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà îñíîâíûõ âèäà:

1) ïîëíîòû íàáëþäåíèé [100,244]; 2) èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî íàèëó÷øèì (ïîëíûì) íà-

áëþäåíèÿì. Ïåðâûå èíîãäà íàçûâàþò ñîáñòâåííî óñëîâèÿìè èäåíòèôèöèðóåìîñòè, à

âòîðûå � óñëîâèÿìè ðàçëè÷èìîñòè (distinguishability), ñì. Ñ.Âàæäà, Õ.Ðàáèö (1988,

1994) [251, 254]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ïðèíöèïèàëüíî íå çàâèñÿò íè îò

ñïîñîáà íàáëþäåíèé, íè îò àëãîðèòìà èëè ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè, à çàâèñÿò òîëüêî îò

âèäà ïàðàìåòðèçàöèè è ñòðóêòóðû ñèñòåìû. Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ïåðâûìè, êòî

ïîä÷åðêíóë âàæíîñòü ôîðìóëèðîâàíèÿ óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè áåçîòíîñèòåëüíî

êîíêðåòíîãî ìåòîäà èëè àëãîðèòìà, áûëè À.Â.Äàíååâ è Â.À.Ðóñàíîâ (1994) [28]; ñì.

òàêæå äâå ñòàòüè àâòîðà äèññåðòàöèè (1994) [67, 198]. Â ðàáîòå 2001 ã. [29] À.Â.Äàíååâ

è Â.À.Ðóñàíîâ èññëåäîâàëè âîïðîñû èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Îñîáíÿêîì ñòîèò î÷åíü èíòåðåñíàÿ ñòàòüÿ À.Â. Ãíåäèíà è À.À.ßðàëîâà

(1988) [25], â êîòîðîé èññëåäîâàëèñü ñòðóêòóðíûå àñïåêòû ðàçëè÷èìîñòè äëÿ ñòàöè-

îíàðíûõ ñèñòåì â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà.

Â ñèñòåìàõ èç îäíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî óñëîâèå ïîëíî-

òû íàáëþäåíèé, à óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè, êàê ïðàâèëî, âûãëÿäèò òðèâèàëüíî. Â ñè-

ñòåìàõ èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, îïèñûâàþùèõ îáðàòíûå ñâÿçè èëè ëè-

íåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä ïðîöåññîâ) íà ïåðâîå ìåñòî ïî ñëîæíîñòè âûõîäÿò óñëî-

âèÿ ðàçëè÷èìîñòè. ×òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè, èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàâ-

íîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, âïåðâûå ïðèìåíåííûé Ê. Ãëîâåðîì è ß.Âèëëåìñîì (1974)
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äëÿ èññëåäîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåì â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà [160].

Ýòîò ìåòîä ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàë Ý.Óîëòåð (1982) [263]. Ñ. Âàæäà è Õ.Ðàáèö

(1989) [252, 253] ïðåäëîæèëè äëÿ íåãî íàçâàíèå �ïîäõîä íà îñíîâå èçîìîðôèçìà ñî-

ñòîÿíèé� (state isomorphism approach) èëè �ïîäõîä íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ�

(similarity transformation approach), ïðèìåíÿÿ åãî â òîì ÷èñëå è äëÿ íåëèíåéíûõ ñè-

ñòåì. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ áîëåå îáùåãî íàçâàíèÿ �ìåòîä ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé�, ââèäó òîãî, ÷òî âàðèàíòû, ïðåäëîæåííûå Ñ.Âàæäîé, îòíîñÿòñÿ ê ðàâíîñèëüíûì

ïðåîáðàçîâàíèÿì ëèíåéíûõ èëè ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì òîëüêî â íîðìàëüíîé ôîðìå

1-ãî ïîðÿäêà.

Ñóòü ìåòîäà ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðîñòîé ãðóïïû

ïðåîáðàçîâàíèé ψ ∈ Ψ , êîòîðûìè ìîæíî áûëî áû ñâÿçàòü âñå ðàâíîñèëüíûå ñèñòå-

ìû èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà {Sθ, θ ∈ Θ} . Äðóãèìè ñëîâàìè, íàëè÷èå
ãðóïïû Ψ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè (è òîëüêî åñëè) äâå ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû: Sξ ∼ Sθ � òî

âñåãäà íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ψ = ψ(ξ, θ) ∈ Ψ , êîòîðîå èõ ñâÿçûâàåò: Sξ = ψSθ . Ïðè

òàêîì ïîäõîäå óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè (ðàçëè÷èìîñòè) ïðèîáðåòàåò âèä:

∃ ψ ∈ Ψ Sξ = ψSθ ⇒ ξ = θ.

Äëÿ ñèñòåì â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k],

y[k] = Cx[k],

k ∈ 1, N

ìåòîä ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ èäåíòèôèöèðó-

åìîñòè: (
Aξ = PAθP

−1, Bξ = PBθ, Cξ = CθP
−1
)
⇒ ξ = θ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñëåäñòâèé ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ ðàçíûõ âèäîâ çàâèñèìîñòè ìàò-

ðèö îò ïàðàìåòðà θ è ðàçíûõ ñèñòåìíûõ ñòðóêòóð îòðàæåíû â ìîíîãðàôèè Ý.Óîëòåðà

(1982) [263]; íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû Ò.Â.Àâäååíêî (2001) [2]. Íà ýòîì ïóòè â ðÿ-

äå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè â

âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè ñïåöèàëüíûõ ïîäìàòðèö.

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà

y̌[k] =
B(s)

A(s)
x̌[k] + e[k],

ãäå A(s) , B(s) � ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû ñ îïðåäåëèòåëåì íåíóëåâîé ñòåïåíè, e[k] �

ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ, s � ñèìâîë ñäâèãà, Á. Ã. Âîð÷èê (1985) [22] ïîëó÷èë óñëîâèå

èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå

(Aξ(s), Bξ(s)) = ψ(s) (Aθ(s), Bθ(s)) ⇒ ξ = θ, (0.0.41)
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ãäå ψ(s) � ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà. Óñëîâèå Á. Ã.Âîð÷èêà (0.0.41) èç-çà íàëè÷èÿ ìíîãî-

÷ëåííûõ ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîíñòðóêòèâíî â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ðàçðåøèìîñòü

íå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì. Ïîýòîìó îíî îáû÷íî èñïîëü-

çóåòñÿ äëÿ ìàòðèö íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Gθz = 0 óñëî-

âèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðèíèìàþò âèä

Gξ = PGθ ⇒ ξ = θ.

Åñëè ñèñòåìû äèíàìè÷åñêèå, òî íóæíî ó÷åñòü êëåòî÷íóþ òåïëèöåâîñòü ìàòðèöû Gθ .

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íîâûå êîíñòðóêòèâíûå ðåçóëüòàòû ïî óñëîâèÿì èäåíòèôèöèðóåìîñòè,

íàèáîëåå áëèçêèå ê íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì, áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè

(ãëàâà 2).

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàÿ îáùóþ êàðòèíó ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè, ìîæíî îáíàðóæèòü

ìíîãî áåëûõ ïÿòåí è ïëîõî ïðîðèñîâàííûõ îáëàñòåé, äàæå â ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ ëè-

íåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàê è â ëþáîé äðóãîé îáëàñòè íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ,

óãëóáëåíèå íåðåäêî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ãîðèçîíòîâ è íîâûõ ïåðñïåêòèâ, ïî-

äîáíî êàðòèíàì ôðàêòàëîâ, êîòîðûå ìîæíî óâåëè÷èâàòü äî áåñêîíå÷íîñòè, íå äîáèðà-

ÿñü äî êîíå÷íîé ïðîñòîòû. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå çàäà÷è, èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû è

âïåðâûå ðåøàåìûå â äèññåðòàöèè:

∗ Êîððåêòíîå îáîñíîâàíèå ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåííûì îïèñàíèÿì ëèíåéíîé äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâàõ òðàåêòîðèé êîíå÷íîé äëèíû.

∗ Îòêàç îò óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëÿåìîñòè, êîòîðûå òåðÿþò àêòóàëüíîñòü

ïðè êîíå÷íûõ äëèíàõ íàáëþäàåìûõ ïðîöåññîâ (òðàåêòîðèé âõîäà è âûõîäà). Îáîñ-

íîâàíèå âñåõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ áåç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëÿåìî-

ñòè.

∗ Èññëåäîâàíèå óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ äåòåðìè-

íèðîâàííûõ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ öåëüþ ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûå

óñëîâèÿ â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè.

∗ Èññëåäîâàíèå óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè ðàçíîãî òèïà; ðàññìîòðå-

íèå ýòèõ ñèñòåì ñ îáùèõ ïîçèöèé; ïîëó÷åíèå â ðÿäå ñîäåðæàòåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àåâ êîíñòðóêòèâíûõ óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè.

∗ Ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñîñòîÿòåëüíîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïî èçìåðå-

íèÿì êîíå÷íûõ îòðåçêîâ òðàåêòîðèé (ïðîöåññîâ) ñ àääèòèâíûìè âîçìóùåíèÿìè.
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∗ Èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîñòîÿòåëüíûõ (âàðèàöèîííûõ) îöåíîê ïà-

ðàìåòðîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïî èçìåðåíèÿì òðàåêòîðèé êîíå÷íîé äëèíû; âû÷èñ-

ëåíèå èíôîðìàöèîííûõ ìàòðèö, õàðàêòåðèçóþùèõ íàèëó÷øèå äîñòèæèìûå ãðà-

íèöû àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê; ïîèñê ðàñïðåäåëåíèé íàáëþäåíèé,

äëÿ êîòîðûõ âàðèàöèîííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

∗ Ïîëó÷åíèå ãàðàíòèðîâàííûõ ãðàíèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ê âîç-

ìóùåíèÿì ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé.

∗ Ïîñòðîåíèå íîâûõ àïðèîðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé èäåí-

òèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íà îñíîâå ïîëó÷åí-

íûõ êîíñòàíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê ê âîçìóùåíèÿì.

∗ Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ê çàäà÷àì àíàëèçà âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ ñ òðåíäàìè; ïîëó÷åíèå óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè êàê ñëàãàåìûõ

ïðîöåññîâ ðÿäà è òðåíäà, òàê è ïàðàìåòðîâ îïèñûâàþùèõ èõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé.

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðå-

çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè àâòîðîì:

1. Âïåðâûå ïðåäëîæåí è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí ñïîñîá êîððåêòíîãî ïîñòðîåíèÿ

ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðè÷íûõ îïèñàíèé ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ òðàåêòî-

ðèÿìè êîíå÷íîé äëèíû; ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïðèìåíèòü àíàëèòè÷åñêóþ òåõ-

íèêó òåîðèè ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè

òðàåêòîðèÿìè è ïîëó÷èòü áîëüøîå ÷èñëî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè (ðàçëè÷è-

ìîñòè) ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â âèäå îãðàíè-

÷åíèé íà ðàíãè ïîäìàòðèö, èç èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå íàèáîëåå áëèçêèå ê íåîáõî-

äèìûì. Ïîëó÷åíû îáùèå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ

ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè ðàçíîãî òè-

ïà; íà îñíîâå àíàëèçà ñëîæíîñòè óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðåäëîæåíà íîâàÿ

êëàññèôèêàöèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èçâåñòíîé

êëàññèôèêàöèè Ë.Ëüþíãà;

3. Îïðåäåëåí íîâûé êëàññ ìíîãîìåðíûõ âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ (ââåäåíè-

åì öåëåâûõ ôóíêöèé ñ ÿäðàìè â âèäå ñóììû ïðîåêòîðîâ), âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âñå

îñíîâíûå òèïû îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå; âïåðâûå

äîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü äëÿ âñåãî êëàññà âàðèàöèîííûõ îöåíîê, èññëåäîâàíû
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àñèìïòîòè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà; âïåðâûå âû÷èñëåíû èíôîðìàöèîííûå

ìàòðèöû äëÿ âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè è îïèñàíû óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ âàðèàöèîííûå ìåòîäû (ÂÌ, GTLS, STLS) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

4. Ïðåäëîæåí íîâûé îáùèé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ îöåíîê, îñíîâàííûé íà ëèíåàðèçà-

öèè öåëåâîé ôóíêöèè è ïîíÿòèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè â ñëó÷àå ìàëûõ

àìïëèòóä âîçìóùåíèé; íà îñíîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè âàðèàöè-

îííîãî ìåòîäà (ÂÌ, GTLS, STLS) ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îáëàäàþò íàèìåíüøåé

äèñïåðñèåé ñðåäè âñåõ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê.

5. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü âàðèàöèîííûõ îöåíîê ê âîçìóùåíèÿì ïðè êîíå÷íîì

÷èñëå íàáëþäåíèé; ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, íàèëó÷øèå â ïðåäåëå ìàëûõ

âîçìóùåíèé; íà ýòîé îñíîâå ïðåäëîæåíû íîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ àïðèîðíûõ

è àïîñòåðèîðíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ

ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíà ïðîáëåìà Ê.Ëàíöîøà (1956)

àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò.

6. Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ïðåäëîæåíî ðåøåíèå ïðîáëåìû È.È.Ïåðåëüìàíà

(1981) áîëüøîãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ïðè èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî èçìåðåíèÿì òðàåêòîðèé êîíå÷íîé äëèíû; ïîêàçàíî, ÷òî

âñåãäà ñóùåñòâóþò ðàâíîñèëüíûå ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè

çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ öåëåâûõ ôóíê-

öèé íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè âåêòîðà èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

7. Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ñóììàðíîé (äèçúþíêòèâíîé) ñèñòåìû; îïèñàíû ñïîñîáû

ïîñòðîåíèÿ è ñâîéñòâà ñóììàðíûõ ñèñòåì; ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè âàðèàöèîííîì ïîäõîäå ê çàäà÷àì àíàëèçà âðåìåííûõ

ðÿäîâ ñ òðåíäàìè, à òàêæå ïðè âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì

ïðè íàëè÷èè â èçìåðåíèÿõ íåîïðåäåëåííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ èç

çàäàííûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé; âïåðâûå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñîâìåñòíîé èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòè ïðîöåññîâ (òðàåêòîðèé) è ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ðÿäîâ è óðàâíåíèé

òðåíäîâ ïî íàáëþäåíèÿì ñóììàðíûõ ïðîöåññîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ êîíôðåíöè-

ÿõ è ñåìèíàðàõ: Ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè �7 èì. ß. Ç.Öûïêèíà ¾Àäàïòèâíûå è ðîáàñòíûå

ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ¿ Èíñòèòóòà ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ (ðóê. ä. ò. í. Á.Ò.Ïîëÿê);

ñåìèíàðû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ: Îáùåèíñòèòóòñêèé ìà-

òåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð (ðóê. àêàä. Þ.Ã. Ðåøåòíÿê ), ñåìèíàð ¾Ìàòåìàòèêà â ïðèëî-

æåíèÿõ¿ (ðóê. àêàä. Ñ.Ê. Ãîäóíîâ), ñåìèíàð ¾Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà¿ (ðóê. ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ã.Â.Äåìèäåíêî); 2-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð

¾Íåëèíåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è¿ (Èðêóòñê, 2010); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-

ôåðåíöèÿ ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíôîðìàöè-
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îííûå òåõíîëîãèè¿ (Óëàí-Óäý, 2009); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èäåíòèôèêàöèÿ

ñèñòåì è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ¿ SICPRO (Ìîñêâà, 2000, 2004, 2006, 2009); Êîíôåðåí-

öèÿ ¾Ìàòåìàòèêà â ñîâðåìåííîì ìèðå¿ (Íîâîñèáèðñê, 2007); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ ¾À.Í.Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿ (Ìîñêâà, 2006); Ìåæäóíàðîäíàÿ

êîíôåðåíöèÿ ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ ÌÊÏÓ III (Ìîñêâà, 2006); Ìåæäóíàðîäíàÿ

êîíôåðåíöèÿ IASTED ïî àâòîìàòèçàöèè, óïðàâëåíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãè-

ÿì ACIT'02 (Íîâîñèáèðñê, 2002); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà â ïðè-

ëîæåíèÿõ¿ (Íîâîñèáèðñê 1999); III Ñèáèðñêèé êîíãðåññ ïî ïðèêëàäíîé è èíäóñòðè-

àëüíîé ìàòåìàòèêå (ÈÍÏÐÈÌ-98) (Íîâîñèáèðñê, 1998); Ñèáèðñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî

ïðèêëàäíîé è èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêå ïàìÿòè Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à (Íîâîñèáèðñê,

1994); X Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (Ñàðà-

òîâ, 1993); IMACS/IFAC International Workshop on Methods and Software for Automatic

Control Systems (Èðêóòñê, 1991); 5-å Âñåñîþçíîå ñîâåùàíèå ¾Ìåòîäû òåîðèè èäåíòèôè-

êàöèè â çàäà÷àõ èçìåðèòåëüíîé òåõíèêè è ìåòðîëîãèè¿ (Íîâîñèáèðñê, 1989); X Ñîâå-

ùàíèå ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (Àëìà-Àòà, 1986).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 30 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå

â 13 ñòàòüÿõ â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ äîêòîð-

ñêèõ äèññåðòàöèé. Èç ñîâìåñòíûõ äîêëàäîâ íà êîíôåðåíöèÿõ â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì è íå íàðóøàþùèå àâòîðñêèõ ïðàâ äðóãèõ ëèö.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç 6 ãëàâ ñ ïðèëîæåíèÿìè, ââåäåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ.

Â 1-é ãëàâå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû àëãåáðû ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè òðàåêòî-

ðèÿìè. Öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì èãðàåò àíàëèòè÷å-

ñêèé àïïàðàò àëãåáðû ìíîãî÷ëåííûõ è ðàöèîíàëüíûõ ìàòðèö. Ãëàâíûì ìîìåíòîì ÿâëÿ-

åòñÿ ïîíèìàíèå, â êàêîì ñìûñëå ìíîãî÷ëåííîå îïèñàíèå è åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþò ëèíåéíîé ñèñòåìå è åå ïðåîáðàçîâàíèÿì. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Õ.Ðîçåíáðîêà (1970)

(ñì. òàêæå ìîíîãðàôèè Â.Âîëîâè÷à (1974), Å.Ì.Ñìàãèíîé (1990)), ïåðåõîä ê ìíîãî-

÷ëåííûì îïèñàíèÿì îñíîâûâàëñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè

Ï.Ëàïëàñà èëè Z -ïðåîáðàçîâàíèè íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, êàê ïðà-

âèëî, ñ ïîëàãàíèåì íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðîöåññîâ ðàâíûìè íóëþ. Ýòî íà-

ëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðîöåññû â èññëåäóåìîé

ñèñòåìå. Äëèíà èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ äîëæíà áûòü ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî âðå-

ìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñèñòåìû, ÷òîáû îñëàáèòü âëèÿíèå íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé (Ë.Ëüþíã (1991), Õ.-Ô.×åí (2008)).

Â 1980-õ ãã. ïîëó÷èë ðàçâèòèå àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìíîãî÷ëåííûõ

îïèñàíèé. Âìåñòî Z -ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ââîäèëñÿ ôîðìàëüíûé

ñèìâîëà ñäâèãà s â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ èëè ïîëóáåñêîíå÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé, ìîäåëèðóþùèõ ïðîöåññû â èññëåäóåìîé ñèñòåìå. Âîçíèêàþùèå ïðè

ýòîì ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû îò ñèìâîëà s ñîïîñòàâëÿþòñÿ íóëåâûì ôóíêöèîíàëàì â

ïðîñòðàíñòâå, ñîïðÿæåííîì ê ïðîñòðàíñòâó òðàåêòîðèé (ïðîöåññîâ) ëèíåéíîé ñèñòåìû
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(Õ.Áëîìáåðã, Ð.Èëèíåí (1983), ß.Âèëëåìñ (1989)).

Â îáîèõ ñïîñîáàõ ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåííûì îïèñàíèÿì (Õ.Ðîçåíáðîêà è Õ.Áëîì-

áåðãà) ñóùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïðîöåñ-

ñîâ ñèñòåìû. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè äëèíàìè òðàåêòîðèé â 1-é ãëàâå

îáîñíîâûâàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåííûì îïèñàíèÿì � ÷åðåç óñòàíîâëå-

íèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãðóïïîé S ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû è ãðóïïîé

ëåâûõ óìíîæåíèé àññîöèèðîâàííûõ ñ ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö. Äëÿ îïèñàíèÿ

ãðóïïû S ââîäÿòñÿ íîâûå ïîíÿòèÿ: ðàñøèðåííîé êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû ñèñòå-

ìû è ìíîæåñòâà ïðîäîëæèìûõ òðàåêòîðèé. Ïîíÿòèå ïðîäîëæèìîé òðàåêòîðèè ïîçâî-

ëèëî ñîïðÿ÷ü ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äëÿ êîíå÷íî-òðàåêòîðíûõ ñèñòåì

ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñèñòåì ñ àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûìè èíòåð-

âàëàìè íàáëþäåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû 1-é ãëàâû èñïîëüçóþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè. Îíè îïóá-

ëèêîâàíû àâòîðîì â æóðíàëàõ �Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ� (1994) [67],

�Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà� (1996) [68], �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� (2003) [73].

Âî 2-é ãëàâå èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ ëèíåé-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � ñíà÷àëà áåç âîçìóùåíèé, à çàòåì ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè âîç-

ìóùåíèÿìè. Ïîä èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû (áåç âîçìóùåíèé)

ïîíèìàåòñÿ îäíîýëåìåíòíîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðè çàäàí-

íîì ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû òàê íàçû-

âàåìîé ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè, ò. å. àñïåêòû, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì ðàñ-

ïîëîæåíèÿ çàâèñèìûõ îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû íà îä-

íîçíà÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà ïî ìíîãîîáðàçèþ ðåøåíèé ñèñòåìû. Îòäåëüíî

èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû íóëåâîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóåìûå â ýêîíîìåòðèêå. Äëÿ íèõ äîêàçàíû

íîâûå òåîðåìû: 1) î ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìîì

äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû ñèñòåìû íà âñåì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ (òåîðåìà 2.2.4); 2) î ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ,

íåîáõîäèìîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè íà âñåì ìíîæåñòâå

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (òåîðåìà 2.2.5).

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ( p > 0 ) ïîëó÷åíû íîâûå ñàìûå ñëàáûå èç èçâåñòíûõ

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè ïîäìàòðèö

ìàëîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû (òåîðåìà 2.3.1). Îïèñàí øèðîêèé êëàññ ëîêàëüíî-

ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðàíãîâûå óñëîâèÿ

èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè (òåîðåìà 2.3.2).

Îòäåëüíî èññëåäîâàíû ñèñòåìû ñ ïîëèíîì-îïåðàòîðíûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè, ó êî-

òîðûõ âìåñòî îïåðàòîðà ñäâèãà s èñïîëüçóåòñÿ çàäàííûé ìíîãî÷ëåí ϕ(s) îò îïåðàòîðà

ñäâèãà. Ýòî ìîæåò áûòü ìíîãî÷ëåí ëþáîãî èç ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ èëè èõ ñòåïåíåé, íàïðèìåð ϕ(s) = [(s− 1) /h]p . Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ

ñèñòåì ñîõðàíÿò ñèëó âñå ðåçóëüòàòû ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó-

÷àÿ ϕ(s) ≡ s . Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðèìåíÿåìîé òåõíèêå äîêàçàòåëüñòâà âñå
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ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè áåç ñóùåñòâåííûõ èç-

ìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êîãäà ñèìâîë s ïîíèìàåòñÿ

êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Äàëåå âî 2-é ãëàâå èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñî ñòîõàñòè-

÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå ïîä èäåíòèôèöèðó-

åìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà ïî çàäàííîìó âåðîÿò-

íîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû. Ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé

èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå íåðàçðåøèìîñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âè-

äà. Ýòîò êðèòåðèé ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì

è äîñòàòî÷íûì (òåîðåìà 2.5.1). Îïèñàíû ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííûé

êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ ðàíãîâûìè óñëîâèÿìè èäåíòèôèöèðóåìîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ

ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ ñëîæíîñòè óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè

äëÿ ðàçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñòðóêòóðû âîçìóùåíèé ìîæíî ïðåäëîæèòü íîâóþ êëàñ-

ñèôèêàöèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îòëè÷àþùóþñÿ îò èçâåñòíîé êëàññè-

ôèêàöèè Ë.Ëüþíãà.

Ðåçóëüòàòû 2-é ãëàâû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ �Siberian advances in mathematics�

(1994) [198], �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ ÒÑÓ� (2002) [72], �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� (2003)

[73], �Ñèáèðñêèé æóðíàë èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè� (2003) [74], è Òðóäàõ ìåæäóíà-

ðîäíûõ êîíôåðåíöèé CIMAF'99, CIMAF'01 (Ãàâàíà, Êóáà) [199, 200],

SICPRO'00 (Ìîñêâà) [71], IASTED'02 (Anaheim, Calgary, Zurich) [201].

Â 3-é ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé êëàññ îöåíîê � âàðèàöèîííûå îöåíêè, âêëþ÷à-

þùèé â ñåáÿ êàê êëàññè÷åñêèå îöåíêè òèïà îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè Ê.Ïèðñîíà, òàê

è îöåíêè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà À.Î.Åãîðøèíà (ÂÈ, ÂÌ) è áëèçêèõ ê íåìó ìåòîäîâ

GTLS, STLS. Ïîêàçàíî, ÷òî âûáîðîì òîé èëè èíîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé â

âàðèàöèîííûõ öåëåâûõ ôóíêöèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü âñå îñíîâíûå òèïû îðòîðåãðåññèîí-

íûõ îöåíîê, âñòðå÷àþùèåÿ â ëèòåðàòóðå. Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïðè òàêîì îáîáùåíèè

ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå êëåòî÷íûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîìåðíûì ñèñòåìàì

èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, íà ñ. 15 çàìå÷àíèå î ïðèíàäëåæíîñòè çàäà÷è

Ê.Ïèðñîíà ê êëàññó âàðèàöèîííûõ). Âñå àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè äèññåðòàöèè ó÷è-

òûâàþò ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ

íå åñòü ïðèõîòü, óñëîæíÿþùàÿ èçëîæåíèå, à ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûé øàã, ïîçâîëÿ-

þùèé ñ îáùèõ ïîçèöèé ðàññìîòðåòü âñå îðòîðåãðåññèîííûå ìåòîäû è ïîëó÷èòü íîâûå

òåîðåìû.

Ïåðâûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì 3-é ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3.4.1 î ñîñòîÿòåëü-

íîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïðè óñëîâèè ïîëíîòû íàáëþäåíèé. Ýòà òåîðåìà, îïóáëè-

êîâàííàÿ àâòîðîì äèññåðòàöèè â 1997 ã. [70], îáîáùàåò ðåçóëüòàò î ñîñòîÿòåëüíîñòè

Ì.Àîêè è Ï.Þ (1970) [133] äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì èç îäíîãî óðàâíåíèÿ è Ë. Ãëýçåðà

(1982) [158] è Ó.Ôóëëåðà (1987) [154] äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Áëèç-

êîå ê òåîðåìå 3.4.1 óòâåðæäåíèå î ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ÍÊÏÑ (STLS) áûëî ïîëó÷åíî

ïîçæå çà ðóáåæîì â ñòàòüå À.Êóêóøà, È.Ìàðêîâñêîãî è Ñ.Âàí Õóôôåëü (2005) [180].
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Äëÿ âàðèàöèîííûõ îöåíîê âïåðâûå ïîëó÷åíî óñëîâèå ïîëíîòû íàáëþäåíèé, ïðè êî-

òîðîì èäåíòèôèöèðóåìîñòü â ñìûñëå ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 ãàðàíòèðóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Â òåîðåìå 3.2.1 è åå ñëåäñòâèè óñòàíîâëåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó óñëîâèåì ïîë-

íîòû ïðè íóëåâûõ âîçìóùåíèÿõ è óñëîâèåì èäåíòèôèöèðóåìîñòè (ðàçëè÷èìîñòè) èç

ãëàâû 2.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü âàðèàöèîííûõ îöåíîê äîêàçûâàåòñÿ áåç ïðåäïîëîæåíèé îá óñòîé-

÷èâîñòè èëè óïðàâëÿåìîñòè èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìû.

Âòîðûì ãëàâíûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì 3-åé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå íîâîãî

îáùåãî ïîäõîäà ê ñðàâíåíèþ îöåíîê, îñíîâàííîãî íà ëèíåàðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè è

ïîíÿòèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè â ñëó÷àå ìàëûõ àìïëèòóä âîçìóùåíèé. Â êà÷å-

ñòâå ïðèìåðà áûëè ïîñòðîåíû ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îöåíîê ÎÐ, ÎÐÌ è ÂÌ. Äëÿ

ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ÂÌ â øèðîêîì ðÿäå ñëó÷àåâ èìåþò ìåíü-

øóþ äèñïåðñèþ çà ñ÷åò íàèáîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè î ëèíåéíûõ ñâÿ-

çÿõ ìåæäó íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè, ÷åì îöåíêè ÎÐ è ÎÐÌ (òåîðåìû 3.5.1, 3.5.2).

Òðåòüèì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà

ïðîáëåìû ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ïîñòàâëåííîé È.È.Ïåðåëüìàíîì (1981) [98]. Ñóòü

ïðîáëåìû â òîì, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè ïðÿìûìè ìåòîäàìè (ñì. âûøå) íà êîíå÷íûõ

âûáîðêàõ íàáëþäåíèé ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ðàñòåò âìåñòå ñ äëèíîé âûáîð-

êè. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè âåêòîðà

èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ íåçàâèñèìî îò äëèíû âûáîðêè. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòî-

ãî ðåçóëüòàòà ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè: äâà ìåòîäà

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðàâíîñèëüíû ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè, åñëè èç ñîñòîÿòåëüíîñòè îäíîãî ìå-

òîäà ñëåäóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü äðóãîãî è íàîáîðîò. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 3.4.1 î ðàâíî-

ñèëüíîñòè ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè ðàçíûõ âèäîâ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê â çàäà÷å âàðè-

àöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Êàê ñëåäñòâèå, äîêàçàíà

âîçìîæíîñòü ïðè èññëåäîâàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé

çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè íàèáîëåå ñëîæíûå â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè âàðèàöèîí-

íûå öåëåâûå ôóíêöèè ìîæíî çàìåíèòü áîëåå ïðîñòûìè îðòîðåãðåññèîííûìè öåëåâûìè

ôóíêöèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñîñòî-

ÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî ñàìîé ïðîñòîé îðòîðåãðåññèîí-

íîé öåëåâîé ôóíêöèè, ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè âåêòîðà

èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðåçóëüòàòû 3-é ãëàâû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ ÒÑÓ� (1997, 2009)

[70,83], �Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà� (2005) [77], ýëåêòðîííîì æóðíàëå �Äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ� (2005) [76], â Ñáîðíèêå òðóäîâ Ðîññèéñêîé

àññîöèàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ �Îïòèìèçàöèÿ, óïðàâëåíèå, èíòåëëåêò�

(1997) [69], â Òðóäàõ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè SICPRO'04 (Ìîñêâà) [75].

Â 4-é ãëàâå èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âàðèàöèîííûõ îöåíîê.

Âïåðâûå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ äèñïåðñèé ìíîãîìåðíûõ îöåíîê
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ÂÌ, ÎÐ, ÎÐÌ (òåîðåìû 4.1.2, 4.1.3) ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîðÿäêà âû-

øå íóëÿ (ñèñòåìû íóëåâîãî ïîðÿäêà íàèáîëåå ïîëíî áûëè èññëåäîâàíû Ó.Ôóëëåðîì

(1987) [154]). Âïåðâûå âû÷èñëåíà èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà â ìíîãîìåðíîé çàäà÷å âà-

ðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè è èññëåäîâàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê.

Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ÂÌ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè (ò. å. èõ

äèñïåðñèÿ ñîïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé â èíôîðìàöèîííîì íåðàâåíñòâå Êðàìåðà�Ðàî)

â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ( %/σ)2 → ∞ , ãäå ( %/σ)2 åñòü îòíîøåíèå äèñïåðñèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íåçàøóìëåííûõ ïðîöåññîâ (òðàåêòîðèé) ñèñòåìû ê äèñïåðñèè øóìîâ íàáëþäå-

íèé (òåîðåìà 4.4.2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè (òèïà

À.Î.Åãîðøèíà, GTLS èëè STLS) ñòàòèñòè÷åñêè îïòèìàëåí â óñëîâèÿõ íàèáîëüøåé

àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè èñòèííûõ ïðîöåññîâ â èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìå. Ýòîò

îðèãèíàëüíûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-

ñòèêè, îñìûñëèòü èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä ðåçóëüòàòîâ èç êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Ó.Ôóëëåðà (1987) [154]

ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåì ãëàâû 4.

Ðåçóëüòàòû 4-é ãëàâû îïóáëèêîâàíû â �Ñèáèðñêîì æóðíàëå èíäóñòðèàëüíîé ìà-

òåìàòèêè� (2005) [78] ñ ïóáëèêàöèåé ïåðåâîäà ýòîé ñòàòüè èçäàòåëüñòâîì �Øïðèíãåð�

(2007) [202], â ýëåêòðîííîì æóðíàëå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâ-

ëåíèÿ� (2005) [76], â æóðíàëå �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ ÒÑÓ� (2009) [83], â Ñáîðíèêå òðóäîâ

Ðîññèéñêîé àññîöèàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ �Îïòèìèçàöèÿ, óïðàâëåíèå,

èíòåëëåêò� (1997) [69].

Â 5-é ãëàâå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü âàðèàöèîííûõ îöåíîê ê ìàëûì âîçìóùå-

íèÿì ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé. Îöåíêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåÿâíûå ôóíêöèè

íàáëþäåíèé, îïðåäåëÿåìûå èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè.

Âû÷èñëåíû ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé îöåíîê ÎÐ, ÎÐÌ è ÂÌ ïî íàáëþäåíèÿì è âïåð-

âûå ïîñòðîåíû ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþò ýëëèïñîèäû ðàçáðîñà

îöåíîê ïðè âîçìóùåíèÿõ â íàáëþäåíèÿõ èç ìàëîãî øàðà ñ öåíòðîì â èñòèííîé òî÷êå

(òåîðåìà 5.1.1). Âû÷èñëåíî ðàçëîæåíèå íåÿâíîé ôóíêöèè îöåíêè ÂÌ (íàèáîëåå ñëîæ-

íîé èç âñåõ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê) â ðÿä Òåéëîðà äî êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî ïî

ìàëûì âîçìóùåíèÿì â íàáëþäåíèÿõ òðàåêòîðèé. Âïåðâûå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ

îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà (òåîðåìà 5.1.2). Êàê ñëåäñòâèå, âïåðâûå äàíû ãà-

ðàíòèðîâàííûå àïðèîðíûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ îøèáîê èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ

ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.1.2).

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ïîëó÷åííûõ ïîêàçàòåëåé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñ àñèìï-

òîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îöåíîê áûëè âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ìàòðèö äèñïåðñèé îöåíîê

ÂÌ, ÎÐ, ÎÐÌ â ïðåäåëå ìàëûõ âîçìóùåíèé (òåîðåìà 4.3.1). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ ìàòðèö äèñïåðñèé ñîâïàäàþò ñ îáðàòíûìè ìàòðèöàìè ÷óâñòâèòåëüíîñòè (òåî-

ðåìà 5.2.1). Íà îñíîâàíèè ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïðåäëîæåíû

íîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ àïðèîðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé

èäåíòèôèöèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìàòðè÷íûõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðèìåíåíèå íîâûõ àïðèîðíûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè äåìîíñòðèðóåòñÿ

íà ïðèìåðå Ê.Ëàíöîøà (1956) [184] çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò (ðàç-

äåë 5.3). Ê.Ëàíöîøîì áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè îøèáîê îêðóãëåíèÿ â òðå-

òüåì ðàçðÿäå èçìåðåíèé ñóììû òðåõ çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü îêîëî 0.3%) ïî èçìåðåíèÿì 24 òî÷åê íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü íè ÷èñëî ýêñïî-

íåíò, íè çíà÷åíèÿ èõ ïîêàçàòåëåé. Ðàñ÷åò àïðèîðíûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè

ïðåäëàãàåìûì â äèññåðòàöèè ìåòîäîì â ïðèìåðå Ê.Ëàíöîøà äàåò òåîðåòè÷åñêîå ïîä-

òâåðæäåíèå ýòîãî îòðèöàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà; äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýêñïîíåíò îêàçûâà-

åòñÿ íåîáõîäèìûì óðîâåíü ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé íå âûøå 0.01% (îêðóãëåíèå â ïÿòîì

ðàçðÿäå).

Ðåçóëüòàòû 5-é ãëàâû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ� (2005) [76] (÷àñòè÷íî), â Òðóäàõ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

SICPRO'09 (Ìîñêâà) [84], â Òðóäàõ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ

ìàòåìàòèêà, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ (Óëàí-Óäý,

2009) [85].

Â 6-é ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñóììàðíûå (äèçúþíêòèâíûå) ñèñòåìû. Ñóììàðíîé ñè-

ñòåìîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìíîãîîá-

ðàçèé ðåøåíèé äâóõ äðóãèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïîíÿòèå ñóììàðíîé ñèñòåìû ââîäèòñÿ

âïåðâûå. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîãî ðîäà ñèñòåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè âà-

ðèàöèîííîì ïîäõîäå ê çàäà÷àì àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ òðåíäàìè, à òàêæå ïðè âà-

ðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè â èçìåðåíèÿõ íåîïðåäåëåí-

íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ èç çàäàííûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé. Òàêèìè

äåòåðìèíèðîâàííûìè ñîñòàâëÿþùèìè ìîãóò áûòü ðåøåíèÿ äðóãîé ëèíåéíîé ñèñòåìû,

êàê ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè, òàê è ñ ïàðàìåòðàìè, ïîäëåæàùèìè èäåíòèôèêàöèè

íàðÿäó ñ ïàðàìåòðàìè îñíîâíîé ñèñòåìû.

Îïèñàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñóììàðíûõ ñèñòåì (òåîðåìà 6.1.2). Ïîëó÷åíû óñëî-

âèÿ íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñëàãàåìûõ ìíîãîîáðàçèé äèíàìè÷åñêèõ ïîðöåññîâ â òåðìè-

íàõ óðàâíåíèé ýòèõ ìíîãîîáðàçèé; ïî ñóòè ýòî óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñëàãàå-

ìûõ ïðîöåññîâ ïî íàáëþäåíèÿì ñóìì (òåîðåìà 6.1.3). Ïîëó÷åíû ôîðìóëû èäåíòèôè-

êàöèè ñëàãàåìûõ ïðîöåññîâ ïî èçìåðåíèÿì ñóìì ñ àääèòèâíûìè âîçìóùåíèÿìè (òåîðå-

ìû 6.2.1, 6.2.2 è ñëåäñòâèå). Â ðÿäå ñîäåðæàòåëüíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå êðèòåðèè èäåíòèôèöèðóåìîñòè êàê ïàðàìåòðîâ ñóììàðíîé ñèñòåìû, òàê

è ïàðàìåòðîâ ñëàãàåìûõ ïî íàáëþäåíèÿì ñóìì ñ àääèòèâíûìè âîçìóùåíèÿìè (òåîðå-

ìû 6.3.1, 6.3.2). Ïîëó÷åí êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè ñóììàðíûõ ñèñòåì (òåîðåìû 6.1.4,

6.1.5, 6.1.6). Ïîêàçàíî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ñóììàðíûå ñèñòåìû

íåóïðàâëÿåìû. Ýòî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà êëàññû ìåòîäîâ, êîòîðûå ïðèìåíèìû

äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñóììàðíûõ ñèñòåì; âàðèàöèîííûå ìåòîäû íå òðåáóþò

óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè è ïîýòîìó ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû.

Ðåçóëüòàòû 6-é ãëàâû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ �Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà� (2008)

[81,82], �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ ÒÑÓ� (2009) [83], �Ñèáèðñêèé æóðíàë èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìà-
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òèêè� (2010) [86], â ýëåêòðîííîì æóðíàëå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû

óïðàâëåíèÿ� (2005) [76], â Òðóäàõ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè SICPRO'06 (Ìîñêâà)

[79].

Â ïðèëîæåíèÿõ êî ãëàâàì ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåì è ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ. Ðÿä îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äèñ-

ñåðòàöèè ïîäòâåðæäàþòñÿ ðàñ÷åòàìè, ïðèâîäÿòñÿ òåêñòû ïðîãðàìì íà ÿçûêå îòêðûòîé

âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäû Scilab [5].
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Ãëàâà 1

Âîïðîñû àëãåáðû ëèíåéíûõ ñèñòåì

Â 1-é ãëàâå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû àëãåáðû ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè òðàåêòîðèÿìè.

Ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîå îáîñíîâàíèå ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåííîìó îïèñàíèþ

äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ êîíå÷íûìè òðàåêòîðèÿìè. Äëÿ

ýòîãî ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ðàñøèðåííîé êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé (ÐÊÒ-) ìàòðèöû, óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé ìåæäó ñèñòåìàìè

óðàâíåíèé ñ ÐÊÒ-ìàòðèöàìè çàäàííîé ñòðóêòóðû è ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà. Òåì ñàìûì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåé-

íûì ñòàöèîíàðíûì ñèñòåìàì ñ òðàåêòîðèÿìè êîíå÷íîé äëèíû ñîîòâåòñòâóþò ëèíåé-

íûå óðàâíåíèÿ ñ ÐÊÒ-ìàòðèöàìè è íàîáîðîò, ïðàâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî ÐÊÒ-ìàòðèöû

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ðåøåíèé íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (òåîðåìà 1.3.1). Èññëåäóþòñÿ êëàññû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÐÊÒ-ñèñòåì,

óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðóïïîé ëåâûõ óìíîæåíèé

ÐÊÒ-ìàòðèöû íà íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, ñîõðàíÿþùèõ ÐÊÒ-ñòðóêòóðó, è ãðóïïîé

ëåâûõ óìíîæåíèé àññîöèèðîâàííîé ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû íà êâàäðàòíûå ìíîãî÷ëåí-

íûå ìàòðèöû. Òåì ñàìûì, óñòàíàâëèâàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåííûì

îïèñàíèÿì ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì: à) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è á) íà

êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñèñòåìíûå ïåðåìåííûå íå ðàçäåëÿþòñÿ íà âõîäíûå è âûõîäíûå,

à ñâîéñòâà ïðè÷èííîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåííîé

ìàòðèöû îïèñàíèÿ ñèñòåìû â òåðìèíàõ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê. Òîãäà ìàòðèöà

ñîäåðæèò íåîñîáåííóþ ïîäìàòðèöó íàèáîëüøåãî ðàçìåðà, è êàæäîé òàêîé ïîäìàòðèöå

ñòàâÿòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ìîãóò èíòåðïðå-

òèðîâàòüñÿ êàê âûõîäíûå.

Â ïåðâîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ñèñòåìû êàê ãðóïïû ëåâûõ óìíîæåíèé ìàëîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòå-

ìû íà íåîñîáåííûå ìàòðèöû (òåîðåìà 1.5.1). Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ

ïîëó÷åíèÿ íîâûõ êîíñòðóêòèâíûõ óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè âî 2-é ãëàâå.

Ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ïðîäîëæèìûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (òðàåêòîðèé) ñèñòå-

ìû è íà ýòîì îñíîâàíèè âïåðâûå îïðåäåëÿåòñÿ ñëàáàÿ ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì êàê ðàâ-

48



íîñèëüíîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïðîäîëæèìûõ ðåøåíèé. Îòìå÷åíî, ÷òî òîëü-

êî ïðîäîëæèìûå ðåøåíèÿ èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëàáîé ðàâíî-

ñèëüíîñòè îêàçàëîñü âîçìîæíûì íå ðàçëè÷àòü ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííûìè êëåòî÷íî-

òåïëèöåâûìè ìàòðèöàìè è ñèñòåìû ñ �îáû÷íûìè� êëåòî÷íî-òåïëèöåâûìè ìàòðèöàìè,

êîòîðûå ïîâñåìåñòíî âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå. Òåì ñàìûì, íîâîå ïîíÿòèå ñëàáîé ðàâ-

íîñèëüíîñòè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðàçâèâàåìîé â äèññåðòàöèè àíàëèòè-

÷åñêîé òåõíèêîé ðàáîòû ñ êîíå÷íî-òðàåêòîðíûìè ñèñòåìàìè è òåõíèêîé ðàáîòû ñ ñè-

ñòåìàìè ñ àêòóëüíî áåñêîíå÷íûìè èíòåðâàëàìè íàáëþäåíèÿ, øèðîêî ïðåäñòàâëåííîé â

ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå.

Ðåçóëüòàòû 1-é ãëàâû èñïîëüçóþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè.

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Èñïîëüçóåìàÿ íàìè ñèñòåìà ïîíÿòèé ñëåäóåò ðàáîòå ß.Âèëëåìñà (1989) [19], â òîé åå

÷àñòè, ãäå ãîâîðèòñÿ îá îòêàçå îò îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ

�âõîä-âûõîä� è îïðåäåëåíèè ñèñòåìû ÷åðåç ìíîæåñòâî åå òðàåêòîðèé (�ïîâåäåíèå�). Îò-

ëè÷èÿ íàøèõ îïðåäåëåíèé îò ïîäõîäà ß.Âèëëåìñà, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-

íûìè. Ïåðâîå, ïîíÿòèå ñèñòåìû ìû óòî÷íÿåì, ðàçäåëÿÿ �îáúåêò� (ÿâëåíèå, ôåíîìåí),

ïðåäñòàâëåííûé íàáîðîì èçìåðåíèé, è åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ �ìîäåëü�. Ïîýòîìó âìåñòî

ñëîâîñî÷åòàíèÿ �äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû� ìû óïîòðåáëÿåì �äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè�; ÷òî,

íà íàø âçãëÿä, ëó÷øå îòðàæàåò ñóáúåêòèâíîñòü, çàëîæåííóþ â ìàòåìàòè÷åñêèå îïèñà-

íèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. ñòàòüþ Ð.Êàëìàíà (1985) [48]). Ñàìè îáú-

åêòû ìû îïðåäåëÿåì, êàê è ß.Âèëëåìñ [19], ÷åðåç èõ �ïîâåäåíèå� � íàáîðû òðàåêòîðèé

(ïðîöåññîâ) èç Rl . Íî îáúåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ìû íå íàçûâàåì äèíà-

ìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Îïðåäåëåíèå �äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû� èç ðàáîòû ß.Âèëëåìñà

èìååò ñëåäóþùèé âèä [19, ñ. 10]:

Îïðåäåëåíèå. (ß.Âèëëåìñ) Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà

Σ
.
= {T,W,B} , â êîòîðîé T ⊂ R � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, W � àëôàâèò

ñèãíàëîâ è B ⊂ W T � ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Ýòî îïðåäåëåíèå â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îòíîñèò ê �ïîâåäåíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì�

ïðîèçâîëüíûå òî÷êè è ïîäìíîæåñòâà â Rl : â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ T = 1, N , W = Rr+m ,

B ⊂ W T = R(r+m)N .
= Rl . Ïîýòîìó â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òàêîå îïðåäåëåíèå íå ñî-

äåðæàòåëüíî. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ß.Âèëëåìñà ñòàíîâèòñÿ ñîäåð-

æàòåëüíûì, êîãäà îí íàäåëÿåò �äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû� ñâîéñòâîì ïîëíîòû (â íàøåì

êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ïðîäîëæèìîñòü, ñì. ðàçäåë 1.4.1) è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíîòà

è ëèíåéíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíà çàìêíóòîñòè ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà B â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè [19, ñ. 23]. Ïðè ýòîì �íåïîëíûå� ñèñòåìû

ß.Âèëëåìñ òîæå íàçûâàåò äèíàìè÷åñêèìè, õîòÿ è íå ñ÷èòàåò èõ çàñëóæèâàþùèìè âíè-

ìàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñèñòåì. Íà íàø âçãëÿä, ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íåäîñòà-

òî÷íî ÿñíî îòäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ �îáúåêò� è �äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü�.
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Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ß.Âèëëåìñà îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèè, ïðèíÿòîé â îòå÷å-

ñòâåííîé ëèòåðàòóðå. Ñîãëàñíî Ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè
∗), �â íàèáîëåå øèðîêîì

ñìûñëå ïîä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ïîíèìàþò ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèå (ïîëó-)ãðóïïû

G íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W , èìåíóåìîì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì�. Ïðèâîäèìîå â

äèññåðòàöèè îïðåäåëåíèå 1.1.1 äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî

îáùåãî ïîíÿòèÿ: à èìåííî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.1, äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè â Rl �

ýòî ñïåöèàëüíûé êëàññ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèé îïèñàíèÿ â âèäå ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà (1.1.2). Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ÐÊÒ-îïèñàíèé áåç ïåðå-

ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (ðàçäåë 1.3) èëè óñëîâèþ ïðîäîëæèìîñòè òðàåêòîðèé (ïðîöåññîâ)

(ðàçäåë 1.4.1).

Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ äîñòîèíñòâ ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî ß. Âèëëåìñîì, ÿâëÿåò-

ñÿ ïðåäëîæåííûé èì èçÿùíûé ñïîñîá îòêàçà îò âõîä-âûõîäíûõ ñîîòíîøåíèé ïðè îïðå-

äåëåíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ïîñðåäñòâîì íàëîæåíèÿ óñëîâèé ëèíåéíîñòè è ïîëíî-

òû [19, ñ. 23]). Íî, íà íàø âçãëÿä, ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ

âçàèìîîòíîøåíèé (�âõîä� � ïðè÷èíà, �âûõîä� � ñëåäñòâèå) ïðè îïðåäåëåíèè äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ñàìî ñëîâî �äèíàìèêà� (ãðå÷. δύναµις

� ñèëà) ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ïðè÷èíû äâèæåíèÿ, (êàê ñìåíû ñîñòîÿíèÿ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå), è òàêàÿ ïðè÷èííîñòü çàäàåò íàïðàâëåíèå ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ îòíî-

øåíèé, íàïðàâëåíèå âðåìåíè, íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû. Ïîýòîìó âõîä-âûõîäíûå

îòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ñêðûòû òåì èëè èíûì ñïîñîáîì, íî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, âñåãäà

äîëæíû ëåæàòü â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â äèññåðòàöèè äèíàìè-

÷åñêèå ñèñòåìû (òî÷íåå, ìîäåëè) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñèñòåìû óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ñ

âûäåëåííûìè âõîäíûìè è âûõîäíûìè ïåðåìåííûìè; è òîëüêî ïîñëå ýòîãî îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïåðåõîä ê äðóãèì ðàâíîñèëüíûì îïðåäåëåíèÿì áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèé �âõîäà�

è �âûõîäà� (÷åðåç ÐÊÒ-ìàòðèöû èëè ïðîäîëæèìîñòü òðàåêòîðèé).

Ìû íàìåðåííî óêëîíÿåìñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ

T = Z,Z+ , ñîñòàâëÿþùèõ ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ äëÿ ß.Âèëëåìñà (ñì. åãî çàìå÷àíèå

[19, ñ. 10]). Âûøå âî ââåäåíèè áûëà êðàòêî îïèñàíà òðàäèöèîííàÿ ïàðàäèãìà ðàññìîò-

ðåíèÿ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè, êîòîðàÿ áåðåò íà÷àëî îò êëàññè÷åñêèõ ðàáîò À.Í.Êîëìî-

ãîðîâà [54] è Í.Âèíåðà [265]. Ýòà ïàðàäèãìà íåîáõîäèìî ïðèâîäèò ê ñëó÷àþ T = Z,Z+ .

Ââèäó èçáðàíèÿ äðóãîãî ïîäõîäà ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè (ñì. ââåäå-

íèå), ìû ñâîáîäíû îò íåîáõîäèìîñòè äîïóùåíèÿ áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ.

Ñîçäàíèå àíàëèòè÷åñêîé òåõíèêè, ïîçâîëèâøåé ïåðåíåñòè îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìå-

òîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûìè òðàåêòîðèÿìè (ñì., â ÷àñòíî-

ñòè, [19, ïðèëîæåíèå N]) íà ñèñòåìû ñ êîíå÷íûìè òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè (ãëàâà 1).

Îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîãî â äèññåðòàöèè êëàññà ñèñòåì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èäåè

ïðèâîäèìûõ â äèññåðòàöèè òåîðåì è äîêàçàòåëüñòâ ëó÷øå âèäíû íà ïðèìåðå ïðîñòåé-

∗)ВиноградовИ.М. (ред.) Математическая энциклопедия. Том 2. М.: Сов. энциклопедия, 1977.
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øèõ îáúåêòîâ � à èìåííî, ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè

òðàåêòîðèÿìè â Rl . Òàêæå íåìàëîâàæíî, ÷òî êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé ïîçâîëÿåò ÿñíåå

óâèäåòü è òðóäíîñòè èññëåäóåìîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, À.Î.Åãîðøèíûì áûëî ïîêàçà-

íî [43], ÷òî ïðè N = 3 , p = 1 , m = 0 , r = 1 çàäà÷à âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè

ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè; â ÷àñòíîñòè, óäàåòñÿ îïèñàòü âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè

è îáëàñòü íååäèíñòâåííîñòè îöåíîê. Îäíàêî óæå äëÿ N = 4 ìû íå çíàåì àíàëèòè÷åñêî-

ãî ðåøåíèÿ; â ýòîì è äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ â ëèòåðàòóðå èññëåäîâàíû òîëüêî

ëîêàëüíûå ñâîéñòâà îöåíîê.

Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïèñàíèé (ðå-

àëèçàöèé) â âèäå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â òîì ÷èñëå êâàçèëèíåéíûõ

è íåñòàöèîíàðíûõ) èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Â.À.Ðóñàíîâà, À.Â.Äàíååâà, À.Â.Ëàêååâà,

Þ.Ý.Ëèíêå (1994, 2001, 2011 è äð.) [28, 29, 108]. Öåëè íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ëåæàò â

äðóãîé îáëàñòè, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïðîñòûìè ñèñòåìàìè.

Èòàê, ìíîæåñòâî ðåøåíèé N (G) ⊂ Rl ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Gz = 0, z ∈ Rl, (1.1.1)

ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé G ∈ Rn×l â äèññåðòàöèè íàçûâàåòñÿ ìîäåëüíûì ìíîãîîáðàçèåì

(ëèíåéíîé ìîäåëüþ), à ñèñòåìà (1.1) � îïèñàíèåì ìîäåëè N (G) .

Îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ëèíåéíûå ìîäåëè M ⊂ Rl . Ïóñòü Σ
.
=

(A,B,C,D) � ÷åòâåðêà ìàòðèö ðàçìåðîâ q × q , q × m , r × q , r × m ñîîòâåòñòâåí-

íî, ñòîëáöû ìàòðèöû D ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ x[1] , x[2] , ...

x[N + 1] ïðèíàäëåæàò Rq . Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé y[k] = Cx[k] +Du[k],

x[k + 1] = Ax[k] +Bu[k],

k ∈ 1, N, N > q + 1,

(1.1.2)

îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèé u[1], . . . , u[N ] ∈ Rm è y[1], . . . , y[N ] ∈ Rr . Ðàçìåðíîñòü

q > 0 ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà÷åíèå, â ýòîì ñëó÷àå A = 0 , B = 0 , C = 0 ,

x[·] = 0 , è ñèñòåìà (1.1.2) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ y[k] = Du[k] , k ∈ 1, N , N > 1 . Â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðèòñÿ î äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íóëåâîãî ïîðÿäêà, èëè ïðîñòî î ñòàòè÷åñêîé

(íåäèíàìè÷åñêîé) ëèíåéíîé ñèñòåìå.

Òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (1.1.2) (system trajectory, Á. Ðîîðäà (1995) [235]), èëè ïðîöåñ-

ñîì, íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåííûé âåêòîð

z = (y[1];u[1]; . . . ; y[N ];u[N ]) ∈ Rl, l = N(r +m),

êîòîðûé òàêæå áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

z = (zy; zu), zy = (y[1]; . . . ; y[N ]), zu = (u[1]; . . . ;u[N ]). (1.1.3)
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Çäåñü è íèæå, ñëåäóÿ Ð.Áðîêåòòó (1970) [143], çàïÿòûìè (∗, . . . , ∗) îáîçíà÷àåì âåêòîð-

ñòðîêó, à òî÷êàìè ñ çàïÿòîé (∗; . . . ; ∗) � âåêòîð-ñòîëáåö. Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëåòî÷íûõ ìàòðèö:

(A,B)
.
=
(
A B

)
, (A;B)

.
=

(
A

B

)
.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x[1] = x0 ∈ Rq âåêòîðà

íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïèñàíèå (1.1.2) çàäàåò àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå òðàåêòîðèé (1.1.2)

M[x0] =
{
z ∈ Rl : (1.1.2), x[1] = x0, zu ∈ RNm

}
, (1.1.4)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëüþ ñ ôèêñèðîâàííûìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè, à ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé

M =
⋃

x0∈Rq
M[x0] (1.1.5)

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëüþ ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè (èëè ïðîñòî ñòàöèîíàðíîé ìîäåëüþ).

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-

íûì îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíûå ìîäåëè íå ÷åðåç ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî îïèñàíèÿ

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, à áîëåå èçÿùíûì ñïîñîáîì � ÷åðåç èíâàðèàíòíîñòü òðà-

åêòîðèé îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, ëèíåéíîñòü è çàìêíóòîñòü â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõî-

äèìîñòè ïðîñòðàíñòâà (Rr+m)
T , T = Z,Z+ [19, òåîðåìà 5]. Íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ

íàáëþäåíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñòàöèîíàðíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òàê-

æå ÷åðåç ñóùåñòâîâàíèå ÐÊÒ-îïèñàíèÿ (ðàçäåë 1.3), èëè ïðîäîëæèìîñòü òðàåêòîðèé

(ðàçäåë 1.4.1).

Äëÿ ìîäåëè M îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé îäíîðîäíîãî äâèæåíèÿ

Mx
.
= {z ∈M : zu = 0} (1.1.6)

è ïîäïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé âûíóæäåííîãî äâèæåíèÿ

Mu
.
= {z ∈M : x0 = 0} , (1.1.7)

ò. å. Mu � ýòî ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü ñ ôèêñèðîâàííûìè íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè, è ôóíêöèþ îòêëèêà

T
.
=
{
z ∈Mu : zu = (ei; 0; . . . ; 0) , i ∈ 1,m

}
, (1.1.8)

ãäå ei � i -é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû Im ïîðÿäêà m .
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Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ôóíêöèÿ îòêëèêà T èãðàåò ðîëü ïîëíîãî èíâàðèàíòà [170] ìîäåëè

Mu , à èìåííî: äëÿ äâóõ îïèñàíèé (1.1.2) ñ ÷åòâåðêàìè ìàòðèö Σ′ è Σ′′ ñòàöèîíàðíûå

ìîäåëè M′
u è M′′

u ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè îòêëèêà T ′ ⊂M′
u è T ′′ ⊂M′′

u .

Íàïîìíèì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè [114, ãëàâà 2].

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ñèñòåìà (1.1.2) ñ ðàçìåðíîñòüþ q > 1 íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé,

åñëè ëþáîå èçìåíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x[1] ∈ Rq ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì â

âåêòîðå zy = (y[1]; . . . ; y[q]) .

Ñèñòåìà (1.1.2) ñ q > 1 íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìû

ñòîëáöû ìàòðèöû (C;CA; . . . ;CAq−1) .

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ñèñòåìà (1.1.2) ñ q > 1 íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé, åñëè âûáîðîì

çíà÷åíèÿ âåêòîðà zu = (u[1]; . . . ;u[q]) åå ìîæíî ïðèâåñòè â ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå

ñîñòîÿíèå x[q + 1] .

Ñèñòåìà (1.1.2) ñ q > 1 óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìû

ñòðîêè ìàòðèöû (B,AB, . . . , Aq−1B) .

Ïîíÿòèÿ íàáëþäàåìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ñèñòåì íóëåâîé ðàçìåðíîñòè q = 0

íå îïðåäåëÿþòñÿ.

Ñèñòåìà (1.1.2) (÷åòâåðêà ìàòðèö Σ
.
= (A,B,C,D) ) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì îïè-

ñàíèåì ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé Rq äëÿ ìîäåëè M .

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1.1.2) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòâåðêîé ìàòðèö Σ
.
= (A,B,C,D) , áóäåì

ïèñàòü �îïèñàíèå Σ � èëè �îïèñàíèå (A,B,C,D) �, èìåÿ â âèäó îïèñàíèå (ñèñòåìó) (1.1.2)

ñ óêàçàííûìè ìàòðèöàìè.

∗ Îïèñàíèå (1.1.2) äëÿ çàäàííîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M (1.1.5) ìèíèìàëüíî, åñëè

ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âîçìîæíûõ.

∗ Îïèñàíèå (1.1.1) äëÿ çàäàííîé ìîäåëè N (G) ⊂ Rl ìèíèìàëüíî, åñëè ìàòðèöà G

ñîäåðæèò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê n = codimN (G) , ò. å. ðàíã

ìàòðèöû G ðàâåí ÷èñëó åå ñòðîê.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîíÿòèå �ìèíèìàëüíîñòü� äëÿ îïèñàíèÿ (1.1.2), êàê áóäåò âèäíî èç

äàëüíåéøåãî, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ýòîãî ïîíÿòèÿ äëÿ îïèñàíèÿ (1.1.1).

Âûäåëèâ êîíêðåòíûé áàçèñ â Rl/M , ìîæíî ïîñòðîèòü íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå îïè-

ñàíèå âèäà (1.1.1) ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M . Òàêîå îïèñàíèå åñòåñòâåííî íàçûâàòü �ñòà-

öèîíàðíîå îïèñàíèå áåç ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ�.

Äâà îïèñàíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè çàäàþò îäíó è òó æå ìîäåëü.

Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê ðàâíîñèëüíîìó îïèñàíèþ, íàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëü-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

53



1.2 Ìèíèìàëüíûå îïèñàíèÿ â ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

Ðàññìîòðèì îïèñàíèå (A,B,C,D) (â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿä-

êà) äëÿ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî îïèñàíèé (A′, B′, C ′, D′) ýòîé æå ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè,

ìû ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå îïèñàíèþ (A,B,C,D) îïèñàíèå (A′, B′, C ′, D′) ïðè íåâû-

ðîæäåííîé çàìåíå x′ = P−1x áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé:

A′ = PAP−1, B′ = PB, C ′ = CP−1, D′ = D. (1.2.1)

Êðîìå òîãî, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîñèëüíîå îïèñàíèå (A′, B′, C ′, D′) , óâåëè÷èâ

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ íàáëþäàåìîñòè:

A′
.
=

(
A 0

∗ ∗

)
, B′

.
= (B; ∗) , C ′

.
= (C, 0) , D′

.
= D ;

çäåñü ÷åðåç ∗ îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ïîäìàòðèöû, à ÷åðåç 0 � íóëåâûå

ïîäìàòðèöû; ïðè ýòîì ðàçáèåíèå íà êëåòêè â ìàòðèöàõ B′ è C ′ ñîãëàñîâàíî ñ ðàçáèåíè-

åì â ìàòðèöå A′ . Èìååò ìåñòî (ñëåäñòâèå 1.2.1, íèæå) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå: åñëè îïèñàíèå íå íàáëþäàåìî, òî íàéäåòñÿ ðàâíîñèëüíîå íàáëþäàåìîå

îïèñàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðàâäàíî èñïîëüçîâàíèå âìåñòî âñåãî ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíûõ

îïèñàíèé ìîäåëè M íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà íàèáîëåå "ýêîíîìíûõ"

îïèñàíèé ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé äëÿ äàííîé ìîäåëè M ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí-

ñòâà ñîñòîÿíèé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðèâåäåííîìó â ðàçäåëå 1.1, òàêèå îïèñàíèÿ

(ðåàëèçàöèè) íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ êëàññ ðàâíîñèëüíûõ ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèé â ôîð-

ìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M ñî ñâîáîäíûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ð.Êàëìàíà î ìèíèìàëüíîé ðåàëèçàöèè [171, 172] ïðÿìî ïåðåíî-

ñèòñÿ íà ìîäåëè Mu ⊂M ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

Òåîðåìà 1.2.1. (î ìèíèìàëüíîé ðåàëèçàöèè). Ïóñòü îïèñàíèå (A,B,C,D) ñòàöèî-

íàðíîé ìîäåëè Mu (ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) ìèíèìàëüíî. Òîãäà (è òîëü-

êî òîãäà) îíî óïðàâëÿåìî è íàáëþäàåìî îäíîâðåìåííî. Ïðè ýòîì ëþáîå äðóãîå ðàâíî-

ñèëüíîå ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå (A′, B′, C ′, D′) äàííîé ìîäåëè Mu ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíî èç îïèñàíèÿ (A,B,C,D) ïðåîáðàçîâàíèåì (1.2.1).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà 1.2.1 äîïóñêàåò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáîáùåíèå íà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé â ñòàòüå ñëó÷àé ñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé M ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè.
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Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü îïèñàíèå (A,B,C,D) ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M (ñî ñâîáîä-

íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) ìèíèìàëüíî è q > 1 . Òîãäà îíî íàáëþäàåìî (âîç-

ìîæíî, íå óïðàâëÿåìî). Ïðè ýòîì ëþáîå äðóãîå ðàâíîñèëüíîå ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå

(A′, B′, C ′, D′) äàííîé ìîäåëè M ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îïèñàíèÿ (A,B,C,D) ïðå-

îáðàçîâàíèåì (1.2.1).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ìîäåëåé Mu (ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) ê ìî-

äåëÿì M (ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) ñâÿçàí ñ îòêàçîì îò óñëîâèÿ óïðàâ-

ëÿåìîñòè. Ýòà ñâÿçü, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûëà îòìå÷åíà ß.Âèëëåìñîì (1989) [19]. Â

óòâåðæäåíèè (i) [19, ñ. 20] ñôîðìóëèðîâàí ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 1.2.2, äëÿ

ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ N → ∞ . Â çàêëþ÷åíèè ê

ñâîåé ðàáîòå ß.Âèëëåìñ ïèøåò, ÷òî �èçëîæåííûå â ýòîé ñòàòüå èäåè îáîáùàþòñÿ ... íà

ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì� [19, ñ. 180], íî äåòàëè îáîáùåíèÿ èäåé íå ïðèâîäèò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.2 íà÷íåì ñ èçâåñòíîé òåîðåìû î äåêîìïîçèöèè ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé [171]. Äëÿ îïèñàíèÿ (A,B,C,D) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Rq

îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî Vc óïðàâëÿåìûõ ñîñòîÿíèé è ïîäïðîñòðàíñòâî V⊥o íåíà-

áëþäàåìûõ ñîñòîÿíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vc = R(B,AB, . . . , Aq−1B), (1.2.2)

V⊥o � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâàVo , ãäå

Vo = R(C>, A>C>, . . . , A>(q−1)C>). (1.2.3)

Òåîðåìà 1.2.3. (Î äåêîìïîçèöèè [171]). Äëÿ îïèñàíèÿ (A,B,C,D) â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé Rq âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Ïîäïðîñòðàíñòâà Vc è V⊥o ÿâëÿþòñÿ A -èíâàðèàíòíûìè, è ïðîñòðàíñòâî ñî-

ñòîÿíèé Rq ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ÷åòûðåõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

Rq = (Vo ∩ Vc)u (Vo ∩ V⊥c )u (V⊥o ∩ Vc)u (V⊥o ∩ V⊥c ), (1.2.4)

ãäå V⊥c � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà Vc .

(2) Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ x′ = P−1x òàêàÿ, ÷òî ìàò-

ðèöû A′ = PAP−1 , B′ = PB , C ′ = CP−1 èìåþò âèä

A′ =


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 , B′ =


∗
∗
0

0

 , C ′ =
(

0 ∗ 0 ∗
)
. (1.2.5)

Â (1.2.5) ÷åðåç ∗ îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ïîäìàòðèöû, ÷åðåç 0 � íó-

ëåâûå ïîäìàòðèöû, è ìàòðèöû A′ , B′ , C ′ ðàçáèòû íà êëåòêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçìåð-

íîñòÿìè ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè (1.2.4).
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Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè îïèñàíèå (A,B,C,D) íå íàáëþäàåìî, òî íàéäåòñÿ ðàâíî-

ñèëüíîå åìó íàáëþäàåìîå îïèñàíèå (A′, B′, C ′, D′) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìåíüøåé

ðàçìåðíîñòè.

Èç òåîðåì 1.2.1, 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèé ìîäåëè Mu ⊂ M
(ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) ðàçëîæåíèå (1.2.4) ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rq

ïðèíèìàåò âèä

Rq = Vo ∩ Vc = Vo = Vc.

Îïèøåì ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rq â ñëó÷àå ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèé

ìîäåëè M ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.2.4. Ïóñòü (A,B,C,D) � ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-

ÿíèé Rq ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà

(i) äåêîìïîçèöèÿ (1.2.4) ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rq ïðèíèìàåò âèä

Rq = (Vo ∩ Vc)u (Vo ∩ V⊥c ), (1.2.6)

ò. å. îïèñàíèå (A,B,C,D) íàáëþäàåìî (âîçìîæíî, íå óïðàâëÿåìî);

(ii) ïðåäñòàâëåíèå (1.2.5) ìàòðèö A′ , B′ , C ′ ïðèíèìàåò âèä

A′ =

(
A11 A12

0 A22

)
, B′ =

(
B1

0

)
, C ′ =

(
C1 C2

)
; (1.2.7)

(iii) îïèñàíèå (A11, B1, C1, D) åñòü ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà òðà-

åêòîðèé âûíóæäåííîãî äâèæåíèÿ Mu ⊂ M (ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ñòàöèîíàðíàÿ

ìîäåëü ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè);

(iv) ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè (1.2.6) ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rqu äëÿ îïèñàíèÿ (A11, B1, C1, D) , ò. å. dimVo ∩ Vc = qu ;

(v) ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rq ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà

òðàåêòîðèé îäíîðîäíîãî äâèæåíèÿ, ò. å. q = dimMx .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (i)�(iv) ñëåäóþò èç òåîðåìû 1.2.3 î äåêîìïîçèöèè. Äî-

êàæåì (v). Ñîãëàñíî (1.1.2), (1.1.6) ïîäïðîñòðàíñòâî Mx òðàåêòîðèé îäíîðîäíîãî äâè-

æåíèÿ åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû

F =
(
C; 0; CA; 0; CA2; 0; . . . ; CAN−1; 0

)
.

Ââèäó íàáëþäàåìîñòè ðàíã ìàòðèöû F ìàêñèìàëåí, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Rq . Ïîýòîìó dimMx = rankF = q . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 1.2.3 ñðàçó ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.2.2. Â îñòàâøåéñÿ

÷àñòè ïàðàãðàôà äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.2.2.
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Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ èíîãäà áóäåì çàïèñûâàòü âåêòîð z â âèäå (1.1.3):

z = (y[1]; . . . ; y[N ];u[1]; . . . ;u[N ]).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëå 1.1, âûòåêàåò

Ëåììà 1.2.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

M = R (H) , Mx = R (Hx) , Mu = R (Hu) ,

ãäå

H =
(
Hx Hu

)
=



C D 0

CA CB D
...

...
. . . . . .

CAN−1 CAN−2B . . . CB D

0 Im 0
...

. . .

0 0 Im


. (1.2.8)

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå (1.2.1) íå èçìåíÿåò ìàòðèöû H âèäà (1.2.8), ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Åñëè ìàòðèöû A , B , C , D è A′ , B′ , C ′ , D′ îïèñàíèé (A,B,C,D)

è (A′, B′, C ′, D′) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì (1.2.1), òî ýòè îïèñàíèÿ ðàâíîñèëüíû.

Ëåììà 1.2.2. Ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü M åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ Mu è

Mx .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.2.2 è åå ñëåäñòâèÿ ñóùåñòâóåò íàáëþäàåìîå îïè-

ñàíèå (A,B,C,D) ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M . Ñòîëáöû ïîäìàòðèöû Hx â ýòîì ñëó÷àå

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Mx . Ñòîëáöû ïîäìàòðèöû Hu

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Mu . Íè îäèí èç ñòîëáöîâ ïîä-

ìàòðèöû Hu íå ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå R (Hx) . Ñëåäîâàòåëüíî, dimM =

dimMx + dimMu . Îòñþäà çàêëþ÷àåì [139, Ch. X, par. 8, theor. 20], ÷òî ñóììà M =

Mx +Mu ïðÿìàÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.3, ëþáîå ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå (A,B,C,D) ñòàöèîíàðíîé ìî-

äåëè M íàáëþäàåìî, íî âîçìîæíî, íåóïðàâëÿåìî. Ïðè ýòîì óïðàâëÿåìîñòü îïèñàíèÿ

(A,B,C,D) ïðÿìî ñâÿçàíà ñ ðàâåíñòâîì íóëþ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè (1.2.6).

Áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü M óïðàâëÿåìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî

îïèñàíèÿ ìîäåëè M âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè (1.2.6) ðàâíî íóëþ, è íåóïðàâëÿå-

ìîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Åñëè ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü M óïðàâëÿåìà, òî ëþáûå äâà ðàâíî-

ñèëüíûõ ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèÿ (A,B,C,D) è (A′, B′, C ′, D′) ýòîé ìîäåëè ñâÿçàíû

ïðåîáðàçîâàíèåì (1.2.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.2.2 ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü M åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïîä-

ïðîñòðàíñòâ Mu è Mx , ãäå îáà ñëàãàåìûõ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ïî òåîðåìå 1.2.3

äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî îïèñàíèÿ (A,B,C,D) óïðàâëÿåìîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M
ìàòðèöû A , B , C ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2.1) ðàâíû ìàòðèöàì A11 , B1 ,

C1 , ãäå (A11, B1, C1) � íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé

âûíóæäåííîãî äâèæåíèÿ Mu ⊂M . Äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.2.1.

Ñëåäñòâèå 1.2.4. Ðàçìåðíîñòü ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M ⊂ RN(r+m) ðàâíà âåëè÷èíå

q +Nm .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà M = Mx + Mu ïðÿìàÿ è ðàç-

ìåðíîñòü ñëàãàåìîãî Mu ðàâíà Nm � ÷èñëó ñòîëáöîâ ïîäìàòðèöû Hu â âûðàæå-

íèè (1.2.8), à ðàçìåðíîñòü ñëàãàåìîãî Mx ðàâíà q â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (v) òåîðå-

ìû 1.2.3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(M) êëàññ ðàâíîñèëüíûõ ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèé ñòàöèîíàðíîé

ìîäåëè M . Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü îïèñàíèå (A,B,C,D) ñòàöèîíàðíîé

ìîäåëè M ñ òðîéêîé ìàòðèö A , B , C , ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà D äëÿ äàííîé ìîäå-

ëè M îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2.2 íóæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà îïèñàíèÿ èç êëàññà E(M) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì (1.2.1),

ò. å. ñëåäñòâèå 1.2.3 ñîõðàíÿåò ñèëó äëÿ íåóïðàâëÿåìûõ ìîäåëåé.

Ïóñòü Σ
.
= (A,B,C,D) ∈ E(M) , Σ′

.
= (A′, B′, C ′, D′) ∈ E(M) � äâà ìèíèìàëü-

íûõ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M . Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè, êàæäàÿ èç ìàòðèö

(C;CA; . . .) è (C ′;C ′A′; . . .) èìååò q ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ïîñêîëüêó Σ è

Σ′ îïèñûâàþò îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå M , âåðíî ñîîòíîøåíèå

R (C;CA; . . .) = R (C ′;C ′A′; . . .) =Mx.

Ïîýòîìó

(C;CA; . . .) = (C ′;C ′A′; . . .)P (1.2.9)

äëÿ íåêîòîðîé íåîñîáåííîé ìàòðèöû P ∈ Rq×q . Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

C ′ = CP−1 .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.2.9) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(C;CA; . . .)Ak = (C ′;C ′A′; . . .)A′kP, k > 0. (1.2.10)

Îáîçíà÷èì W ′ íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ íåîñîáåííóþ ïîäìàòðèöó èç ñòðîê ìàòðèöû

(C ′;C ′A′; . . .) . Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (1.2.9) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìàòðèöà W èç ñòðîê

ìàòðèöû (C;CA; . . .) òàêæå íåîñîáåííàÿ. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (1.2.10),

W ′A′kP = WAk, k > 0,
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èëè,

A′k = UAkP−1, U
.
= W ′−1W, k > 0. (1.2.11)

Äàëåå èç (1.2.11) ïîëó÷àåì:

(A′)
i+j

= A′iA′j = UAiP−1UAjP−1;

òàêæå

(A′)
i+j

= UAi+jP−1.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóþò ðàâåíñòâà

AiP−1UAj = Ai+j i, j > 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè j = 0 èìååì

CAiP−1U = CAi, i > 0,

÷òî îçíà÷àåò

(C;CA; . . .)P−1U = (C;CA; . . .) .

Ïîýòîìó P−1U = I , è ñ ó÷åòîì (1.2.11) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

A′ = PAP−1.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî B′ = PB . Ïîñêîëüêó Mu = R (Hu) = R (H ′u) , èìååì D = D′ ,

(C;CA; . . .)B = (C ′;C ′A′; . . .)B′

(÷òîáû ýòî óâèäåòü, äîñòàòî÷íî ó÷åñòü ñòðóêòóðó ìàòðèöû Hu (1.2.8) è ëèíåéíóþ íåçà-

âèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû D = D′ ; ñì. çàìå÷àíèå 1.1.2). Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ

(1.2.9), èìååì

(C;CA; . . .)B = (C;CA; . . .)P−1B′.

Ñëåäîâàòåëüíî, B′ = PB . Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.2.2 äîêàçàíî.

1.3 Ìèíèìàëüíûå îïèñàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòî-

ðèé. ÐÊÒ-ìàòðèöû

Â ýòîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèé ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì â

ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà ìèíèìàëüíîãî îïèñàíèÿ âèäà

(1.1.1) ðàâíîñèëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñïåöèàëüíîìó

ðàñøèðåííîìó êëåòî÷íî-òåïëèöåâîìó âèäó (ÐÊÒ).

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ðàñøèðåííîé êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàò-
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ðèöà âèäà

G+ =



γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

0 δ0 δ1 . . . δp


, (1.3.1)

ãäå γj , j ∈ 0, p , � êëåòêè ðàçìåðà r × (r + m) òàêèå, ÷òî ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà

γ(s) = γ0s
0 + . . . + γps

p äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà (ñì. îïðåäåëåíèå 1.6.4), è

"ðàñøèðåíèå" δ(s) = δ0s
0 + . . .+ δps

p èìååò âèä

δ(s) =



s
...

spr−p1

0 0

0

s
...

spr−p2

0
. . .


· γ(s); (1.3.2)

Çäåñü pi , i = 1, r � ñòåïåíè ñòðîê γ(s) , p1 6 p2 6 . . . 6 pr = p .

Ïîäìàòðèöó γ = (γ0γ1 . . . γp) íàçîâåì îáðàçóþùåé äëÿ ìàòðèöû G+ . Çàìåòèì, ÷òî

ñòðóêòóðà ðàñøèðåíèÿ δ(s) òàêîâà, ÷òî èç ÐÊÒ-ìàòðèöû G+ ïóòåì óäâîåíèÿ íåêîòî-

ðûõ ñòðîê ìîæíî ïîëó÷èòü êëåòî÷íî-òåïëèöåâó ìàòðèöó

G† =


ε0 ε1 . . . εp 0

ε0 ε1 . . . εp
. . . . . . . . .

0 ε0 ε1 . . . εp

 , εi =

(
γi

δi

)
. (1.3.3)

Ñàìûì ñëîæíûì â îïðåäåëåíèè ÐÊÒ-ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ðàñøèðåíèÿ

δ(s) (1.3.2). Îíà îáðàçîâàíà âñåìè âîçìîæíûìè �ñäâèãàìè âïðàâî� (óìíîæåíèÿìè íà

si ) òåõ ñòðîê γθ(s) , ñòåïåíè êîòîðûõ ìåíüøå p .

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ÐÊÒ-ìàòðèö.

Óòâåðæäåíèå 1.3.1. Ñòðîêè ìàòðèöû G+ âèäà (1.3.1)�(1.3.3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû

è ðàçìåðíîñòü ïðàâîãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà N (G+) ðàâíà q+Nm , ãäå q = p1 + . . .+pr .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà γ(s) (äâóñòîðîííå) ïðèâåäåíà ïî

ñòðîêàì è íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê; åå ðàíã ìàêñèìàëåí (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 1.6.6 è 1.6.6

íèæå). Ïîýòîìó ìàòðèöà G+ íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðåñòà-

íîâêîé ñòðîê ìàòðèöó G+ ìîæíî ïðèâåñòè ê íåêîòîðîìó êëåòî÷íîìó íèæíåòðåóãîëü-

íîìó âèäó G+
∗ . Â ñèëó ñòðî÷íîé ìèíèìàëüíîñòè ìàòðèöû γ(s) êëåòêè íà äèàãîíàëè

ìàòðèöû G+
∗ èìåþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè. Îòñþäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâè-
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ñèìîñòü ñòðîê G+ . Çàòåì ïðîñòûì ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ îïðåäåëÿåòñÿ

ðàçìåðíîñòü ïðàâîãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà N (G+) ìàòðèöû G+ .

Ñôîðìóëèðóåì îäíî èç îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ãëàâû.

Òåîðåìà 1.3.1. Îïèñàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (1.1.2) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå (1.1.1)

ñ íåêîòîðîé ÐÊÒ-ìàòðèöåé G+ âèäà (1.3.1)�(1.3.3). Ïðè ýòîì ñòðîêè ìàòðèöû G+

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò. å. îïèñàíèå (1.1.1) ñ ìàòðèöåé G+ ìèíèìàëüíî â ñìûñëå

îïðåäåëåíèé èç ðàçäåëà 1.1.

1.3.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.1

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1.1.2) íàáëþäàåìà. Åñëè ñèñòåìà (1.1.2) íå íàáëþäàåìà, òî

ñíà÷àëà ñëåäóåò ïîñòðîèòü ðàâíîñèëüíóþ (1.1.2) íàáëþäàåìóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ïåðåõîäà ê ñèñòåìå âèäà (1.1.1) â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé íàáëþäàåìàÿ ñèñòå-

ìà (1.1.2) ïðåîáðàçîâàíèåì (1.2.1) ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîé ôîðìå âîññòàíàâëèâàå-

ìîñòè [170, 6.4.3].

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Îïèñàíèå (A,B,C) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èìååò ôîðìó

âîññòàíàâëèâàåìîñòè, åñëè

A = ‖Aij‖i∈1,r

j∈1,r
, B = ‖Bi‖i∈1,r , C = ‖Cj‖j∈1,r ,

ãäå ìàòðèöû Aij , Bi , Cj ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâåííî qi × qj , qi × m , r × qj èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

Aii =


0 . . . 0 −a(0)

ii

1 . . . 0 −a(1)
ii

...
. . .

...
...

0 . . . 1 −a(qi−1)
ii

 , Aij =


0 . . . 0 −a(0)

ij
...

. . .
...

...

0 . . . 0 −a(qi−1)
ij

 , i 6= j, (1.3.4)

Bi =


b

(0)
i1 . . . b

(0)
im

...
. . .

...

b
(qi−1)
i1 . . . b

(qi−1)
im

 , Cj = α−1
[0]


0 . . . 0
...

. . .
... ej

0 . . . 0

 , (1.3.5)

ej � j -é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû Ir è q1 + . . .+ qr = q , q1 6 . . . 6 qr .

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Îïèñàíèå (A,B,C) â ôîðìå âîññòàíàâëèâàåìîñòè (1.3.4)�(1.3.5) â

îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íà ìíîæåñòâå ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé (1.2.1). Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà α−1
[0] áûëà íèæíå-

òðåóãîëüíîé ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.3.4)�(1.3.5) îïðå-

äåëÿþò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó âîññòàíàâëèâàåìîñòè [115, ñ. 126].
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Äëÿ ëþáîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M ñóùåñòâóåò ìèíèìàëü-

íîå îïèñàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé â ôîðìå âîññòàíàâëèâàåìîñòè (1.3.4)�(1.3.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèñàíèå (A,B,C) â ôîðìå âîññòàíàâëèâàåìîñòè (1.3.4)�(1.3.5) âñå-

ãäà íàáëþäàåìî [112, 170, 268]. Îáðàòíî, åñëè íåêîòîðîå îïèñàíèå (A,B,C) íàáëþ-

äàåìî, òî ïðåîáðàçîâàíèåì (1.2.1) îíî ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ôîðìå (1.3.4)�(1.3.5)

[112,170,268]. Äàëåå òåîðåìà 1.2.2. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.2) èìååò ôîðìó âîññòàíàâëèâàåìîñòè:

s


X1

...

Xr

 [k] =


A11 . . . A1r

...
. . .

...

Ar1 . . . Arr



X1

...

Xr

 [k] +


B1

...

Br

u[k],

y[k] = α−1
[0]

[(
x1,q1 ; x2,q2 ; . . . ; xr,qr

)
[k] +Du[k]

]
, k ∈ 1, N,

(1.3.6)

ãäå ñòðîêè Xi
.
= ( xi,1; ...; xi,qi ) , i ∈ 1, r , è ìàòðèöû α[0] , Aij , Bi îïðåäåëåíû â (1.3.4)�

(1.3.5).

Ñèñòåìå (1.3.6) ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó γ(s) ñîãëàñíî ôîðìóëàì:

γ(s) =
(
α(s), −β(s)

)
,

α(s) = a(s)α[0], β(s) = α(s)D + b(s),

a(s) = ‖aij(s)‖i∈1,r

j∈1,r
, b(s) = ‖bij(s)‖i∈1,r

j∈1,m
,

aij(s) = a
(0)
ij s

0 + . . .+ a
(qi−1)
ij sqi−1 + δijs

qi ,

bij(s) = b
(0)
ij s

0 + . . .+ b
(qi−1)
ij sqi−1,

(1.3.7)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Óòâåðæäåíèå 1.3.2. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.3.6) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1.1)

ñ ìàòðèöåé

G =
(
G1; . . . ; Gr

)
, (1.3.8)

ãäå Gi ∈ R(N−qi)×N(r+m) ,

Gi =


γ0(i) γ1(i) . . . γqi(i) 0

γ0(i) γ1(i) . . . γqi(i)
. . . . . . . . . . . .

0 γ0(i) γ1(i) . . . γqi(i)

 ,

γk(i) =
(
α

(k)
i1 . . . α

(k)
ir −β(k)

i1 . . . −β(k)
im

)
∈ R1×(r+m),

k ∈ 0, qi , q1 6 . . . 6 qr .
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Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ α
(k)
ij , β

(k)
ij ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö α(s) , β(s) , îïðåäåëåííûõ â

(1.3.7), àíàëîãè÷íà íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ a
(k)
ij , b

(k)
ij â ìàòðèöàõ a(s) , b(s) .

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöàõ Gi çàâèñèò îò íîìåðà i , è ìàòðèöà G âè-

äà (1.3.8) îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû G+ âèäà (1.3.1)�(1.3.3) òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äëÿ α[0] = I (îáîáùåíèå íà ñëó÷àé α[0] 6= I íå ñîñòàâëÿ-

åò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå i ∈ 1, r . Ïîêàæåì, ÷òî åñëè

òðàåêòîðèÿ z = (y[1];u[1]; . . . ; y[N ];u[N ]) ∈ RN(r+m) óäîâëåòâîðÿåò (1.3.6), òî Giz = 0 .

Âûïèøåì i -þ ãðóïïó óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.3.6):

sXi[k] = (Ai1, . . . , Aii, . . . , Air) · (X1; . . . ;Xr)[k] +Biu[k] ,

k ∈ 1, N .
(1.3.9)

Ó÷èòûâàÿ âèä ìàòðèö Aij , Bi (ñì. (1.3.4)�(1.3.5)), èç ïîñëåäíåé ñòðîêè (1.3.9) ïîëó÷àåì

sqixi,qi [k] + sqi−1xi,qi−1[k]+

+sqi−1
(
a

(qi−1)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(qi−1)
ir xr,qr [k]

)
=

= sqi−1
(
b

(qi−1)
i1 u1[k] + . . .+ b

(qi−1)
im um[k]

)
,

k ∈ 1, N − qi + 1.

(1.3.10)

Âûðàçèì sqi−1xi,qi−1[k] ñ ïîìîùüþ ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3.9):

sqi−1xi,qi−1[k] + sqi−2xi,qi−2[k]+

+sqi−2
(
a

(qi−2)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(qi−2)
ir xr,qr [k]

)
=

= sqi−2
(
b

(qi−2)
i1 u1[k] + . . .+ b

(qi−2)
im um[k]

)
,

k ∈ 1, N − qi + 1.

(1.3.11)

Èñïîëüçóÿ (1.3.11), èç (1.3.10) ïîëó÷èì

sqixi,qi [k] + sqi−2xi,qi−2[k]+

+sqi−1
(
a

(qi−1)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(qi−1)
ir xr,qr [k]

)
+

+sqi−2
(
a

(qi−2)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(qi−2)
ir xr,qr [k]

)
=

= sqi−1
(
b

(qi−1)
i1 u1[k] + . . .+ b

(qi−1)
im um[k]

)
+

+sqi−2
(
b

(qi−2)
i1 u1[k] + . . .+ b

(qi−2)
im um[k]

)
,

k ∈ 1, N − qi + 1.

Çàòåì òàêèì æå îáðàçîì çàìåíèì ïåðåìåííóþ sqi−2xi,qi−2[k] åå âûðàæåíèåì èç òðåòüå-

ãî ñíèçó óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3.9), è ò. ä. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî, ïðîäåëàâ qi − 1
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ïîäñòàíîâîê, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

sqixi,qi [k] + a
(0)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(0)
ir xr,qr [k]+

+s
(
a

(1)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(1)
ir xr,qr [k]

)
+

+ . . .+ sqi−1
(
a

(qi−1)
i1 x1,q1 [k] + . . .+ a

(qi−1)
ir xr,qr [k]

)
=

= b
(0)
i1 u1[k] + . . .+ b

(0)
imum[k] + s

(
b

(1)
i1 u1[k] + . . .+ b

(1)
imum[k]

)
+

+ . . .+ sqi−1
(
b

(qi−1)
i1 u1[k] + . . .+ b

(qi−1)
im um[k]

)
,

k ∈ 1, N − qi + 1.

(1.3.12)

Èç (1.3.6) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ y[k] èìååò âèä

yj[k] = xj,qj [k] + dju[k], j ∈ 1, r, k ∈ 1, N,

ãäå dj � j -ÿ ñòðîêà ìàòðèöû D è α[0] = I . Èç óðàâíåíèÿ (1.3.12) ïîëó÷èì

sqiyi[k] + a
(0)
i1 y1[k] + . . .+ a

(0)
ir yr[k]+

+ . . .+ sqi−1
(
a

(qi−1)
i1 y1[k] + . . .+ a

(qi−1)
ir yr[k]

)
=

= b
(0)
i1 u1[k] + . . .+ b

(0)
imum[k]+

+ . . .+ sqi−1
(
b

(qi−1)
i1 u1[k] + . . .+ b

(qi−1)
im um[k]

)
+

+sqidiu[k] + a
(0)
i1 d1u[k] + . . .+ a

(0)
ir dru[k]+

+ . . .+ sqi−1
(
a

(qi−1)
i1 d1u[k] + . . .+ a

(qi−1)
ir dru[k]

)
,

k ∈ 1, N − qi.

(1.3.13)

Çàïèøåì ðàâåíñòâî (1.3.13) ÷åðåç ñòðîêè ai(s) è bi(s) ìàòðèö a(s) è b(s) âèäà (1.3.7)

( s ïîíèìàåòñÿ êàê îïåðàòîð ñäâèãà). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ai(s)y[k] = (bi(s) + ai(s)D)u[k], k ∈ 1, N − qi.

Ñëåäîâàòåëüíî, Giz = 0 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.1. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.3.1 äëÿ (1.1.2) ñóùåñòâóåò

ðàâíîñèëüíàÿ ñèñòåìà (1.3.6). Ïî óòâåðæäåíèþ 1.3.2 ìíîãîîáðàçèå òðàåêòîðèé ñèñòå-

ìû (1.3.6) âëîæåíî â ïðàâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî N (G) ìàòðèöû G âèäà (1.3.8), êî-

òîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò G+ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê (ñì. (1.3.1)�(1.3.3), (1.3.7)). Èç

óòâåðæäåíèÿ 1.3.1 è ñëåäñòâèÿ 1.2.4 âûòåêàåò ðàâåíñòâî M = N (G+) . Òåîðåìà 1.3.1

äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.3.1. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé M ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè ìèíèìàëüíûìè îïèñàíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé ÿâëÿþòñÿ òå (è òîëüêî

òå) ñèñòåìû (1.1.1), ó êîòîðûõ ìàòðèöó G ïóòåì óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íåêîòîðóþ

íåîñîáåííóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (1.3.1)�(1.3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå îïè-

ñàíèé âèäà (1.1.1) ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè óìíîæåíèÿìè ìàòðèöû G íà íåîñîáåííûå ìàòðè-

öû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, èìåÿ îäíî ìèíèìàëüíîå îïèñàíèå (1.1.1) ñ ìàòðèöåé G+ , âñå

îñòàëüíûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåãî âûøåíàçâàííûìè ëåâûìè óìíîæåíèÿìè. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

Ñðåäè âñåõ ìèíèìàëüíûõ îïèñàíèé äàííîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè M ìîæíî âûäå-

ëèòü ïîäêëàññ îïèñàíèé ñ ÐÊÒ-ìàòðèöàìè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.1, âñå ýëåìåíòû

ýòîãî ïîäêëàññà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëåâûìè óìíîæåíèÿìè íà íåîñîáåííûå ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 1.5 (äàëåå) îïèñàíî ìíîæåñòâî ëåâûõ óìíîæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó

ÐÊÒ-ìàòðèö, è óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèì ìíîæåñòâîì è íåêîòîðîé àëãåá-

ðîé ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö.

Íàëè÷èå â êëàññå ðàâíîñèëüíûõ ÐÊÒ-îïèñàíèé áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà îáóñëîâëå-

íî íååäèíñòâåííîñòüþ ôîðìû (1.3.4)�(1.3.5) íà ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (1.2.1)

(ñì. çàìå÷àíèå 1.3.1) è íååäèíñòâåííîñòüþ ñòðî÷íî-ïðèâåäåííîé ôîðìû ìàòðèöû γ(s)

íà ìíîæåñòâå ëåâûõ óíèìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Äâà ÐÊÒ-îïèñàíèÿ ñ îáðàçóþùèìè ïîäìàòðèöàìè γ è γ′ ðàâíî-

ñèëüíû òîãäà (è òîëüêî òîãäà), êîãäà ìíîæåñòâà ñòðî÷íî-ïðèâåäåííûõ ôîðì ìíîãî-

÷ëåííûõ ìàòðèö γ(s) , γ′(s) (ðàçäåë 1.6) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ýòîãî ðàçäåëà ñîõðàíÿþò ñèëó, åñëè ïî-

íèìàòü ñèìâîë s êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå è ñ÷èòàòü âåêòîð-ôóíêöèè u[k]
.
= u(t) ,

y[k]
.
= y(t) , X[k]

.
= X(t) , t = kh , p ðàç äèôôåðåíöèðóåìûìè íà îòðåçêå t ∈ [h,Nh] ⊂

R ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ââèäó çàìå÷àíèÿ 1.6.1 (íèæå) â ñëó÷àå ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó γ(s) íóæíî ñ÷èòàòü ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé òîëüêî ñî

ñòàðøåãî êîíöà (îïðåäåëåíèå 1.6.1).

1.4 Ìíîãî÷ëåííûå (îïåðàòîðíûå) îïèñàíèÿ.

Ñèñòåìû ÀÐÑÑ

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ìàòðè÷íîå ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

αpy[k + p] + . . .+ α0y[k] = βpu[k + p] + . . .+ β0u[k], (1.4.1)

k ∈ 1, N − p,

îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèé y[k] ∈ Rr , u[k] ∈ Rm ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè αi ∈ Rr×r , βi ∈ Rr×m íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé "àâòîðåãðåññèÿ �
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ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå" [256, p. 48]. Ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû

β(s) = βps
p + βp−1s

p−1 + . . .+ β0,

α(s) = αps
p + αp−1s

p−1 + . . .+ α0,

íàçûâàþòñÿ [170, 6.2.3] ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì ìàòðè÷íîãî óðàâ-

íåíèÿ (1.4.1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà çíàìåíàòåëÿ íåîñîáåííàÿ, ò. å. îïðåäåëèòåëü

detα(s) îáðàùàåòñÿ â íóëü íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê s ∈ C èëè (ðàâíîñèëü-

íî) s ∈ R .

Ñèñòåìû âèäà (1.4.1) âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðè îïèñàíèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé è

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì êàê ðåçóëüòàò äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé Êèðõãîôà è Ëàãðàíæà

[19,271].

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1.4.1) äîïóñêàåò ðàâíîñèëüíóþ ôîðìó çàïèñè

γpz[k + p] + . . .+ γ0z[k] = 0, k ∈ 1, N − p,

γi = (αi,−βi) ∈ Rr×(r+m), z[k] = (y[k];u[k]) ,

γ(s) = (α(s),−β(s)) = γ0s
0 + . . .+ γps

p,

(1.4.2)

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå (1.1.1) ñ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöåé ðàçìåðà (N −
p)r ×N(r +m) :

G =


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 . (1.4.3)

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Ââèäó óñëîâèÿ rankα(s) = r âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íåîñîáåííóþ

ïîäìàòðèöó α′(s) èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû γ(s) . Åñëè ñòåïåíü îïðåäåëèòåëÿ α′(s) íàè-

áîëüøàÿ ñðåäè âñåõ òàêèõ ïîäìàòðèö, òî α′(s) ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå çíàìåíàòåëÿ

α(s) = α′(s) è ïîñòàâèòü ìàòðèöå γ(s) â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðóþ ñèñòåìó ÀÐÑÑ âè-

äà (1.4.1). Äëÿ ýòîãî ñîãëàñíî ðàñïîëîæåíèþ ñòîëáöîâ α(s) â γ(s) âûáèðàþòñÿ êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåííûõ z[k] è îáúÿâëÿþòñÿ âûõîäíûìè ïåðåìåííûìè y[k] , à

îñòàëüíûå êîìïîíåíòû � ïåðåìåííûìè ïðàâîé ÷àñòè (âõîäíûìè) u[k] ; áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûõîäíûå ïåðåìåííûå y[k] â âåêòîðå z[k] ðàñïîëîæåíû

íà ïåðâûõ ìåñòàõ:

z[k]
.
= (y[k];u[k]) , γ(s)

.
=
(
α(s) −β(s)

)
.

Òîãäà óðàâíåíèå (1.4.2) ïðèìåò âèä (1.4.1):

α(s)y[k] = β(s)u[k], k = 1, N − p.

Ïîñëå âûáîðà çíàìåíàòåëÿ ïîñòðîåíèå ðàâíîñèëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû 1-ãî ïîðÿäêà
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(1.1.2) äåëàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì [267]. Ïî ïîâîäó ñîîòâåòñòâèÿ ðàçíûõ òèïîâ

îïèñàíèé ñì. òàêæå [19, òåîðåìà 2].

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Îïèñàíèå (1.4.1) ìèíèìàëüíî, åñëè ñòðîêè ìàòðèöû G ëèíåéíî

íåçàâèñèìû.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ïðîñòîé êðèòåðèé ìèíèìàëüíîñòè îïèñàíèÿ (1.4.1). Íà-

ïîìíèì, ïðè r 6 t ðàíã (r × t) -ìàòðèöû γ(s) ðàâåí íàèáîëüøåìó âîçìîæíîìó çíà÷å-

íèþ r òîãäà (è òîëüêî òîãäà), êîãäà äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé r -ñòðîêè τ(s) ïðîèçâåäåíèå

τ(s)γ(s) íå ðàâíî íóëþ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå s ∈ C èëè (ðàâíîñèëüíî) s ∈ R .

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïðè óñëîâèè N > 2(p + 1) îïèñàíèå (1.4.1) ìèíèìàëüíî, åñëè

(è òîëüêî åñëè) ðàíã ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû γ(s) ðàâåí íàèáîëüøåìó âîçìîæíîìó

çíà÷åíèþ r , ò. å. êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà γ(s) íå ñîäåðæèò ñòðîê, òîæäåñòâåííî ïî s

ðàâíûõ íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïèñàíèå (1.4.1) íå ìèíèìàëüíî, ò. å. ñòðîêè ìàòðèöû G ëè-

íåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ñòðîêà τ 6= 0 òàêàÿ, ÷òî τG = 0 . Ïðî-

íóìåðóåì ýëåìåíòû τ äâîéíûì èíäåêñîì (j, k) òàê, ÷òî j ∈ 1, r , k ∈ 1, N − p , ãäå k

ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó êëåòî÷íîé ñòðîêè

Gk = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, γ0, . . . , γp, 0, . . . , 0) ,

à j � íîìåðó ñòðîêè âíóòðè Gk . Òîãäà äëÿ ìíîãî÷ëåííîé ñòðîêè

τ(s) = ‖τj(s)‖j∈1,r , τj(s) =

N−p∑
k=1

τ(j,k)s
k−1, (1.4.4)

èìååò ìåñòî òîæäåñòâî τ(s)γ(s) ≡ 0 . Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ìíîãî÷ëåí-

íàÿ ñòðîêà τ(s) ∈ Rr[s] òàêàÿ, ÷òî τ(s)γ(s) ≡ 0 . Ïðåäñòàâèì τ(s) è γ(s) â âèäå

τ(s) = τ0s
0 + . . . + τds

d , τj ∈ Rr , è γ(s) = γ0s
0 + . . . + γps

p . Òîãäà èç òîæäåñòâà

τ(s)γ(s) ≡ 0 ñëåäóåò

τ0γ0 = 0 ,

τ1γ0 + τ0γ1 = 0 ,

...............................

τd−1γp + τdγp−1 = 0 ,

τdγp = 0 ,

ò. å. τG = 0 , ãäå τ = (τ0, . . . , τd) ∈ R(d+1)r � ÷èñëîâàÿ ñòðîêà, è G ∈ R(d+1)r×N(r+m) �
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ïîäìàòðèöà ìàòðèöû G ,

G =


γ0 γ1 . . . γp 0

... 0

γ0 γ1 . . . γp
...

. . . . . . . . .
...

0 γ0 γ1 . . . γp
... 0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè ìàòðèöû G ëèíåéíî çàâèñèìû, τG = 0 . Â ðàññóæäåíèÿõ íåÿâíî

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèöû G ïîçâîëÿþò âûáðàòü â íåé ïîäìàòðèöó G . Ýòî

âîçìîæíî ïðè N > 2(p + 1) , òàê êàê ÷èñëî d âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ìåíüøèì p + 1 .

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íà îñíîâå ñêàçàííîãî ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà γ(s) (1.4.2) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåííûì

(îïåðàòîðíûì) ïðåäñòàâëåíèåì ñèñòåìû (1.4.1), (1.4.2).

1.4.1 Còðóêòóðà ìíîæåñòâà ðåøåíèé è ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ñèñòåì ÀÐÑÑ

Çäåñü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1.4.1)�(1.4.3) â îáùåì ñëó÷àå

íå ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíîé ìîäåëüþ M âèäà (1.4.1).

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëèíà N èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ êîíå÷íà, ìû ïîñòðîèì êëàññ

îïèñàíèé, �ïî÷òè�, èëè �ñëàáî� ðàâíîñèëüíûõ (1.4.1), è ïîêàæåì, ÷òî ýòîò êëàññ åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò êëàññó òî÷íî ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì â ïðåäåëüíîì ñëó-

÷àå N = ∞ [141, 12.2], [19, sec. 4]. Òàêîå ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ââåäåííîãî â ðàçäåëå 1.3 ïîíÿòèÿ ÐÊÒ-ìàòðèöû.

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü γ∗(s) = γ∗ps
p + . . . + γ∗0s

0 � äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-ïðèâåäåííàÿ

ôîðìà ìàòðèöû γ(s) (îïðåäåëåíèå 1.6.4), è ïóñòü G∗+ � ÐÊÒ-ìàòðèöà âèäà (1.3.1)�

(1.3.2) c îáðàçóþùåé ïîäìàòðèöåé γ∗ = (γ∗0 , γ
∗
1 , . . . , γ

∗
p) è ÷èñëîì êëåòî÷íûõ ñòîëáöîâ

N > 2(p+ 1) . Òîãäà íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû G∗+ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ìàòðèöà

G∗+ íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê, åñëè ( è òîëüêî åñëè ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñòðîêè

ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû γ(s) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.6.4 äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-ïðèâåäåííîé ôîð-

ìû è óòâåðæäåíèÿ 1.3.2.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Îïèñàíèå (1.1.1) c ÐÊÒ-ìàòðèöåé G+ âèäà (1.3.1)�(1.3.3) ìèíè-

ìàëüíî, åñëè (è òîëüêî åñëè) ìàòðèöà G+ íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê.

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ðàçìåðíîñòè ïðàâîãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû G (1.4.3) ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ýòî íóëü-ïðîñòðàíñòâî â îáùåì ñëó÷àå øèðå ìíîãîîáðàçèÿ M′ ðåøåíèé
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ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìû (1.1.2). Äåéñòâèòåëüíî,

dimN (G) = N(r +m)− (N − p)r = pr +Nm,

dimM′ = q +Nm, q = degα(s) 6 pr.

Îïèøåì ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ M .
= N (G) .

Òåîðåìà 1.4.1. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå M âñåõ ðåøåíèé

z = (y[1];u[1]; . . . ; y[N ];u[N ]) ∈ RN(r+m)

ñèñòåìû óðàâíåíèé ÀÐÑÑ (1.4.1) ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâà �ñòà-

öèîíàðíûõ� ðåøåíèé M′ è ïîäïðîñòðàíñòâà �íåñòàöèîíàðíûõ� ðåøåíèé M′′ :

M =M′ +M′′.

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî M′ ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå îïèñàíèå (1.1.2) â ïðîñòðàí-

ñòâå ñîñòîÿíèé. ò. å. ìíîãîáðàçèå M′ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé ìîäå-

ëüþ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1.1.1). Âòîðîå ñëàãàåìîå M′′ íå âëîæåíî â M′ , ò. å. M′′ 6⊆
M′ , è îáðàçîâàíî òðàåêòîðèÿìè z′′ = (0; . . . ; 0; ∗; . . . ; ∗) ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì îò-

ðåçêîì è íåíóëåâûì îêîí÷àíèåì (∗; . . . ; ∗) , äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

d = (p− q1)(r − 1)(r + m) , ãäå q1 � íàèìåíüøèé ñòðî÷íûé èíäåêñ (ñì. íèæå îïðåäå-

ëåíèå 1.6.2) ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû γ(s) .

Çàìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì äëèíû N èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ îòíîñèòåëüíàÿ äëèíà íåíó-

ëåâûõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèé z′′ ∈M′′ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

×èñëîâóþ ìàòðèöó γ = (γ0γ1 . . . γp) áóäåì íàçûâàòü (äâóñòîðîííå) ïðèâåäåííîé

ïî ñòðîêàì, åñëè (äâóñòîðîííå) ïðèâåäåíà ïî ñòðîêàì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîãî÷ëåííàÿ

ìàòðèöà γ(s) (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.6.2, 1.6.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæàÿ ñëåâà íà íåêîòîðóþ íåîñîáåííóþ ìàòðèöó P , ìîæíî ïðè-

âåñòè ìàòðèöó G (1.4.3) ê âèäó

d︷ ︸︸ ︷
G∗ = PG =

 G
+ ... 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0
... ∆G

 , d = (p− q1)(r − 1)(r +m).

ãäå G
+
� ÐÊÒ-ìàòðèöà âèäà (1.3.1)�(1.3.3), îáðàçóþùåé ïîäìàòðèöåé êîòîðîé ÿâëÿ-

åòñÿ äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-ïðèâåäåííàÿ ôîðìà γ∗ ìàòðèöû γ = (γ0γ1 . . . γp) âèäà (4.2),

è ∆G � íåêîòîðûé "îñòàòîê". Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü γ∗(s) � äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-

ïðèâåäåííàÿ ôîðìà γ(s) . Òîãäà γ∗(s) è γ(s) ñâÿçàíû ëåâûì óíèìîäóëÿðíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì u(s) : γ(s) = u(s)γ∗(s) (ñì. ðàçäåë 1.6). Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé íåçàâèñè-
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ìîñòüþ ñòðîê ìàòðèöû γ∗[0] (ñì. îïðåäåëåíèå 1.6.2), íåñëîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

deg uij(s) 6 |pi−qj| , ãäå pi � ñòåïåíü i -é ñòðîêè γ(s) è qj � ñòåïåíü j -é ñòðîêè γ∗(s)

(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî p1 6 . . . 6 pr = p , q1 6 . . . 6 qr ). ßñíî, ÷òî

γ∗(s) = u(s)−1γ(s) , è ñòåïåíè ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû u(s)−1 îãðàíè÷åíû ñâåðõó

÷èñëîì (pr − q1)(r − 1) = (p − q1)(r − 1) , òàê êàê ýòè ýëåìåíòû ñóòü (r − 1) -ìèíîðû

ìàòðèöû u(s) ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó detu(s) . Ïîñëå ýòîãî íåñëîæíî

ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 ïîñòðîèòü èç êîýôôèöèåíòîâ ìíî-

ãî÷ëåíîâ îáðàòíîé ìàòðèöû u(s)−1 ÷èñëîâóþ ìàòðèöó P â ñîîòíîøåíèè G∗ = PG .

Â ñèëó óíèìîäóëÿðíîñòè u(s)−1 ìàòðèöà P îêàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö ýëå-

ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [23], è ïîòîìó îíà íåîñîáåííàÿ. Ïóñòü G+ � ÐÊÒ-ìàòðèöà,

ïîñòðîåííàÿ ïî äâóñòîðîííåé ñòðî÷íî-ïðèâåäåííîé ôîðìå γ∗ ìàòðèöû γ è èìåþùàÿ

òî æå ÷èñëî ñòîëáöîâ, ÷òî è ìàòðèöà G∗ . Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû G+ è G
+
èìåþò

îäíó è òó æå îáðàçóþùóþ ïîäìàòðèöó γ∗ . Èç ñîîòíîøåíèÿ γ(s) = u(s)γ∗(s) ñëåäóåò,

÷òî âñå ñòðîêè ìàòðèöû G âëîæåíû â ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòðîê ìàòðèöû G+ . Ïî-

ýòîìó N (G∗) = N (G) ⊇ N (G+) . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4.1 è ëåììå 1.4.1 ñòðîêè

ìàòðèö G è G+ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ

N (G) è N (G+) îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòûì ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ñòðîê:

dimN (G) = N(r +m)− (N − p)r = Nm+ pr,

dimN (G+) = Nm+ q = Nm+ q1 + . . .+ qr 6 Nm+ pr.

Çàìåòèì, ÷òî dimN (G+) = dimN (G) òîãäà (è òîëüêî òîãäà), êîãäà q1 = q2 = . . . = qr =

p . Ýòî ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ÷èñëîâîé ìàòðèöû γp èç (1.4.2).

Îáîçíà÷èì M′ .= N (G+) , è ïóñòü M′′ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M′ äî N (G) .

Âñÿêèé âåêòîð z ∈ N (G) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ z =

z′ + z′′ , ãäå z′ ∈ M′ , z′′ ∈ M′′ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç z âåêòîð èç ïåðâûõ N(r + m) − d
ýëåìåíòîâ z . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì âåêòîðû z′ è z′′ òàê, ÷òî z = z′+z′′ . Èç ðàâåíñòâà

N (G∗) = N (G) ñëåäóåò ðàâåíñòâî G∗z = 0 , îòêóäà G
+
z = G

+
(z′ + z′′) = 0 . Ïîñêîëüêó

G
+
z′ = 0 (ââèäó âêëþ÷åíèÿ z′ ∈ N ′ è ñòðóêòóðû ìàòðèöû G+ ), èìååì G

+
z′′ = 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî z′′ = 0 . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð (z′′; 0) ïðèíàäëåæèò

M′ , è òðàåêòîðèþ z′′ = (z′′; ∗) ∈M′′ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíûõ

ñëàãàåìûõ (z′′; 0) è (0; ∗) , ïåðâîå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò M′ . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ M′ è M′′ . Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêèé âåêòîð

z′′ ∈ M′′ èìååò âèä (0; ∗) , è ïðè ýòîì äëèíà íåíóëåâîãî îòðåçêà (∗) íå ïðåâîñõîäèò

d = (p− q1)(r − 1)(r +m) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Ñèñòåìà (1.4.2) ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîìó îïèñàíèþ (1.1.2) â ïðî-

ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òîãäà (è òîëüêî òîãäà), êîãäà ñòðîêè ìàòðè÷íîãî êîýôôèöè-

åíòà γp â (1.4.2) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò. å. p = q1 .

Îáîçíà÷èì M′
= N (G

+
) ⊂ Rl−d , ãäå Rl−d � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïåðâûõ l−d îðòîâ

ïðîñòðàíñòâà Rl è l = N(r +m) .
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Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

z ∈M′ ⊂ Rl−d ⇔ ∃∆z ∈ Rd : z = (z; ∆z) ∈M′ ⊂ Rl . (1.4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Íåîáõîäèìîñòü ëåãêî ïîêàçàòü, ïîñòðîèâ

îïèñàíèå (1.1.2) â ïðñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äëÿ ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé M′
(îêîí÷àíèå ∆z

îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì äîîïðåäåëåíèåì ïåðåìåííûõ u[k] â ïðàâîé ÷àñòè

(1.1.2)).

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî M⊂ N (G) äîïóñêàåò ñòàöèî-

íàðíîå îïèñàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òðàåêòîðèè

èç M ïðîäîëæèìû â ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ (1.4.5). Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì

òåîðåìû 5 [19] â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå äèñêðåòíûõ òðàåêòîðèé êîíå÷íîé äëè-

íû. Ñâîéñòâî ïðîäîëæèìîñòè çäåñü èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è ïîëíîòà â ñìûñëå [19, îïðå-

äåëåíèå 3].

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.4.1) íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæèìîé, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êàêîé-ëèáî �áîëåå äëèííîé� òðàåêòîðèè òîé æå ñèñòåìû íà áîëüøåì

èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ t ∈ 1, N ′ − p , N ′ > N .

Óñëîâèå ïðîäîëæèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè îïèñûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå

óðàâíåíèÿìè (1.4.1) êàê íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, òàê è âíå åãî. Ïî ñóòè, ýòî ïðåäïî-

ëîæåíèå î ñòàöèîíàðíîñòè òðàåêòîðèé èëè ñèñòåìû, èõ ïîðîæäàþùåé. Ïîýòîìó ïðî-

äîëæèìûå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ òàêæå ñòàöèîíàðíûìè, à ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ,

ñîñòîÿùèå òîëüêî èç ïðîäîëæèìûõ òðàåêòîðèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ÀÐÑÑ � ñòàöîíàð-

íûìè ìîäåëÿìè.

Îïèøåì êëàññ âñåõ ñèñòåì ÀÐÑÑ, �ñëàáî� ðàâíîñèëüíûõ ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

(1.4.1). Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ N =∞ . Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò

( [141, 12.2], [19, sec. 4]).

Òåîðåìà 1.4.2. Ïðè N = ∞ ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì ÀÐÑÑ, ðàâíîñèëüíûõ ñè-

ñòåìå (1.4.1), îïèñûâàåòñÿ ëåâûìè óìíîæåíèÿìè ìíîãî÷ëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ γ(s)

(1.4.2) íà óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû.

Îáîçíà÷èì dN = d/(r +m) = (p− q1)(r − 1) , ãäå d îïðåäåëåíî â òåîðåìå 1.4.1.

Îïðåäåëåíèå 1.4.5. Äâå ñèñòåìû ÀÐÑÑ âèäà (1.4.1) ñ êîíå÷íûìè N > p + 1 + dN

íàçûâàþòñÿ ñëàáî ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ′ ∈ p+ 1, N − dN òàêîå, ÷òî

íà÷àëüíûé îòðåçîê äëèíû N ′ ëþáîé òðàåêòîðèè ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì

îòðåçêîì íåêîòîðîé òðàåêòîðèè âòîðîé ñèñòåìû, è íàîáîðîò.

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Äâå ñèñòåìû ÀÐÑÑ âèäà (1.4.1) ñëàáî ðàâíîñèëüíû òîãäà (è òîëü-

êî òîãäà), êîãäà ìíîæåñòâà äâóñòîðîííèõ ñòðî÷íî-ïðèâåäåííûõ ôîðì èõ ìíîãî÷ëåí-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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Èç ñëåäñòâèÿ 1.4.3 è îïðåäåëåíèÿ 1.6.4 äâóñòîðîííåé ñòðî÷íî-ïðèâåäåííîé ôîðìû

âûòåêàåò

Òåîðåìà 1.4.3. Ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì ÀÐÑÑ, ñëàáî ðàâíîñèëüíûõ äàííîé ñèñòåìå

(1.4.1), îïèñûâàåòñÿ ëåâûìè óìíîæåíèÿìè ìíîãî÷ëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ γ(s) (1.4.2)

íà óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû.

1.5 Ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå

ñòðóêòóðó ÐÊÒ-ìàòðèö

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàòðèö áåç íóëåâûõ ñòðîê. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàâíî-

ñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÐÊÒ-ìàòðèöû èñ÷åðïûâàåòñÿ ëåâûìè óìíîæåíèÿìè íà íåêî-

òîðûå íåîñîáåííûå ìàòðèöû. Âûäåëèì ñðåäè ýòèõ óìíîæåíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòî-

ðûå ñîõðàíÿþò ñòðóêòóðó ÐÊÒ. Ïóñòü G è G′ � ÐÊÒ-ìàòðèöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

γ = (γ0, γ1, . . . , γp) è δ = (δ0, δ1, . . . , δp) îáðàçóþùóþ ïîäìàòðèöó è ïîäìàòðèöó ðàñ-

øèðåíèÿ (ñì. (1.3.1)�(1.3.3)). Ââåäåì ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó γ(s) = γ0s
0 + . . . γps

p (ïî

îïðåäåëåíèþ γ(s) äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà) è ìàòðèöó ε = (ε0, ε1, . . . , εp) ,

εi =
( γi
δi

)
. ×èñëî ñòðîê ìàòðèöû ε îáîçíà÷èì ÷åðåç σ . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì âåëè÷è-

íû γ′ , γ′(s) , ε′ , δ′ σ′ äëÿ G′ .

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü ÐÊÒ-ìàòðèöû G è G′ ñâÿçàíû ðàâíîñèëüíûì ïðåîáðàçîâà-

íèåì

∃P : detP 6= 0 , PG = G′ . (1.5.1)

Òîãäà (è òîëüêî òîãäà) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà ρ(s) òàêàÿ, ÷òî

det ρ(s) = const 6= 0 , ρ(s)γ(s) = γ′(s) , (1.5.2)

è îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî σ = σ′ è ñîîòíîøåíèå

∃π ∈ Rσ×σ : πε = ε′ . (1.5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà P òàêàÿ, ÷òî PG = G′ .

Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè ìàòðèöû G äâîéíûìè èíäåêñàìè (j, k) òàê, ÷òî j ∈ 1, r , k ∈
1, N − qr , ãäå j ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ïîäìàòðèöû Gj â (1.3.8), à k � íîìåðó ñòðîêè

âíóòðè Gj (îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 èñïîëüçîâàëàñü àíà-

ëîãè÷íàÿ íóìåðàöèÿ). Òàêèì æå îáðàçîì ïðîíóìåðóåì ñòîëáöû ìàòðèöû P :

P
.
= (ρ(1,1), . . . , ρ(1,N−q1), . . . , ρ(r,1), . . . , ρ(r,N−qr)) .

Ýëåìåíò ñ íîìåðîì (i, l) â ñòîëáöå ρ(j,k) îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(i,l),(j,k) . Óñòàíîâèì ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó ìàòðèöåé P è íåêîòîðîé ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöåé ρ(s) ðàçìåðà r × r ïî
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ôîðìóëå

ρij(s) =

N−qj∑
k=1

ρ(i,1),(j,k)s
k−1 . (1.5.4)

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (1.5.4) ñòåïåíè ñòðîê ìàòðèöû ρ(s) îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêî-

òîðûìè ÷èñëàìè, îïðåäåëÿåìûìè ÷åðåç ñòåïåíè ñòðîê ìàòðèöû γ(s) . Äåéñòâèòåëüíî,

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.2 è ïðåäëîæåíèþ 1.6.7 ìàòðèöû γ(s) è γ′(s) èìåþò îäíè è òå

æå ñòåïåíè ñòðîê:

deg ρi(s)γ(s) = deg γ′i(s) = deg γi(s), i ∈ 1, r ,

ãäå γi(s) îáîçíà÷àåò i -þ ñòðîêó ìàòðèöû γ(s) . Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî σ = σ′

è óíèìîäóëÿðíîñòü ìàòðèöû ρ(s) , îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå (1.5.4). Òàêèì îáðàçîì,

âåðíà èìïëèêàöèÿ (1.5.1) ⇒ (1.5.2). Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

deg ρij(s) ∈ 0, deg γi(s)− deg γj(s) , åñëè deg γi(s) > deg γj(s) ,

deg ρij(s) = 0 , åñëè deg γi(s) < deg γj(s) .
(1.5.5)

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà γ(s) íå ìîæåò áûòü ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé.

Â ñèëó (1.5.4), (1.5.5) óñëîâèå (1.5.2) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

ϕε = γ′ (1.5.6)

ñ íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ìàòðèöåé ϕ ∈ Rr×σ , ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëå-

íîâ ρij(s) (1.5.4). Îñòàåòñÿ äîïîëíèòü ìàòðèöó ϕ äî èñêîìîé ìàòðèöû π ∈ Rσ×σ ,

à óðàâíåíèå (1.5.6) � äî óðàâíåíèÿ πε = ε′ . Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ îãðàíè-

÷åíèå (1.5.5): äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñòðîêè äîïîëíÿþùåé ïîäìàòðèöû ∆π = π\ϕ
ñîñòîÿò èç íóëåé è ýëåìåíòîâ íåêîòîðûõ ñòðîê ìàòðèöû ϕ , ñäâèíóòûõ íà íåñêîëüêî

êëåòîê âïðàâî. Òàêèì îáðàçîì, (1.5.2) ⇔ (1.5.6) ⇒ (1.5.3).

Î÷åâèäíà èìïëèêàöèÿ (1.5.3) ⇔ (1.5.1). Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà πε = ε′ ñëå-

äóåò óðàâíåíèå

(
π 0
...

0 π

)
G† = G′† äëÿ êëåòî÷íî-òåïëèöåâûõ ìàòðèö G† , G′† âèäà

(1.3.3). Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå PG = G′ , óäàëèâ ïîâòîðÿþùèåñÿ ñòðîêè

ìàòðèö G† , G′† è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû

(
π 0
...

0 π

)
. Â èòîãå

ïîëó÷àåì èìïëèêàöèþ (1.5.1) ⇒ (1.5.2) ⇒ (1.5.3) ⇒ (1.5.1), êîòîðàÿ îçíà÷àåò ðàâíî-

ñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (1.5.1), (1.5.2), (1.5.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.5.1. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæå-

ñòâîì ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÐÊÒ-ìàòðèöû G+ âèäà (1.3.1)�(1.3.3) è àëãåáðîé

ëåâûõ óìíîæåíèé ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû γ(s) âèäà (1.4.2) íà óíèìîäóëÿðíûå ìàò-

ðèöû, ñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâî (äâóñòîðîííåé) ñòðî÷íîé ìèíèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 1.3.1 ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âçàèìíî-îäíî-

çíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êëàññîì ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè äëèíàìè òðà-
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åêòîðèé è êëàññîì ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ÐÊÒ-ìàòðèöàìè. Âìåñòå ñ òåîðåìîé 1.5.1, êî-

òîðàÿ îïèñûâàåò âñå ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÐÊÒ-îïèñàíèé, ìû ïîëó÷àåì âîç-

ìîæíîñòü ïîñòðîèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè ðàâíîñèëüíûõ

ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (ìîäåëåé) ñ êîíå÷íûìè äëèíàìè òðàåêòîðèé è àëãåáðàìè àññîöè-

èðîâàííûõ ñ íèìè ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö. Ýòî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ïðèìåíèòü àíàëè-

òè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö ê àíàëèçó ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè èíòåð-

âàëàìè íàáëþäåíèÿ. Èçâåñòíûå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ñïîñîáû ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåí-

íûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñóùåñòâåííî îïèðàëèñü íà ïðåäïîëîæåíèå

áåñêîíå÷íîñòè äëèíû ñèñòåìíûõ òðàåêòîðèé [19,141,174,237,268].

1.6 Ïðèëîæåíèå. Ñïåöèàëüíûå ôîðìû ìíîãî÷ëåííûõ

ìàòðèö

Ýòîò ðàçäåë íîñèò ñïðàâî÷íûé õàðàêòåð. Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè

â [19,170,268].

Ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåííîé ñòðîêè αi(s) ðàçìåðà 1 × r íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç

ñòåïåíåé îáðàçóþùèõ åå ýëåìåíòîâ:

degαi(s) = max
{

degαij(s), j ∈ 1, r
}
.

Ïóñòü γ(s) � ìíîãî÷ëåííàÿ (r × t) -ìàòðèöà, r 6 t , ïîëíîãî ðàíãà r , ò. å. ñòðîêè

ìàòðèöû γ(s) ëèíåéíî çàâèñèìû íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê s ∈ C èëè

(ðàâíîñèëüíî) s ∈ R . Ïóñòü {p1, . . . , pr} � ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ñòðîê ìàòðèöû γ(s) .

Òîãäà γ(s) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

γ(s) =


sp1 0

. . .

0 spr

{γ[0] + s−1γ[−1] + . . .+ s−p0γ[−p0]

}
, (1.6.1)

ãäå p0 = max {p1, . . . , pr} è γ[−i] , i ∈ 0, p0 , � ÷èñëîâûå (r × t) -ìàòðèöû.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (r×t) -ìàòðèöû γ(s) ïîëíîãî ðàíãà r ìîæ-

íî óêàçàòü óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó u(s) òàêóþ, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê ïðîèçâå-

äåíèÿ u(s)γ(s) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ñðåäè

âñåõ r -ìèíîðîâ ìàòðèöû γ(s) .

Ïðåäëîæåíèå 1.6.2. Ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê ïðîèçâåäåíèÿ u(s)γ(s) ïðèíèìàåò íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèå òîãäà (è òîëüêî òîãäà), êîãäà ó ÷èñëîâîé ìàòðèöû γ∗[0] â ðàçëîæå-

íèè (1.6.1) ïðîèçâåäåíèÿ u(s)γ(s) = γ∗(s) ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1.6.2 ìàòðèöà γ∗(s) íàçûâàåòñÿ ñòðî÷íî-

ìèíèìàëüíîé (èëè ìèíèìàëüíîé ïî ñòðîêàì) ôîðìîé ìàòðèöû γ(s) . Ñòåïåíè ñòðîê
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ìàòðèöû γ∗(s) � {q1, . . . , qr} � íàçûâàþòñÿ (ñòðî÷íûìè) èíäåêñàìè ìàòðèöû γ(s) .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû γ∗(s) óïîðÿäî÷åíû

ïî íåóáûâàíèþ ñòåïåíåé: q1 6 . . . 6 qr . Â ëèòåðàòóðå äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïî ñòðîêàì

ìàòðèö òàêæå âñòðå÷àåòñÿ íàçâàíèå ñîáñòâåííûå ïî ñòðîêàì [19, ïðèëîæåíèå N].

Ïðåäëîæåíèå 1.6.3. Èíäåêñû ìíîãî÷ëåííîé (r × t) -ìàòðèöû γ(s) ïîëíîãî ðàíãà r

îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ïóñòü γ(s) � ìíîãî÷ëåííàÿ (r×t) -ìàòðèöà, r 6 t , ðàíãà τ 6 r , è ïóñòü {p1, . . . , pr}
� ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ñòðîê ìàòðèöû γ(s) . Òîãäà äëÿ γ(s) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëå-

íèå (1.6.1).

Ëåâûì óìíîæåíèåì íà íåêîòîðóþ óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó w(s) ìîæíî ïðèâåñòè

γ(s) ê âèäó w(s)γ(s) = (γ(s); 0) = γ′(s) , ãäå γ(s) � ïîäìàòðèöà ðàçìåðà τ × t ñ ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûìè ñòðîêàìè. Â êà÷åñòâå γ′(s) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, êàíîíè÷åñêóþ

ôîðìó íà ìíîæåñòâå ëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [23].

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäìàòðèöà γ(s) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ëåâûõ ýëå-

ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàâåíñòâà w1(s)γ(s) =

(γ1(s); 0) , w2(s)γ(s) = (γ2(s); 0) , èç êîòîðûõ ñëåäóåò (γ1(s); 0) = v(s)(γ2(s); 0) , ãäå

v(s) � óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà. Ðàçáèâ v(s) íà êëåòêè, v(s) = ( v11 v12
v21 v22 ) , ïîëó÷èì

γ1(s) = v11(s)γ2(s) , 0 = v21(s)γ2(s) . Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñè-

ìîñòè ñòðîê ìàòðèöû γ2(s) âûòåêàåò v21(s) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, det v(s) = det v11(s)×
× det v22(s) . Ïîýòîìó ìàòðèöà v11(s) óíèìîäóëÿðíàÿ âìåñòå ñ v(s) , ò. å. γ1(s) è γ2(s)

ñâÿçàíû ëåâûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ïóñòü q∗ � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìèíîðîâ ìàòðèöû γ(s) :

q∗ = max
i∈1,r

max
Mi

degMi = max
Mτ

degMτ ,

ãäå Mi îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé ìèíîð ïîðÿäêà i ìàòðèöû γ(s) . Ââèäó âûøåñêàçàí-

íîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî q∗ äëÿ ìàòðèöû γ(s) îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì,

ïîñêîëüêó ëåâûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû γ(s) ïîëíîãî ðàíãà τ íå èç-

ìåíÿþò τ -ìèíîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (r × t) -ìàòðèöû γ(s) , r 6 t , ìîæíî óêà-

çàòü óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó u(s) òàêóþ, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê ïðîèçâåäåíèÿ

u(s)γ(s) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå q∗ .

Ïðåäëîæåíèå 1.6.5. Ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê ïðîèçâåäåíèÿ u(s)γ(s) èìååò íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå q∗ , åñëè ó ÷èñëîâîé ìàòðèöû γ∗[0] â ðàçëîæåíèè (1.6.1) ïðîèçâåäåíèÿ

u(s)γ(s) = γ∗(s) íåíóëåâûå ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íà ìåñòàõ íóëåâûõ ñòðîê

ìàòðèöû γ∗[0] âî âñåõ îñòàëüíûõ ìàòðèöàõ γ∗[−i] , i = 1, p0 , ñòîÿò òàêæå íóëåâûå

ñòðîêè.
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Ïðåäëîæåíèå 1.6.6. ×èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû γ∗(s) ðàâíî ðàíãàì ìàòðèö

γ(s) è γ∗(s) .

Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1.6.6 ìàòðèöà γ∗(s) íàçûâàåòñÿ ñòðî÷íî-

ïðèâåäåííîé (èëè ïðèâåäåííîé ïî ñòðîêàì) ôîðìîé ìàòðèöû γ(s) . ×èñëîâàÿ ìàòðèöà

γ[0] â ðàçëîæåíèè (1.6.1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé âåäóùèõ êîýôôèöèåíòîâ ñòðîê. Ñòåïåíè

íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû γ∗(s) � {q1, . . . , qτ} � íàçûâàþòñÿ (ñòðî÷íûìè) èíäåêñà-

ìè ìàòðèöû γ(s) . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåíóëåâûå ñòðîêè

ìàòðèöû γ∗(s) óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ ñòåïåíåé: q1 6 . . . 6 qr .

Ïðåäëîæåíèå 1.6.7. Èíäåêñû ìíîãî÷ëåííîé (r×t) -ìàòðèöû γ(s) , r 6 t , îïðåäåëåíû

åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.6.3. Ìíîãî÷ëåííàÿ (r× t) -ìàòðèöà γ(s) , r 6 t , íàçûâàåòñÿ ñòðî÷íî-

ìèíèìàëüíîé ñëåâà (ñ ìëàäøåãî êîíöà), åñëè â ðàçëîæåíèè

γ(s) = γ0 + γ1s+ . . .+ γps
p

ñòðîêè ÷èñëîâîé ìàòðèöû γ0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû γ(s) ê ðàâíîñèëüíîé ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé

ñëåâà ôîðìå íóæíî ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàðÿäó ñ

ýëåìåíòàðíûìè ëåâûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íóæíî ñ÷èòàòü ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñòðîê íà s . ×òîáû ïðåîáðàçîâàííûå ìàòðèöû îñòàâà-

ëèñü ìíîãî÷ëåííûìè, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ äåëåíèÿìè ñòðîê íà îáùèé ñîìíîæè-

òåëü âèäà sk , k > 0 , ó ýëåìåíòîâ ñòðîêè. Åñëè s � îïåðàòîð ñäâèãà, òî òàêîå äåëå-

íèå ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó óðàâíåíèÿ ñòðîêè íà k êëåòîê âëåâî. ßñíî, ÷òî óêàçàííûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñèñòåìàì, ñëàáî ðàâíîñèëüíûì èñõîäíîé ñèñòåìå â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ 1.4.5.

Çàìå÷àíèå 1.6.1. Äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ãäå s âûñòóïàåò â ðîëè îïåðàòî-

ðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, óìíîæåíèÿ ñòðîê íà s èëè íà s−1 íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ñëàáîì ñìûñëå.

Óêàæåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé ñëåâà ôîðìû. Îáîçíà÷èì

ζ
.
= s−1 . Òîãäà

γ(ζ) = γ0 + γ1ζ
−1 + . . .+ γpζ

−p =

= ζ−p
(
γp + γp−1ζ

1 + . . .+ γ0ζ
p
)
.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

γ′(ζ)
.
= ζpγ(ζ) = γp + γp−1ζ

1 + . . .+ γ0ζ
p.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.6.4, âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ýòó ìàòðèöó â ðàâíîñèëüíóþ
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ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíóþ ôîðìó:

γ′(ζ) ∼ γ′#(ζ) =


ζp
′
1 0

. . .

0 ζp
′
r

{γ′[0] + ζ−1γ′[−1] + . . .+ ζ−p
′
0γ′[−p′0]

}
,

ãäå ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà γ′[0] èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè è p′i 6 p � ñòðî÷íûå

èíäåêñû γ′(ζ) (îïðåäåëåíèå 1.6.1). Îáîçíà÷èì ïðàâûé ñîìíîæèòåëü â ïîñëåäíåì ðàç-

ëîæåíèè ÷åðåç γ#(ζ) :

γ#(ζ)
.
= γ′[0] + ζ−1γ′[−1] + . . .+ ζ−p

′
0γ′[−p′0].

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìàòðèöà

γ#(s)
.
= γ′[0] + sγ′[−1] + . . .+ sp

′
0γ′[−p′0]

ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà ñëåâà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.6.3, è îïèñàíèå ñ ýòîé ìàòðèöåé

ñëàáî-ðàâíîñèëüíî îïèñàíèþ ñ èñõîäíîé ìàòðèöåé γ(s) .

Îïðåäåëåíèå 1.6.4. Ìíîãî÷ëåííàÿ (r × t) -ìàòðèöà γ(s) , r 6 t , íàçûâàåòñÿ äâóñòî-

ðîííå ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà è îäíîâðåìåííî ñòðî÷íî-

ìèíèìàëüíà ñëåâà, ò. å. â ðàçëîæåíèè ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé ìàòðèöû γ(s)

γ(s) = γ0 + γ1s+ . . .+ γps
p

ñòðîêè ÷èñëîâîé ìàòðèöû γ0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè ðàíã ìàòðèöû γ(s) íå ìàê-

ñèìàëåí, äëÿ íåå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 1.6.2 îïðåäåëÿåòñÿ äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-

ïðèâåäåííàÿ (èëè äâóñòîðîííå ïðèâåäåííàÿ ïî ñòðîêàì) ôîðìà.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.8. Ëåâûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ëåâîé

ñòðî÷íîé ìèíèìàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà u(s) ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ [23, ñ. 135] âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû u(s) = u0 + u1s , ãäå u0

è u1 � ÷èñëîâûå ìàòðèöû, è u0 íåîñîáåííàÿ. Êàê ñëåäñòâèå, â ïðîèçâåäåíèè

u(s)γ(s) = (u0 + u1s) (γ0 + γ1s+ . . .+ γps
p)

.
= γ′0 + γ′1s+ . . .

÷èñëîâàÿ ìàòðèöà γ′0 = u0γ0 èìååò (èëè íå èìååò) ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè âìåñòå

ñ γ0 . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé �íåâåðòèêàëüíîé� ìàòðèöû

γ(s) ê (ñëàáî-) ðàâíîñèëüíîé äâóñòîðîííåé ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé ôîðìå γ@(s) äîñòà-

òî÷íî ïðèâåñòè γ(s) îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ê ëåâîé ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé ôîðìå
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γ#(s) è çàòåì ëåâûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåñòè γ#(s) ê ñòðî÷íî-

ìèíèìàëüíîé ôîðìå γ@(s) , êîòîðàÿ è áóäåò ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.6.8 äâóñòîðîííåé

ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîé.

Çàìå÷àíèå. Â ïðèëîæåíèè N ñòàòüè [19] ïîíÿòèå äâóñòîðîííåé ñîáñòâåííîñòè ïî ñòðî-

êàì (ò. å. äâóñòîðîííåé ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíîñòè), ââîäèëîñü íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåí-

íûõ ìàòðèö îò ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé s . Òàêîé ïîäõîä âûãëÿäèò

áîëåå èçÿùíûì, íî ïðåäïîëàãàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé íå

êàê ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà RnN , à êàê ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà

áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (Rn)Z íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z .
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Ãëàâà 2

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ

èäåíòèôèöèðóåìîñòü

Â íàó÷íîì ïîíèìàíèè òî, ÷òî íå ìîæåò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíî,

íå èìååò êîíêðåòíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ

(Ð.Êàëìàí (1985) [48])

Âî 2-é ãëàâå èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì � ñíà÷àëà áåç âîçìóùåíèé, à çàòåì ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè. Ïîä

èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå (ò. å. áåç âîçìóùåíèé) ïîíèìàåòñÿ

îäíîýëåìåíòíîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå

âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû. Â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå ðîëü �ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé� èãðàåò

ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû òàê íàçûâàåìîé ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèöèðóåìî-

ñòè, ò. å. àñïåêòû, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì ðàñïîëîæåíèÿ çàâèñèìûõ îò ïàðàìåòðà ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû ñèñòåìû íà èäåíòèôèöèðóåìîñòü. Èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû íóëåâîãî ïîðÿäêà,

èñïîëüçóåìûå â ýêîíîìåòðèêå. Äëÿ íèõ äîêàçàíû íîâûå òåîðåìû: î ìèíèìàëüíîì êî-

ëè÷åñòâå ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìîì äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàí-

ãà ìàòðèöû ñèñòåìû íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (òåîðåìà 2.2.4); î ìèíèìàëü-

íîì êîëè÷åñòâå ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé

èäåíòèôèöèðóåìîñòè íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (òåîðåìà 2.2.5).

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîðÿäêà p > 0 ïîëó÷åíû íîâûå ñàìûå ñëàáûå èç èçâåñò-

íûõ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè ïîäìàòðèö

ìàëîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû (òåîðåìà 2.3.1). Îïèñàí øèðîêèé êëàññ ëîêàëüíî-

ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðàíãîâûå óñëîâèÿ

èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè (òåîðåìà 2.3.2).

Îòäåëüíî èññëåäîâàí ñëó÷àé ïîëèíîì-îïåðàòîðíûõ ïàðàìåòðèçàöèé � êîãäà âìåñòî

îïåðàòîðà ñäâèãà s ñòîèò çàäàííûé ìíîãî÷ëåí ϕ(s) , íàïðèìåð ϕ(s) = [(s− 1) /h]p .

Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñîõðàíÿò ñèëó âñå ðåçóëüòàòû ïî èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àÿ ϕ(s) ≡ s . Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðè-
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ìåíÿåìîé òåõíèêå äîêàçàòåëüñòâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè áåç

ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êîãäà ñèì-

âîë s ïîíèìàåòñÿ êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Äàëåå â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñî ñòîõà-

ñòè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå ïîä èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà ïî çàäàííîìó

âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû, ñì. Ò. Ðîçåíáåðã

(1971) [238]. Ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå íåðàçðåøèìîñòè

ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýòîò êðèòåðèé ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè

ðàñïðåäåëåíèé ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì (òåîðåìà 2.5.1). Îïèñàíû ÷àñò-

íûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ïîëó÷åííûé êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ ðàíãîâûìè óñëîâèÿìè èäåí-

òèôèöèðóåìîñòè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî íà îñíîâàíèè ñðàâíå-

íèÿ ñëîæíîñòè óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìîæíî ïðåäëîæèòü íîâóþ êëàññèôèêà-

öèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îòëè÷àþùóþñÿ îò èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèè

Ë.Ëüþíãà (1987) [195].

2.1 Îïðåäåëåíèÿ

Èçëîæèì ïðèíÿòóþ â äèññåðòàöèè ñèñòåìó îïðåäåëåíèé. Äðóãèå ïîäõîäû ìîæíî íàéòè

â [10,25,28,195,216]. Â ÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèè [10] èññëåäîâàëàñü ëîêàëüíàÿ èäåíòèôè-

öèðóåìîñòü ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïî íàáëþäåíèÿì íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà ÷åðåç ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè

çíà÷åíèé íà êîíöàõ ïðåìåæóòêà ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðà. Èñïîëüçóåìûé íà-

ìè ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì ðàâíîñèëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, çàðóáåæíûé òåðìèí � similarity transformation approach [253]. Íàçâà-

íèå ïðîèñõîäèò îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ A′ = PAP−1 . Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.1,

ïðåîáðàçîâàíèå (1.2.1) èñ÷åðïûâàåò âñå ìíîæåñòâî ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëè-

íåéíîé ñèñòåìû â ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà (1.1.2). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èäåíòèôèöèðóå-

ìîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå îäíîçíà÷íîé âû÷èñëèìîñòè ïàðàìåòðà ñèñòåìû ïî çàäàííîìó

ìíîæåñòâó åå ðåøåíèé; íàïðèìåð, èç ðàâåíñòâà N (Gθ) = N (Gξ) äîëæíî ñëåäîâàòü

θ = ξ . ×òîáû óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü, íóæíî óìåòü îáíàðóæèâàòü ôàêò ñîâïàäå-

íèÿ N (Gθ) = N (Gξ) . Ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîñèëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû GLn :

E(G)
.
= {G′ : N (G′) = N (G)} = {G′ = PG : P ∈ GLn} , (2.1.1)

E(A,B,C,D) =
{

(PAP−1, PB,CP−1, D) : P ∈ GLn
}
. (2.1.2)

80



Ïîýòîìó ñîâïàäåíèå N (Gθ) = N (Gξ) îçíà÷àåò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå îðáèò E(Gθ) ∩
E(Gξ) 6= ∅ , ò. å. îíî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

PGθ = QGξ (2.1.3)

äëÿ íåêîòîðûõ íåîñîáåííûõ ìàòðèö P , Q , èëè â ñëó÷àå ñèñòåì â ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà

PAθP
−1 = QAξQ

−1, PBθ = QBξ, CθP
−1 = CξQ

−1.

Ïðîâåðêà ðàçðåøèìîñòè òàêèõ óðàâíåíèé îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê êîíñòðóêòèâíûì ïîëèíî-

ìèàëüíûì àëãîðèòìàì.

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ïðèìåíèëè ìåòîä ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ê. Ãëîâåð è

ß.Âèëëåìñ (1974); îíè èññëåäîâàëè èäåíòèôèöèðóåìîñòü ñèñòåì â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-

ãî ïîðÿäêà [160]. Â íàøåé ñòðàíå â ýòîì íàïðàâëåíèè ìíîãî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷èëà

Ò.Â.Àâäååíêî [2]. Ýòîò ìåòîä òàêæå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàë Ý.Óîëòåð â ñâîåé

ìîíîãðàôèè (1982) [263]. Ñ. Âàæäà è Õ.Ðàáèö (1989) [252, 253] èñïîëüçîâàëè íàçâàíèå

�ïîäõîä íà îñíîâå èçîìîðôèçìà ñîñòîÿíèé� (state isomorphism approach) èëè �ïîäõîä

íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ� (similarity transformation approach), ïðèìåíÿÿ åãî â

òîì ÷èñëå è äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ áîëåå îáùåãî íàçâàíèÿ �ìåòîä

ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé�, â âèäó òîãî, ÷òî âàðèàíòû, ïðåäëîæåííûå Ñ.Âàæäîé,

îòíîñÿòñÿ ê ðàâíîñèëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ëèíåéíûõ èëè ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì

òîëüêî â íîðìàëüíîé ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî îòíîøåíèþ ê

ëèíåéíûì ñèñòåìàì áåç ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ. Ìíîæåñòâî ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì (2.1.1)

çäåñü óñòðîåíî ïðîùå, ÷åì àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî (2.1.2) äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè ñî-

ñòîÿíèÿ, ïîýòîìó ïîëó÷àåìûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò áîëåå èñ÷åðïûâàþùèé

õàðàêòåð. Á. Ã. Âîð÷èê (1985) áûë, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì, êòî ïðèìåíèë ìåòîä ðàâíî-

ñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê ñèñòåìàì áåç ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ [22]. Â åãî ðàáîòàõ èñ-

ñëåäîâàëèñü ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû; óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñâîäèëîñü ê íåðàç-

ðåøèìîñòè óðàâíåíèé äëÿ ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö ρ(s)ϕθ(s) ≡ ϕξ(s) ïðè íåñîâïàäàþùèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ θ 6= ξ . Ìíîãî÷ëåííûå óðàâíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîíñòðóêòèâ-

íû â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè íåðàçðåøèìîñòè íóæíî ïðèìåíÿòü ñèìâîëüíûå âû-

÷èñëåíèÿ, ðåçóëüòàò êîòîðûõ íåî÷åâèäåí. Íî äëÿ ìàòðèö ìàëîé ðàçìåðíîñòè ïðîáëåìà

ïî ñóòè áûëà ðåøåíà.

Ìû èäåì â íàïðàâëåíèè ðàáîò Á. Ã.Âîð÷èêà, óñòàíàâëèâàÿ ðàâíîñèëüíîñòü ìíîãî-

÷ëåííûõ óðàâíåíèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì âèäà (2.1.3) ñî ñïåöè-

àëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè. Çàòåì óêàçûâàåì øèðîêèé êëàññ ïàðàìåòðèçàöèé,

ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (2.1.3) ðàâíîñèëüíû êîíå÷íîìó íàáîðó óñëîâèé íà ðàíãè ñïå-

öèàëüíûõ ïîäìàòðèö. Òåì ñàìûì ïðîáëåìà ïðîâåðêè èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñâîäèòñÿ

ê ïîëèíîìèàëüíûì êîíñòðóêòèâíûì àëãîðèòìàì ïðîâåðêè ðàíãîâ êîíå÷íîãî (íåáîëü-

øîãî) ÷èñëà ïîäìàòðèö. Êðîìå òîãî, ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîñðåäñòâîì àíàëèçà êëåòî÷íî-
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òåïëèöåâîé ñòðóêòóðû ìàòðèö äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ðàâíîñèëü-

íîñòü ìíîãî÷ëåííûõ óðàâíåíèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè óðàâíåíèÿì âèäà (2.1.3) ñ ÷èñ-

ëîâûìè ìàòðèöàìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è áåç îáðàùåíèÿ ê àê-

òóàëüíî áåñêîíå÷íûì èíòåðâàëàì íàáëþäåíèÿ. Ýòîò ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì

äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïðèìåíÿåìîãî íàìè ñïîñîáà àíàëèçà èäåíòèôèöèðóå-

ìîñòè íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ. Áëàãîäàðÿ òàêîé òåõíèêå óäàåòñÿ ñíÿòü

îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëÿåìîñòü è óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåìûõ ñèñòåì.

Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè îáùåãî âèäà, áåç îãðàíè÷åíèé

íà ðàñïîëîæåíèå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ; çàòåì ðàññìàòðèâàåì ÐÊÒ-ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâó-

þùèå äèíàìè÷åñêèì ðàçíîñòíûì ñèñòåìàì ïîðÿäêà p > 0 .

Èòàê, çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ïðåäñòàâèì êàê âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî èçìåðåíèÿì õàðàêòåðèñòèê ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà.

Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè z(1), . . . , z(L) â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå:
{
z(1), . . . , z(L)

}
⊂ Rl . Ìîäåëüþ (îáúåêòà, ÿâëåíèÿ) íàçîâåì íåêîòîðîå

çàäàííîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå õàðàêòåðèñòèê M⊂ Rl . Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàò-

ðèâàåì òîëüêî ëèíåéíûå ìîäåëè. Åñëè îáúåêò òî÷íî îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé

ìîäåëüþ, è èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ìíî-

ãîîáðàçèå M∗ , â êîòîðîå óêëàäûâàþòñÿ âñå èçìåðåíèÿ:
{
z(1), . . . , z(L)

}
⊂M∗ .

Îïèñàíèåì ëèíåéíîé ìîäåëè M íàçîâåì óðàâíåíèå Az = 0 ñ ìàòðèöåé A ∈ Rn×l

òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ M : M =
{
z ∈ Rl : Az = 0

}
, èëè M =

N (A) .

Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà A = Aθ çàâèñèò îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ â íåêîòîðîé

îáëàñòè θ ∈ Θ ⊆ Rυ , v 6 nl . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî îïèñàíèé

AΘ
.
= {Aθ : θ ∈ Θ} .

Îòîáðàæåíèå

τ : θ ↔ Aθ : Θ↔ AΘ, (2.1.4)

íàçîâåì ïàðàìåòðèçàöèåé ìíîæåñòâà îïèñàíèé. Âåçäå äàëåå ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì è ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìûì â ñìûñëå Ôðåøå.

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ óðàâíåíèå

Aθz = 0 (2.1.5)

çàäàåò ìîäåëü

Mθ
.
= N (Aθ) . (2.1.6)

Ìíîæåñòâî ìîäåëåé Mθ ïðè ðàçëè÷íûõ θ ∈ Θ îáîçíà÷èì MΘ
.
= {Mθ : θ ∈ Θ} . Îòîá-

ðàæåíèå

µ : Θ→MΘ (2.1.7)

íàçûâàåì ïàðàìåòðèçàöèåé ìíîæåñòâà ìîäåëåé MΘ .
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Îïèñàíèÿ (2.1.5) Aα , Aβ íåðàçëè÷èìû (èëè ðàâíîñèëüíû, ýêâè-

âàëåíòíû) (Aα ∼ Aβ) , åñëè ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîäåëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ:

Aα ∼ Aβ ⇔ Mα = Mβ . Èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïàðàìåòðû α , β ðàçëè÷èìû, èìåÿ â

âèäó, ÷òî ðàçëè÷èìû îïèñàíèÿ Aα , Aβ .

Îáîçíà÷èì ν : Rn×l 7→ 2Rl îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ìàòðèöå A ∈ Rn×l

åå ïðàâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî N (A) ⊂ Rl . Ïàðàìåòðèçàöèÿ µ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé

µ = ν ◦ τ .

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïàðàìåòðèçàöèè µ è τ ìíîæåñòâ MΘ è AΘ íàçûâàþòñÿ êîð-

ðåêòíûìè, åñëè îòîáðàæåíèå µ = ν ◦ τ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü

ìîäåëü Mθ êîððåêòíà èëè îïèñàíèå Aθ êîððåêòíî, èìåÿ â âèäó êîððåêòíîñòü ïàðà-

ìåòðèçàöèé µ èëè τ . Åñëè ìîäåëü èëè îïèñàíèå êîððåêòíû âñþäó â Θ çà èñêëþ÷åíèåì

ìíîæåñòâà òî÷åê ìåðû íîëü, òî ãîâîðèòñÿ î êîððåêòíîñòè ñòðóêòóðû, ñòðóêòóðíîé

êîððåêòíîñòè èëè ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ñâÿçûâàåò êîððåêòíîñòü ñ åäèíñòâåííî-

ñòüþ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà θ ïî ïðåäúÿâëåííîìó ëèíåéíîìó ìíîãîîáðàçèþ Mθ ⊂ Rl .

Íà ïðàêòèêå ýòî ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî íàáîðîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ θ , åñëè îíî åäèíñòâåííî, ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïàðàìåò-

ðèçàöèè τ ïðè óñëîâèè çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà Θ . Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè

óñòîé÷èâîñòè èññëåäóþòñÿ â 5-é ãëàâå äèññåðòàöèè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (2.1.5) ñ ìàòðèöåé ðàçìåðà 1× l

Aθ
.
=
(
a1(θ), . . . , al(θ)

)
. (2.1.8)

Ìîäåëüíîå ìíîãîîáðàçèå Mθ (ñì. (2.1.6)) äëÿ ñëó÷àÿ (2.1.8) åñòü ãèïåðïëîñêîñòü ðàç-

ìåðíîñòè l−1 . Ïóñòü çàäàí âåêòîð b , ÿâëÿþùèéñÿ íîðìàëüþ ê Mθ . ×òîáû âû÷èñëèòü

ïàðàìåòð θ , íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå Aθ = λb îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ λ ∈ R1 è

θ ∈ Θ . Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è θ åäèíñòâåííî (ò. å. ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) ìíîæåñòâà

îïèñàíèé (2.1.8) êîððåêòíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå Aθ = λAξ îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ λ ∈ R1 è θ, ξ ∈ Θ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ = 1 è ξ = θ .

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå êîððåêòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè õî-

òÿ áû îäèí ýëåìåíò ai(θ) = ai íå çàâèñèò îò θ .

Çàìåòèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà θ ïî ìîäåëüíîìó

ìíîãîîáðàçèþ Mθ , êàê è ñâÿçàííîå ñ íåé ïîíÿòèå êîððåêòíîñòè ïàðàìåòðèçàöèé µ è

τ , ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî èñêóññòâåííûìè. Îíè èãðàþò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü ïî îòíî-

øåíèþ ê áîëåå îáùåé çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ ïî ïðåäúÿâëåííî-

ìó ìíîæåñòâó èçìåðåíèé M̄ èç áîðåëåâñêîé σ -àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ Rl , òàêîìó ÷òî

∀θ ∈ Θ M̄ *Mθ (ñì. [33,51,120,195,216]). Â ÷àñòíîñòè, êîððåêòíîñòü ïàðàìåòðèçàöèé

µ è τ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

èäåíòèôèêàöèè M̄ →Mθ → θ (ñì. ðàçäåë 3.2). Ïîäðîáíûå îáñóæäåíèÿ ýòîãî âîïðîñà

ìîæíî íàéòè â [22,195,216].
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2.2 Ñèñòåìû íóëåâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ëèíåéíûõ ìîäåëåé âèäà (2.1.5) è (2.1.6) áåç ñïåöè-

àëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó ìàòðèöû Aθ . Êîððåêòíîñòü â òî÷êå θ ïîíèìàåòñÿ

êàê îäíîçíà÷íàÿ âû÷èñëèìîñòü ïàðàìåòðà θ ïî ìíîæåñòâó Mθ = N (Aθ) ðåøåíèé

ñèñòåìû (2.1.5).

Ìîäåëè (2.1.5), (2.1.6) íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ýêîíîìåòðèêå [117]. Äëÿ îáåñ-

ïå÷åíèÿ êîððåêòíîñòè ðÿä àâòîðîâ ( [33, 51, 120, 195], [114, ïàð.2.2]) îãðàíè÷èâàþòñÿ

íàëîæåíèåì äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ íàëè÷èÿ â Aθ íåîñîáåííîé ïîäìàòðèöû èç ôèêñèðî-

âàííûõ ñòîëáöîâ (íå çàâèñÿùèõ îò θ ). Ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñèëüíûì. Îíî

èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëåé ñî ñëîæíûì ðàñïîëîæåíèåì íåôèêñè-

ðîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò óêàçàòü îáùèå ïðèåìû àíàëèçà èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòè íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ñóùåñòâåííî ëó÷øèå

ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèìåíèòåëüíî ê

ìîäåëÿì (2.1.5) è (2.1.6) êðèòåðèé êîððåêòíîñòè ñîñòîèò â íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

PAθ = Aξ (2.2.1)

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P 6= I è âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ξ ∈ Θ \ {θ} . Óñëîâèå (2.2.1) ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì, ÷òî ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíî

(ïðåäëîæåíèå 2.2.1 íèæå). Òåì íå ìåíåå, ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ (2.2.1), êàê ïðàâèëî,

ñâÿçàíî ñ ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè, îñîáåííî â ñëó÷àå ñèñòåì (2.1.5) ñ áîëüøèì ÷èñ-

ëîì óðàâíåíèé. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå (2.2.1) äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèÿ

êîððåêòíîñòè, áîëåå áëèçêîãî ê íåîáõîäèìîìó, ÷åì óïîìÿíóòîå âûøå óñëîâèå íàëè÷èÿ

íåîñîáåííîé ôèêñèðîâàííîé ïîäìàòðèöû èç ñòîëáöîâ, è â òî æå âðåìÿ áîëåå ïðîñòîãî,

÷åì (2.2.1).

Â ðåçóëüòàòå áóäóò ïîëó÷åíû ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé � ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåí-

òàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîá-

õîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè íà øèðîêîì êëàññå ëîêàëüíî-ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèé.

Áóäóò äîêàçàíû òåîðåìû î íàèìåíüøåì ÷èñëå ôèêñèðîâàííûõ (ò. å. íå çàâèñÿùèõ îò

ïàðàìåòðà) êîýôôèöèåíòîâ à) â êîððåêòíûõ è á) "íåâûðîæäàåìûõ" ìîäåëÿõ ñî "ñâî-

áîäíîé" ïàðàìåòðèçàöèåé.

2.2.1 Îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû

Ââåäåì ïîíÿòèå êîððåêòíîñòè ïàðàìåòðèçàöèé µ è τ íà ïàðå ïîäìíîæåñòâ Θ .

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïàðàìåòðèçàöèè µ (2.1.7) è τ (2.1.4) êîððåêòíû íà ïàðå (A,B)

ïîäìíîæåñòâ Θ ( (A,B) -êîððåêòíû), åñëè ∀α ∈ A ⊆ Θ ∀β ∈ B ⊆ Θ èç Mα =

Mβ ñëåäóåò α = β è A ∩ B 6= ∅ . Êîððåêòíîñòü íà ïàðå (θ, V (θ)) äëÿ íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè V (θ) ⊂ Θ òî÷êè θ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé êîððåêòíîñòüþ â òî÷êå θ , íà
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ïàðå (θ,Θ) � ãëîáàëüíîé êîððåêòíîñòüþ â òî÷êå θ , è íà ïàðå (Θ,Θ) � êîððåêòíîñòü

ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.2 (ò. å. ãëîáàëüíàÿ êîððåêòíîñòü).

Çàìåòèì, ÷òî (A,B) = (B,A) , è åñëè A′ ⊆ A è B′ ⊆ B , òî (A,B) âëå÷åò (A′, B′) .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ A = ∪θ∈A {θ} , (A,B) = &θ∈A(θ, B) , ìîæíî ñâåñòè êîððåêò-

íîñòü íà ïàðå ìíîæåñòâ (A,B) ê êîððåêòíîñòè â òî÷êå, ò. å. ê (θ, B) - èëè (θ,Θ) -

êîððåêòíîñòè.

Îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ M è A ìîäåëåé è îïèñàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ:

à) âñå ìîäåëè Mθ ∈M (2.1.6) ñîâïàäàþò ïî ðàçìåðíîñòè:

∀θ, ξ ∈ Θ dimMθ = dimMξ; (2.2.2)

á) âñå îïèñàíèÿ Aθ ∈ A (2.1.5) ìèíèìàëüíû, ò. å. ñîäåðæàò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå

÷èñëî ñòðîê

n = codimMθ. (2.2.3)

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ 2.2.2 è 2.2.3 â âèäå òîæäåñòâà

∀θ ∈ Θ rankAθ = n. (2.2.4)

Òåîðåìà 2.2.1. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîé êîððåêòíîñòè â òî÷êå). Ïóñòü âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (2.2.4), è ïóñòü äëÿ âñåõ i = 1, n äëÿ íåêîòîðîãî θ èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî rankAiθ = n , ãäå Aiθ åñòü ïîäìàòðèöà èç ñòîëáöîâ Aθ , íà i -ì ìåñòå ó

êîòîðûõ ñòîèò íå çàâèñÿùèé îò θ (ôèêñèðîâàííûé) ýëåìåíò. Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèè

µ (2.1.7) è τ (2.1.4) ãëîáàëüíî êîððåêòíû â òî÷êå θ .

Óñëîâèå êîððåêòíîñòè â òåîðåìå 2.2.1 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (ñì. ïðèìåð 3 â ðàç-

äåëå 2.2.3.3) íî ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì, åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ (2.1.4) ïðèíàäëåæèò íåêîòî-

ðîìó øèðîêîìó êëàññó. Îïèøåì ýòîò êëàññ ïàðàìåòðèçàöèé.

Îáîçíà÷èì D(Aθ) ìíîæåñòâî "äîïóñòèìûõ ïðèðàùåíèé" ìàòðèöû Aθ :

D(Aθ)
.
= {Aα − Aθ : α ∈ Θ} .

È ïóñòü V(Aθ) ⊂ Rn×l � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ñ ÷èñëîì ñòðîê è ñòîëáöîâ êàê â Aθ ,

ñ íóëÿìè íà ìåñòàõ ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ Aθ . Î÷åâèäíî, V(Aθ) åñòü ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íóëåì 0n×l , è äëÿ âñåõ θ ∈ Θ ìíîæåñòâî D(Aθ) âëîæåíî â V(Aθ) .

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü âûïîëíåíî (2.2.4) è ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) òàêîâà, ÷òî

ëþáîé ëó÷ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö V(Aθ) ñ íà÷àëîì â íóëå 0n×l ïåðåñåêàåò ìíîæå-

ñòâî D(Aθ) \ {0n×l} , òî åñòü ∀X ∈ V(Aθ) \ {0n×l} ∃λ ∈ R1 λX ∈ D(Aθ) \ {0n×l} .
Òîãäà óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé êîððåêòíîñòè â òî÷êå θ èç òåîðåìû 2.2.1 ÿâëÿþòñÿ íåîá-

õîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé (ëîêàëüíî-ñâî-

áîäíîé), åñëè òîëüêî äëÿ âñåõ θ ∈ Θ ìíîæåñòâî D(Aθ) îòêðûòî â V(Aθ) .
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Òåîðåìà 2.2.3. Äëÿ ëîêàëüíî-ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèé óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1 ÿâ-

ëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé (íåçàâèñèìîé),

åñëè òîëüêî D(Aθ) = V(Aθ) . Áóäåì îáîçíà÷àòü: Aθ ∈ÑÏ.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì îïðåäåëåíèè äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîé òî÷êè

θ ∈ Θ , â êîòîðîé D(Aθ) = V(Aθ) . Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî D(Aθ) = V(Aθ) âñþäó â Θ

(äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ðàññìîòðåòü íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ θ ↔ δ ,

ãäå δ ∈ Rυ åñòü âåêòîð âñåõ çàâèñÿùèõ îò θ ýëåìåíòîâ Aθ , è ó÷åñòü èçîìîðôèçì

ïðîñòðàíñòâ Θ↔ Rυ è V(Aθ) ).

Î÷åâèäíî, âñå íåçàâèñèìûå (ñâîáîäíûå) ïàðàìåòðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ â òî æå âðåìÿ è

ëîêàëüíî-ñâîáîäíûìè (îòêðûòûìè).

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû Aθ , êîòîðûå ôèêñèðîâàíû (ò. å. íå çàâèñÿò îò θ ) è â

òî æå âðåìÿ íå ðàâíû íóëþ, ñèìâîëîì x . Ýëåìåíòû, êîòîðûå çàâèñÿò îò θ , îáîçíà÷èì

ñèìâîëîì y .

Ïóñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) ñâîáîäíàÿ. Òîãäà óñëîâèå (2.2.4) íàëàãàåò îãðàíè-

÷åíèå ñíèçó íà ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå Aθ .

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü Aθ ∈ ÑÏ è âûïîëíåíî (2.2.4). Òîãäà ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ ýëå-

ìåíòîâ â Aθ íå ìåíüøå n(n+ 1)/2 , è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âñå ñòîëáöû Aθ , â êîòîðûõ åñòü ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû, îáðàçóþò ïîäìàò-

ðèöó, ïðèâîäèìóþ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ê âèäó

( x y

...
0 x

)
, ãäå " 0 " � òðå-

óãîëüíèê èç ôèêñèðîâàííûõ íóëåé, "x . . . x " � äèàãîíàëü èç ôèêñèðîâàííûõ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, " y " � òðåóãîëüíèê èç ñâîáîäíûõ ýëåìåíòîâ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ìåíüøå n(n+1)/2 , èëè èõ ÷èñëî

ðàâíî n(n+ 1)/2 , íî çíà÷åíèÿ è ðàñïîëîæåíèå íå ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ òåîðåìû, òî

âñåãäà íàéäåòñÿ ïàðà òî÷åê α, β ∈ Θ , òàêèõ ÷òî rankAα < rankAβ , ò. å. íàðóøàåòñÿ

óñëîâèå (2.2.4).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñâîáîäíûå ïàðàìåòðèçàöèè

íàëàãàåò óñëîâèå ãëîáàëüíîé êîððåêòíîñòè.

Òåîðåìà 2.2.5. Ïóñòü Aθ ∈ÑÏ, âûïîëíåíî (2.2.4), è ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) ãëî-

áàëüíî êîððåêòíà. Òîãäà ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â Aθ íå ìåíüøå n2 , è ðà-

âåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òàêèå ýëåìåíòû â Aθ ðàñïî-

ëîæåíû îäèí ïîä äðóãèì, îáðàçóÿ íåîñîáåííóþ ïîäìàòðèöó n× n .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.2.4 è 2.2.5 îïóáëèêîâàíî àâòîðîì â [198]. Ýòî äîêàçàòåëü-

ñòâî íåîæèäàííî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåïðîñòûì è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

2.2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.2.1, 2.2.2 è 2.2.3

Â ýòîì ðàçäåëå âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2.4).
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Äâà îïèñàíèÿ Aα , Aβ (2.1.5) çàäàþò îäíó è òó æå ìîäåëü Mθ

(2.1.6) (íåðàçëè÷èìû) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåîñîáåííàÿ ìàòðèöà

P , òàêàÿ ÷òî PAα = Aβ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà P íåîñîáåííàÿ, èç PAα = Aβ ñëåäóåò N (Aα) =

N (Aβ) =Mθ . Îáðàòíî, ïóñòü N (Aα) = N (Aβ) . Ââèäó óñëîâèÿ (2.2.4) ñòðîêè ìàòðèö

Aα , Aβ îáðàçóþò áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâåííî Rl/N (Aα) è Rl/N (Aβ) . Ýòè

ïîäïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò, ïîýòîìó PAα = Aβ .

Ñëåäñòâèå. Ïàðàìåòðèçàöèÿ τ (2.1.4) (A,B) -êîððåêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáûõ α ∈ A ⊆ Θ è β ∈ B ⊆ Θ óñëîâèå PAα = Aβ âëå÷åò P = I , α = β ,

A ∩B 6= ∅ .

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå îáðàùåííûé âàðèàíò ñëåäñòâèÿ:

¬(A,B) ⇔ ∃ α ∈ A ∃ β ∈ B \ {α} ∃ P 6= I PAα = Aβ.

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (A,B) -êîððåêòíîñòè ìîæíî ïîëó÷àòü êàê íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ äëÿ îòðèöàíèÿ ¬(A,B) . Ýòèì ïóòåì ìû è ïîéäåì äàëåå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.1 ïîñòðîèì öåïî÷êó âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

×åðåç Mn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö n×n , è GLn � ïîäìíîæåñòâî

íåîñîáåííûõ â Mn .

Ëåììà 2.2.1. Óðàâíåíèå PAα = Aβ ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî P ∈ GLn è β ∈ Θ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃ Q ∈ Mn QAα ∈ D(Aα) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü PAα = Aβ è β ∈ Θ , òîãäà (P − I)Aα = (Aβ − Aα) ∈ D(Aα) ,

òî åñòü Q = P − I . Îáðàòíî, åñëè QAα = Aβ − Aα ∈ D(Aα) , òî ìàòðèöà P = Q + I

íåîñîáåííàÿ â ñèëó ñâîéñòâà (2.2.4).

Ñëåäñòâèå. (Ýêâèâàëåíò ñâîéñòâà ¬(θ,Θ) ).

¬(θ,Θ) ⇔ ∃ ξ ∈ Θ \ {θ} ∃ P ∈ GLn \ {I} PAθ = Aξ

⇔ ∃ Q ∈ Mn \ {0n×n} QAθ ∈ D(Aθ) \ {0n×l} .

Ëåììà 2.2.2. ∃ P ∈ GLn ∃ ξ ∈ Θ PAθ = Aξ ⇒ ∃ Q ∈ Mn QAθ ∈
V(Aθ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.1 è âëîæåíèÿ D(Aθ) ⊆ V(Aθ) .

Ñëåäñòâèå. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ¬(θ,Θ) ).

¬(θ,Θ) ⇒ ∃ Q ∈ Mn \ {0n×n} QAθ ∈ V(Aθ) \ {0n×l} .

Ëåììà 2.2.3. (Ýêâèâàëåíò íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ¬(θ,Θ) ).

∃ Q ∈ Mn \ {0n×n} QAθ ∈ V(Aθ) \ {0n×l} ⇔ ∃ i ∈ 1, n rankAiθ < n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü i � íîìåð îäíîé èç íåíóëåâûõ ñòðîê ïðîèç-

âåäåíèÿ QAθ , è qi � i -ÿ ñòðîêà Q . Î÷åâèäíî, qi 6= 0 è qiAiθ = 0 (ïî îïðåäåëå-

íèþ V(Aθ) ). Ñëåäîâàòåëüíî, rankAiθ < n . Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü rankAiθ < n . Òîãäà

∃ q 6= 0 qAiθ = 0 . Ïóñòü ìàòðèöà Q ∈ Mn \ {0n×n} ñîñòîèò èç íóëåé è âåêòîðà q íà

ìåñòå i -é ñòðîêè. Òîãäà QAiθ = 0 è QAθ 6= 0 , ïîñêîëüêó rankAθ = n â ñèëó óñëîâèÿ

(2.2.4). Ñëåäîâàòåëüíî, QAθ ∈ V(Aθ) \ {0n×l} .

Èç ëåììû 2.2.3 ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà 2.2.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.2. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2.1. Ïîêàæåì

íåîáõîäèìîñòü. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü (θ,Θ) , è ∃ i ∈ 1, n rankAiθ < n . Òîãäà ∃ Q ∈
Mn\{0n×n} QAθ ∈ V(Aθ)\{0n×l} (ëåììà 2.2.3). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, äëÿ QAθ ∈ V(Aθ)

ñóùåñòâóåò λ ∈ R1 λQAθ ∈ D(Aθ) \ {0n×l} . Òîãäà ïî ëåììå 2.2.1 ∃ P = λQ + I ∈
GLn \ {I} ∃ ξ ∈ Θ \ {θ} PAθ = Aξ , òî åñòü ¬(θ,Θ) . Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.3. Ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëüíî-íåçàâèñèìîé ïàðàìåòðè-

çàöèè, D(Aθ) îòêðûòî â V(Aθ) . Ñëåäîâàòåëüíî, D(Aθ) ñîäåðæèò âìåñòå ñ íóëåì 0n×l

íåêîòîðóþ âûêîëîòóþ åãî îêðåñòíîñòü V0 ⊂ V(Aθ) . Òîãäà ëþáîé ëó÷ â ïðîñòðàíñòâå

V(Aθ) èç íóëÿ 0n×l ïåðåñåêàåò D(Aθ) . Äàëåå òåîðåìà 2.2.2. Òåîðåìà 2.2.3 äîêàçàíà.

2.2.3 Äîïîëíåíèå. Ïðèìåðû ê òåîðåìàì 2.2.1, 2.2.3�2.2.5

Ïðèâåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.2.1, 2.2.3�2.2.5.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ìàòðèöû â ïðèìåðàõ ìîãóò áûòü âèäîèçìåíåíû äîáàâëåíèåì ñòîëá-

öîâ èç ñâîáîäíûõ ýëåìåíòîâ. Äîïóñêàþòñÿ òàêæå ïðîèçâîëüíûå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è

ñòîëáöîâ.

Ñâîáîäíûå ýëåìåíòû óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ìàëûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.

2.2.3.1 Ïðèìåð 1

Aθ =

1 a b 2 3

0 1 c 0 1

0 0 1 1 d

 ∈ ÑÏ.
Ïðàìåòðèçàöèÿ Aθ ãëîáàëüíî êîððåêòíà (Θ,Θ) , ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà θ
.
= (a; b; c; d) ∈ R4 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 2.2.1 è 2.2.3:

A1θ =

1 2 3

0 0 1

0 1 d

 , A2θ =

1 a 2 3

0 1 0 1

0 0 1 d

 , A3θ =

1 a b 2

0 1 c 0

0 0 1 1

 ,

äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, 3 rankAiθ = max = 3 . Îòìåòèì, ÷òî â Aθ íåò ôèêñèðîâàííîé

íåîñîáåííîé ïîäìàòðèöû íàèáîëüøåãî ðàçìåðà 3× 3 .
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2.2.3.2 Ïðèìåð 2

Aθ =

1 a b e 3

0 1 c 0 1

0 0 1 1 d

 ∈ ÑÏ.
Íàðóøåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3:

A1θ =

1 3

0 1

0 d

 , rankA1 = 2 < max = 3.

Ãëîáàëüíàÿ êîððåêòíîñòü íå èìååò ìåñòà: óðàâíåíèå PAθ = Aξ ðàçðåøèìî îòíîñèòåëü-

íî P 6= I , ξ ∈ Θ \ {θ} , θ .
= (a; b; c; d; e) : P =

(
1 x·d −x
0 1 0
0 0 1

)
, x ∈ R1 (ñì. (2.2.1) è

ïðåäëîæåíèå 2.2.1).

2.2.3.3 Ïðèìåð 3

Aθ =

1 a b e 3

0 1 c 0 1

0 0 1 1 5e

 6∈ ÑÏ.
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íåñâîáîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèé óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1

íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè: êàê è â ïðèìåðå 2, óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.1 íå âûïîëíåíû.

Íî ïàðàìåòðèçàöèÿ ìàòðèöû Aθ ãëîáàëüíî êîððåêòíà: óðàâíåíèå PAθ = Aξ , θ
.
=

(a; b; c; e) , âëå÷åò P = I è θ = ξ (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî).

2.2.3.4 Ïðèìåð 4.

Aθ =

7c c c c+ 1 c c

c 7c c c c+ 1 c

c c 7c c c c+ 1

 6∈ ÑÏ.
Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî äëÿ íåñâîáîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèé óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2.4 íå ÿâ-

ëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, rankAθ òîæäåñòâåííî ïî θ
.
= c ìàêñèìàëåí

(ïðè c 6= 0 íåîñîáåííà ïîäìàòðèöà èç ïåðâûõ òðåõ ñòîëáöîâ Aθ ; ïðè c = 0 íåîñîáåííà

ïîäìàòðèöà èç ïîñëåäíèõ òðåõ ñòîëáöîâ), è ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ íåò.

2.2.3.5 Ïðèìåð 5.

Aθ =

 7c c c 1

c 7c c a

c c 7c b

 6∈ ÑÏ.
Äîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìû 2.2.5 î ìèíèìàëüíîì ÷èñëå ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â ìàò-

ðèöàõ ñ ãëîáàëüíî êîððåêòíîé ïàðàìåòðèçàöèåé íå èìååò ìåñòà, åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ
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çàâèñèìàÿ (íåñâîáîäíàÿ). Ìàòðèöà Aθ ïàðàìåòðèçîâàíà ãëîáàëüíî êîððåêòíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, óðàâíåíèå PAθ = Aξ , θ = (a; b; c) , ξ = (α; β; γ) , èìååò âèä

P

 7c c c 1

c 7c c a

c c 7c b

 =

 7γ γ γ 1

γ 7γ γ α

γ γ 7γ β

 ,

îòêóäà P = ( γ/c)I . Åäèíèöà ôèêñèðîâàíà ⇒ γ/c = 1 , P = I , α = a , β = b .

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ãëîáàëüíî êîððåêòíà. Ôèêñèðîâàí òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

2.3 Ñèñòåìû ñ äèíàìèêîé

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûå ñèñòåìû âèäà

γθ(s)z[t]
.
= (γ0(θ) + γ1(θ)s+ . . .+ γp(θ)s

p) z[t] = 0, t ∈ 1, N − p, (2.3.1)

ãäå z[t] = (y[t];u[t]) ∈ Rr+m � îòñ÷åòû ñåòî÷íîé ôóíêöèè z =

(
z[1]

...
z[N ]

)
∈ RN(r+m),

ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, γi(θ) ∈ Rr×(r+m) � ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû, θ ∈
Θ ⊆ Rv � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ, s � ñèìâîë ñäâèãà: sz[t] = z[t+ 1] .

Óðàâíåíèå (2.3.1) ïðè m > 0 , íåñìîòðÿ íà íîëü â ïðàâîé ÷àñòè, ÿâëÿåòñÿ íåîäíî-

ðîäíûì (ñì. çàìå÷àíèå 1.4.1 â ãëàâå 1).

Âåêòîð z
.
= (z[1]; . . . ; z[N ]) ∈ RN(r+m) íàçûâàåì ïðîöåññîì, èëè òðàåêòîðèåé âõîäà-

âûõîäà. Ïóñòü Mθ ⊂ RN(r+m) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.3.1),

è M∗ ⊆Mθ � íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θ , ξ íàçûâàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè ïî

M∗ , åñëè îäíîâðåìåííî Mθ ⊇ M∗ è Mξ ⊇ M∗ (îáîçíà÷àåì θ
M∗∼ ξ ). Ñëåäóÿ [185,

250,252], áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ãëîáàëüíî ðàçëè÷èìîé ïî M∗ â òî÷êå θ , åñëè ξ
M∗∼ θ

ïðè ξ ∈ Θ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ξ = θ . Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ðàçëè÷èìîé ïî

M∗ â òî÷êå θ , åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V (θ) ξ
M∗∼ θ ïðè ξ ∈ V (θ) âëå÷åò ξ = θ .

Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî (ãëîáàëüíî èëè ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìîé â Θ , åñëè îíà

ðàçëè÷èìà âî âñåõ òî÷êàõ θ ∈ Θ , çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê ìíîæåñòâà ìåðû

íîëü.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Êîððåêòíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè (ãëîáàëüíàÿ, ëîêàëüíàÿ) â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 2.2.1 åñòü ðàçëè÷èìîñòü (ñîîòâåòñòâåííî ãëîáàëüíàÿ, ëîêàëüíàÿ) ïî ìíîæåñòâó

M∗ = N (Gθ) .

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè. Íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè ðàçëè-

÷èìîñòè âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ýêîíîìèêå [117], òåõíè-

êå [244], ìåäèöèíå [262], êîãäà ðå÷ü èäåò î ïîäáîðå óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ òî÷íî

îïèñûâàþò èëè àïïðîêñèìèðóþò ïðåäúÿâëåííûå íàáîðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
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Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ðàçëè÷èìîñòü èãðàåò ðîëü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äëÿ

èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìî-

ñòè çàâèñÿò îò õàðàêòåðà èçìåðåíèé (óòâåðæäåíèå 3.2.1 è ñëåäñòâèå) è ìåòîäà èäåíòè-

ôèêàöèè [195, ñ. 195], [216].

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå 2.2 áûëè ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå (ò. å. ïðîâåðÿåìûå çà êî-

íå÷íîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé) óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ñèñòåì (2.3.1) íóëåâîãî

ïîðÿäêà p = 0 â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè ñïåöèàëüíûõ ïîäìàòðèö â γ0(θ) . Ñèñòå-

ìû íóëåâîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ýêîíîìåòðèêå [117, ñ. 31]. Ïðîâîäè-

ìîå çäåñü îáîáùåíèå íà ñèñòåìû ïîðÿäêà p > 0 îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1.5.

Ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò óñòàíîâëåííàÿ â 1-é ãëàâå ñâÿçü ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ñèñòåì (2.3.1) ïîðÿäêà p > 0 ñ êîíå÷íûìè äëèíàìè òðàåêòîðèé N ñ ëåâûìè óìíîæå-

íèÿìè ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö ñèñòåìû íà óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû, ò. å. íà ìàòðèöû

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïðÿìî ïåðåíîñèòñÿ íà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ( s �

îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: sw(t) = d
dt
w ). Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì òàêîãî ïåðåíîñà

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ëåâûõ óìíîæåíèé ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö íà óíèìîäóëÿðíûå

ìàòðèöû [23]. Äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì òîëüêî îïóñêàåòñÿ óñëîâèå (ii.ã) (íè-

æå), ââèäó òîãî, ÷òî �ñäâèã âëåâî� â ñëó÷àå ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îçíà÷àåò

èíòåãðèðîâàíèå è ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, íå ðàâíîñèëüíûì äàæå â ñëàáîì ñìûñëå

(îïðåäåëåíèå 1.4.5, ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 1.6.1).

Íà ñèñòåìû (2.3.1) íàëàãàåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Îíè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëàáûìè

èç èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå; â ÷àñòíîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷àìè èññëåäîâàíèÿ íå

íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëÿåìîñòü:

(i) ïàðàìåòðèçàöèÿ

θ 7→ γθ, γθ
.
= (γ0(θ), γ1(θ), . . . , γp(θ)) ∈ Rr×(r+m)(p+1), (2.3.2)

âçàèìíî îäíîçíà÷íà â Θ è ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå Ôðåøå; Θ � îò-

êðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rv ;

(ii) ∀ θ ∈ Θ â ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöå

γθ(s)
.
= γ0(θ) + γ1(θ)s+ . . .+ γp(θ)s

p ∈ Rr×(r+m)[s] (2.3.3)

à) ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ò. å. êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà íå èìååò òîæäåñòâåííî

íóëåâûõ ñòðîê);

á) ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê ïîñòîÿííà (íàïîìíèì, ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåííîé ñòðîêè

íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé îáðàçóþùèõ ýòó ñòðîêó ìíîãî÷ëåíîâ);

â) γθ(s) èìååò íàèìåíüøóþ ñóììó ñòåïåíåé ñòðîê ñðåäè âñåõ ëåâîýêâèâàëåíòíûõ

γθ(s) ìàòðèö, ò. å. γθ(s) ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà (îïðåäåëåíèå 1.6.1);
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ã) ìëàäøèé ìàòðè÷íûé êîýôôèöèåíò γ0(θ) èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè,

ò. å. γθ(s) äâóñòîðîííå ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà (îïðåäåëåíèå 1.6.4).

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (i), (ii) íå èñêëþ÷àþò ñëó÷àÿ íåóñòîé÷èâûõ èëè

íåóïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, ò. å. êîãäà γθ(s) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå

γθ(s) = πθ(s)γ
′
θ(s), (2.3.4)

πθ(s) ∈ Rr×r[s], γ′θ(s) ∈ Rr×(r+m)(p+1)[s]

ñ íåêîòîðîé êâàäðàòíîé íåóíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé πθ(s) ( deg det πθ(s) > 0 ). Ñóùå-

ñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ (2.3.4), êàê èçâåñòíî, ðàâíîñèëüíî íåóïðàâëÿåìîñòè [146,228].

2.3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðàçëè÷èìîñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïî ìíîæåñòâó Eθ ⊂Mθ ñòàöèîíàðíûõ (ïðî-

äîëæèìûõ) òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.1) (îïðåäåëåíèå 1.4.4). Â îáùåì ñëó÷àå íå âñå òðà-

åêòîðèè z ∈ Mθ ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæèìûìè; òåîðåìà 1.4.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî

Mθ \ Eθ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà (0; . . . ; 0;w[N − (p− p1)]; . . . ;w[N ]) , ãäå p1 � íàè-

ìåíüøàÿ èç ñòåïåíåé ñòðîê ìàòðèöû γθ(s) . Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñ ðîñòîì N îòíîñèòåëüíàÿ

äëèíà íåíóëåâîãî îêîí÷àíèÿ (w[N − (p− p1)]; . . . ;w[N ]) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, â ðÿäå ñëó-

÷àåâ ìîæíî ñ÷èòàòü îòëè÷èå Eθ îò Mθ íåñóùåñòâåííûì.

Ïóñòü S(θ) � êðàòêàÿ ôîðìà çàïèñè ñèñòåì (2.3.1). Äâå ñèñòåìû S(θ) , S(ξ) íåðàç-

ëè÷èìû, åñëè èõ ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðûì ðàâíîñèëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ψ , ñî-

õðàíÿþùèì ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ òðàåêòîðèé Eθ
.
= ES(θ) : S(θ) ∼ S(ξ) ⇔ ∃ψ

ψS(θ) = S(ξ) ES(θ) = ES(ξ) .

Â òåîðåìå 1.5.1 óñòàíîâëåíû äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ψ

ñèñòåì (2.3.1). Îíè ñòðîÿòñÿ êàê ìíîæåñòâà ëåâûõ óìíîæåíèé íåêîòîðûõ àññîöèèðî-

âàííûõ ñ ñèñòåìîé (2.3.1) ìàòðèö. Îïèøåì ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ, îíè ïîíàäîáÿòñÿ íàì

äëÿ óñòàíîâëåíèÿ óñëîâèé ðàçëè÷èìîñòè â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. (Ïðåäñòàâëåíèå 1) Äâå ñèñòåìû S(θ) , S(ξ) (2.3.1) íåðàçëè-

÷èìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåâîýêâèâàëåíòíû àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè ìíîãî-

÷ëåííûå ìàòðèöû γθ(s) , γξ(s) (2.3.3): S(θ) ∼ S(ξ) ⇔ ∃ ρ(s) ∈ Rr×r[s] ρ(s)γθ(s) =

γξ(s) .

Îòìåòèì, ÷òî ëåâîýêâèâàëåíòíîñòü ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö γθ(s) è γξ(s) îçíà÷à-

åò, ÷òî ρ(s) åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö [23, ñ. 128], ïîýòîìó det ρ(s) =

const(s) 6= 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå íåðàçëè÷èìîñòè èìååò ìåñòî

è äëÿ ñèñòåì áåç óñëîâèé (ii.á), (ii.â).

Ðàññìîòðèì âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå. Îíî îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì â òîì ñìûñëå, ÷òî

äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûå (êîíå÷íî-ïðîâåðÿåìûå) óñëîâèÿ ðàçëè÷è-
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ìîñòè. Â íåì èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëîâàÿ �ñäâèãîâàÿ ìàòðèöà� εθ :

εθ
.
=
(
ε0 ε1 . . . εp

)
, εi

.
=

(
γi(θ)

δi(θ)

)
(2.3.5)

(ñì. ðàçäåë 1.5, îïðåäåëåíèå 1.3.1).

Ñòðîêè ÷èñëîâîé ìàòðèöû εθ ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-

ñòüþ ñòðîê ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû γθ(s) (óòâåðæäåíèå 1.3.1).

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2. (Ïðåäñòàâëåíèå 2 ) Äâå ñèñòåìû S(θ) , S(ξ) (2.3.1) íåðàçëè÷è-

ìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåâîýêâèâàëåíòíû àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè ñäâèãîâûå

ìàòðèöû εθ , εξ :

S(θ) ∼ S(ξ) ⇔ ∃π ∈ R(r+d)×(r+d) πεθ = εξ.

Ëåâîýêâèâàëåíòíîñòü ÷èñëîâûõ ìàòðèö εθ , εξ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî èõ ïðàâûõ íóëü-

ïðîñòðàíñòâ N (εθ) = N (εξ) , òàê ÷òî detπ 6= 0 .

2.3.2 Óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 äàåò íàì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàçëè÷èìîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2.3.1. Ñèñòåìà (2.3.1) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ ∈ Θ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå ρ(s)γθ(s) = γξ(s) , ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñè-

òåëüíî ïàðû ρ(s) è ξ , ρ(s) ∈ Rr×r[s] , ξ ∈ Θ ( ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ ), èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå ρ(s) ≡ Ir×r , ξ = θ .

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàâíîñèëüíîå ïðåäñòàâëåíèå 2 (ïðåäëîæåíèå 2.3.2)

äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü êðèòåðèè ðàçëè÷èìîñòè, ïðîâåðÿåìûå çà êîíå÷íîå ÷èñëî

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Êàê è ðàíåå, ñðàçó ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü

Óòâåðæäåíèå 2.3.2. Ñèñòåìà (2.3.1) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ ∈ Θ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå πεθ = εξ , ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî

ïàðû π è ξ , π ∈ R(r+d)×(r+d) , ξ ∈ Θ ( ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ ), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

π = I(r+d)×(r+d) , ξ = θ .

×òîáû óñòàíîâèòü ïåðâûé êîíñòðóêòèâíûé ðåçóëüòàò ïî ðàçëè÷èìîñòè, ââåäåì íî-

âîå îáîçíà÷åíèå (ïîäîáíîå òîìó, ÷òî èñïîëüçîâàëîñü â òåîðåìå 2.2.1). Ïóñòü i ∈ 1, r .

Â ìàòðèöå εθ (2.3.5) âûäåëèì ñòîëáöû, èìåþùèå íà i -ì ìåñòå ýëåìåíò, íå çàâèñÿùèé

îò θ (ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò). Âñå òàêèå ñòîëáöû îáðàçóþò ïîäìàòðèöó, êîòîðóþ îáî-

çíà÷èì εi,θ . Ïî ïîñòðîåíèþ, âñÿ i -ÿ ñòðîêà â εi,θ íå çàâèñèò îò θ .

×òîáû ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè â òî÷êå θ , íóæíî îáåñïå÷èòü,

ãðóáî ãîâîðÿ, íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ πεθ = εξ îòíîñèòåëüíî π 6= I , èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ µεθ = εξ − εθ îòíîñèòåëüíî µ = π − I 6= 0 .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç µi , εi i -å ñòðîêè ìàòðèö µ , ε . ×òîáû óðàâíåíèå µiεθ = (εξ − εθ)i íå
èìåëî ðåøåíèÿ, äîñòàòî÷íî íàëîæèòü óñëîâèå rank εi,θ = r + d . Òàêèì îáðàçîì, èìååò

ìåñòî

Òåîðåìà 2.3.1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî θ èìååò ìåñòî óñëîâèå ∀ i ∈ 1, r rank εi,θ =

r + d , òî ñèñòåìà (2.3.1) ãëîáàëüíî ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ .

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî íèæå.

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.1 âû÷èñëÿþòñÿ ðàíãè ïîäìàòðèö εi,θ , ÷òî îñó-

ùåñòâèìî çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2.3.1 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ïàðàìåò-

ðèçàöèé θ 7→ γθ , â òîì ÷èñëå áåç óñëîâèÿ ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî Ôðåøå.

2.3.3 Ïðàâèëüíûå ïàðàìåòðèçàöèè

Äëÿ ñëó÷àÿ ñïåöèàëüíûõ ïàðàìåòðèçàöèé, êîòîðûå íàçîâåì ïðàâèëüíûìè, óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 2.3.1 ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî è íåîáõîäèìûìè.

Ïóñòü τ � ÷èñëî çàâèñÿùèõ îò θ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû γθ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηθ τ -

ïëåò èç ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = ‖∂ηθ/∂θ‖τ×v ìàòðèöó ßêîáè âåêòîð-

ôóíêöèè θ 7→ ηθ â òî÷êå θ .

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Åñëè ìàòðèöà ßêîáè A = ‖∂ηθ/∂θ‖ êâàäðàòíàÿ è íåîñîáåííàÿ â

òî÷êå θ , òî ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé â θ .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè (â ñìûñëå Ôðåøå) îòîáðà-

æåíèÿ θ 7→ γθ , êîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ßêîáè ‖∂ηθ/∂θ‖ , ïðàâèëüíûå ïàðàìåòðèçà-
öèè ñîâïàäàþò ñ îòêðûòûìè (ëîêàëüíî-ñâîáîäíûìè) ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.2.

Òåîðåìà 2.3.2. Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ëîêàëüíî-ñâîáîäíàÿ â θ , òî óñëîâèå

òåîðåìû 2.3.1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ëîêàëüíîé ðàçëè÷èìîñòè ñèñòåìû (2.3.1) â

òî÷êå θ .

Òåîðåìà 2.3.3. Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ïðàâèëüíàÿ (ëîêàëüíî-ñâîáîäíàÿ) â θ ,

òî ëîêàëüíàÿ ðàçëè÷èìîñòü â θ âëå÷åò çà ñîáîé ãëîáàëüíóþ ðàçëè÷èìîñòü â θ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü òåîðåìû 2.3.2 è 2.3.1.

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.3.2, 2.3.3, óñëîâèå òåîðåìû 2.3.1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ

ðàçëè÷èìîñòè â òî÷êå θ ïðàâèëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ñèñòåìû (2.3.1). Èñõîäÿ èç ýòî-

ãî è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå óìåíüøàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ èçìåíåíèÿõ

åå ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñâîéñòâî ðàçëè÷èìîñòè óñòîé÷èâî â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíî-

æåñòâî òî÷åê θ ∈ Θ , â êîòîðûõ ñèñòåìà (2.3.1) ðàçëè÷èìà, îòêðûòî â Θ . Áîëåå òîãî,

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ðàçëè÷èìîñòè ïëîòíî â Θ , òàê ÷òî ñâîéñòâî ðàç-

ëè÷èìîñòè îêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ñïðàâåäëèâà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.3.4. Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèé θ 7→ γθ , ïðàâèëüíûõ (ëîêàëüíî-ñâîáîäíûõ) â Θ ,

åñëè ñèñòåìà (2.3.1) ðàçëè÷èìà â íåêîòîðîé òî÷êå θ ∈ Θ , òî îíà ðàçëè÷èìà ïî÷òè

âñþäó â Θ , ò. å. ñòðóêòóðíî ðàçëè÷èìà.

2.3.4 Î ìèíèìàëüíîì ÷èñëå ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ïðè ñâî-

áîäíûõ ïàðàìåòðèçàöèÿõ

Çäåñü áóäåò ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû 2.2.5 äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (2.3.1) ïîðÿäêà

p > 0 .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.2.3, ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ (2.3.2) ñèñòåìû (2.3.1) íàçû-

âàåòñÿ ñâîáîäíîé, åñëè òîëüêî D(γθ) = V(γθ) , ãäå ìíîæåñòâà D(·) è V(·) îïðåäåëåíû â

ðàçäåëå 2.2.1. Áåç ïîòåðè ñóùåñòâà èçëîæåíèÿ îïðåäåëèì ñâîáîäíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

ïðîñòûì óñëîâèåì ηθ ≡ θ , Θ = Rv , ãäå ηθ � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé â ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêîì ïîðÿäêå èç âñåõ çàâèñÿùèõ îò θ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû γθ .

Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ∈ Rr×(r+m)(p+1) (2.3.2) ñèñòåìû (2.3.1)

ñâîáîäíàÿ, ïðè ýòîì ñàìà ñèñòåìà (2.3.1) ãëîáàëüíî ðàçëè÷èìà â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 2.3.1 âî âñåõ òî÷êàõ θ ∈ Rv , è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii) íà ñ. 91. Òîãäà ÷èñ-

ëî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â γθ íå ìåíüøå r2 , è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òàêèå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû îäèí ïîä äðóãèì, îáðàçóÿ íåîñî-

áåííóþ ôèêñèðîâàííóþ ïîäìàòðèöó αp(θ) ∈ Rr×r èç ñòîëáöîâ ïîäìàòðèöû γp(θ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ñòðî÷íîé ìèíèìàëüíîñòè (ii.â) íà ñ. 91 ââèäó ïðåäëîæå-

íèÿ 1.6.2 îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñòðîê ÷èñëîâîé ìàòðèöû γ[0] = γ[0],θ â

ðàçëîæåíèè (1.6.1) äëÿ ìàòðèöû γθ(s) (2.3.3). Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè-

âàòü òîëüêî òàêèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà θ , êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàâíîñèëüíûì ñèñòåìàì

è ëåâîýêâèâàëåíòíûì ìàòðèöàì γθ(s) . Òîãäà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.6.3 íå òîëüêî ïîñòî-

ÿííà ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê p1 + . . . + pr , íî è ïîñòîÿííû ñàìè ñòåïåíè pi ≡ const(θ) ,

ïîýòîìó ìàòðèöà γ[0],θ èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè òîæäåñòâåííî ïî θ . Âîçìîæ-

íû äâà ñëó÷àÿ: (1) â ðàçëîæåíèè (1.6.1) p1 = p2 = . . . = pr = p ; (2) â ðàçëîæåíèè (1.6.1)

∃i pi < p . Åñëè (1), òî ê ìàòðèöå γθ ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.2.5, èç êîòîðîé ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå â γθ íåîñîáåííîé ôèêñèðîâàííîé ïîäìàòðèöû αθ èç ñòîëáöîâ. Óñëîâèå

(ii.á) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî αθ
.
= αp(θ) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ïîäìàòðèöåé íå ãäå-íèáóäü,

à â γp(θ) , è òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè (2), òî ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 2.3.2. Òîãäà ââèäó

ðàçëè÷èìîñòè âåðíà èìïëèêàöèÿ

πεθ = εξ ⇒ ξ = θ,

èç êîòîðîé ñëåäóåò èìïëèêàöèÿ

π̄ε̄θ = ε̄ξ ⇒ ξ = θ

äëÿ ïîäìàòðèöû ε̄θ èç ñòðîê εθ òàêîé, ÷òî ε̄θ =
(
∗1
0

∗2
∗3 γ[0],θ

)
, ãäå ∗1 , ∗2 , ∗3 �
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êëåòêè, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç ñâîáîäíûõ ýëåìåíòîâ (òàêàÿ ïîäìàòðèöà ε̄θ âñåãäà ñóùå-

ñòâóåò). Ââèäó ðàçëè÷èìîñòè äëÿ êàæäîãî θ , ìîæíî ïîëîæèòü ∗1 = 0 . Â ñèëó ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ñòðîê γ[0],θ ê ìàòðèöå
(
∗2
∗3 γ[0],θ

)
ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.2.5. Ìû ïðèøëè

ê ñëó÷àþ (1), íî ñ á�îëüøèì, ÷åì â (1), ÷èñëîì ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ââèäó íåîáõî-

äèìîãî íàëè÷èÿ ôèêñèðîâàííûõ íóëåé â ε̄θ . Ïîýòîìó ìèíèìóì ÷èñëà ôèêñèðîâàííûõ

ýëåìåíòîâ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â (1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ (ôèêñèðîâàííûõ è ñâîáîäíûõ) â ìàò-

ðèöå γθ ðàâíî r (r +m) (p+ 1) , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.3.5 íàèáîëüøåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ýëåìåíòîâ

ðàâíî rm+ r (r +m) p .

2.3.5 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.1 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ñèñòåìà íå

ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî ðàçëè÷èìîé â θ , ò. å. ïî óòâåðæäåíèþ 2.3.2 ñóùåñòâóþò ξ ∈ Θ è

π ∈ R(r+d)×(r+d) , detπ 6= 0 , òàêèå, ÷òî

πεθ = εξ. (2.3.6)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èç ñòðîê π ìîæíî âûáðàòü ïîäìàòðèöó ϕ ∈ Rr×(r+d)

òàêóþ, ÷òî

ϕεθ = γξ. (2.3.7)

Îáîçíà÷èì δ
.
= γξ − γθ , è ïóñòü i ∈ 1, r � íîìåð íåêîòîðîé íåíóëåâîé ñòðîêè δi â

δ . Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ϕi , γiθ , e
i i -å ñòðîêè ìàòðèö ϕ , γθ , I(r+d)×(r+d) .

Ñîãëàñíî (2.3.7), (ϕi − ei)εθ = δi 6= 0 . Ïî óñëîâèþ (ii) rank εθ = r + d , ñëåäîâàòåëüíî,

ϕi−ei 6= 0 . Ïî îïðåäåëåíèþ εi,θ � ïîäìàòðèöà èç ñòîëáöîâ εθ , ó êîòîðûõ íà i -ì ìåñòå

ñòîèò ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò (âñÿ i -ÿ ñòðîêà εi,θ ôèêñèðîâàíà è i -å ñòðîêè ìàòðèö

εi,θ , εi,ξ ñîâïàäàþò). Â ñèëó (2.3.6) πεi,θ = εi,ξ è ïî àíàëîãèè ñ (2.3.7) ϕεi,θ = γi,ξ ,

ãäå γi,ξ � ïîäìàòðèöà èç ïåðâûõ r ñòðîê εi,ξ . ßñíî, ÷òî â ïîäìàòðèöàõ γi,θ , γi,ξ i -å

ñòðîêè òå æå ñàìûå, ÷òî è â ìàòðèöàõ εi,θ , εi,ξ , è ýòè ñòðîêè ñîâïàäàþò: γii,θ = γii,ξ .

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ϕiεi,θ = γii,ξ = γii,θ = eiεi,θ , ò. å. (ϕi − ei)εi,θ = 0 . Ïðîòèâîðå÷èå

ñ óñëîâèåì rank εi,θ = r + d äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.2. Êàê è â ïîäðàçäåëå 2.2.1, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

D(γθ)
.
= {γξ − γθ : ξ ∈ Θ} .

Ïóñòü V(γθ) ⊂ Rr×t , t = (p+1)(r+m) , îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö â

Rr×t ñ íóëÿìè íà ìåñòàõ ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ γθ . Ïî îïðåäåëåíèþ D(γθ) ⊆ V(γθ) .

Êðîìå òîãî, ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé â òî÷êå θ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà D(γθ) ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü íóëÿ èç V(γθ) . Ïóñòü γiθ îáîçíà÷àåò i -þ
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ñòðîêó γθ è 0 � íóëåâîé ýëåìåíò â D(γθ) , V(γθ) , R1×(r+d) , V(γiθ) èñõîäÿ èç êîíòåêñòà.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ïðàâèëüíàÿ â òî÷êå θ , òî óñëîâèå

∃ i ∈ 1, r rank εi,θ < r+d âëå÷åò çà ñîáîé ∃ ϕ ∈ Rr×(r+d) : ϕεθ = γξ 6= γθ . Çàòåì îñòàíåòñÿ

òîëüêî äîïîëíèòü ϕ ñäâèíóòûìè ñòðîêàìè äî π , ÷òîáû ïîëó÷èòü πεθ = εξ 6= εθ .

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ 1, r rank εi,θ < r + d . Òîãäà íàéäåòñÿ ñòðîêà η ∈ R1×(r+d)

òàêàÿ, ÷òî ηεi,θ = 0 , η 6= 0 . Ïî óñëîâèþ (ii) rank γθ(s) = r , ñëåäîâàòåëüíî, rank εθ =

r + d , îòêóäà ηεθ 6= 0 . Ïîñëåäíåå ìîæíî çàïèñàòü êàê ηεθ ∈ V(γiθ) \ {0} . Ïóñòü
ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ïðàâèëüíàÿ â òî÷êå θ , òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ

V (0) èç V(γiθ) òàêàÿ, ÷òî V (0) ⊂ D(γiθ) . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñ-

ëà λ ñòðîêà ληεθ ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ V (0) è D(γiθ) \ {0} . Ïóñòü
X

.
=
(

0; λη; 0
)
∈ Rr×(r+d) îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé ñòðîêîé λη

íà i -ì ìåñòå. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî Xεθ ∈ D(γθ)\{0} . Ïîëîæèì ϕ
.
=
(
Ir×r 0r×d

)
+X ,

òîãäà

ϕεθ =
(
Ir×r 0r×d

)
εθ +Xεθ = γθ +Xεθ = γξ 6= γθ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ∗ ⊂ Θ ïîäìíîæåñòâî òî÷åê

ðàçëè÷èìîñòè. Ïóñòü Θ\Θ∗ íå ïóñòî è θ ∈ Θ∗ , ξ ∈ Θ\Θ∗ . Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ

îêðåñòíîñòü V (ξ) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó ðàçëè÷èìîñòè ζ ∈ Θ∗ .

Ëåììà. Ïóñòü A = ‖aij‖ ∈ Rn×m � n×m -ìàòðèöà è t
.
= (t1, . . . , ts)

.
= (ai1j1 , . . . , aisjs) ∈

Rs , s 6 nm , � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A . Ïóñòü îòîáðàæå-

íèå t 7→ A(t) îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå B ⊂ Rs . Òîãäà:

1) ðàíã A(t) íå óìåíüøàåòñÿ ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ èçìåíåíèÿõ t : ñóùå-

ñòâóåò îêðåñòíîñòü V (t) 3 t òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ V (t) rankA(q) > rankA(t) ;

2) åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè τ ∈ B rankA(τ) > rankA(t) , òî â ëþáîé ñêîëü óãîäíî

ìàëîé îêðåñòíîñòè V (t) íàéäåòñÿ òî÷êà t∗ ∈ B , â êîòîðîé ðàíã A(t∗) ñòðîãî áîëüøå

ðàíãà A(t) : rankA(t∗) > rankA(τ) > rankA(t) . Ïðè ýòîì t∗ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü

íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì t è τ : t∗ = t+ λ(τ − t) , λ ∈ (0, 1) .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âïîëíå ñòàíäàðòíî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç

ôàêòà íåïðåðûâíîñòè çàâèñèìîñòè ìèíîðîâ îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Âòîðîå óòâåðæäå-

íèå äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ðàíã A(τ) ðàâåí p . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(τ) íåîñî-

áåííóþ p×p -ïîäìàòðèöó â A(τ) . Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî detC(τ) 6= 0 è detC(t) = 0 .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(λ)
.
= detC(t+ λ(τ − t)) = 0 îòíîñèòåëüíî λ ∈ [0, 1] .

Òàêèõ ðåøåíèé êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîñêîëüêó f(λ) � ïîëèíîì. Òîãäà êîðåíü λ = 0 (ìîæåò

áûòü, êðàòíûé) èçîëèðîâàí, è ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî λ∗ ∈ (0, 1] òàêîå,

÷òî òî÷êà t∗ = t+ λ∗(τ − t) ïîïàäåò â ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè τ ,

ïðè ýòîì f(λ∗) 6= 0 , detC(t∗) 6= 0 , rankC(t∗) = p . Çíà÷èò, rankA(t∗) > p > rankA(t) .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Îáîçíà÷èì εi,θ
.
= εi(ηθ) . Ïî óñëîâèþ θ � òî÷êà

ðàçëè÷èìîñòè, çíà÷èò, ∀ i ∈ 1, r rank εi(ηθ) = r + d . Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò j ∈ 1, r
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òàêîå, ÷òî rank εj(ηξ) < r + d ( ξ � òî÷êà íåðàçëè÷èìîñòè). Ïî óòâåðæäåíèþ 2 ëåììû

ìîæíî âûáðàòü ìàëîå λ > 0 : rank εj(ηξ + λ(ηθ − ηξ)) = r + d . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i

rank εi(ηξ) = r + d , òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì λ çíà÷åíèå ðàíãà òàêîé ïîäìàòðèöû íå

èçìåíèòñÿ: rank εi(ηξ + λ(ηθ − ηξ)) = r + d (óòâåðæäåíèå 1 ëåììû). Çíà÷èò, ∀ i ∈ 1, r

rank εi(ηξ + λ(ηθ − ηξ)) = r + d è ïî òåîðåìàì 2.3.1, 2.3.2 òî÷êà η∗
.
= ηξ + λ(ηθ − ηξ)

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçëè÷èìîñòè. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò êàêîå-

ëèáî çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ζ ∈ Θ : ηζ = η∗ . Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ïðàâèëüíîñòè

è âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ïàðàìåòðèçàöèè ξ 7→ ηξ â îêðåñòíîñòè V (ξ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçëè÷èìîñòè Θ∗ ïëîòíî â Θ . Ïîñêîëüêó Θ∗ îò-

êðûòî, òî Θ \Θ∗ åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4 Ïîëèíîì-îïåðàòîðíûå ïàðàìåòðèçàöèè è ðàçíîñò-

íûå àíàëîãè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ñòàöèîíàðíûõ ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ ñèñòåì ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò

ïàðàìåòðà, â êëàññå ïîëèíîì-îïåðàòîðíûõ ïàðàìåòðèçàöèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû âèäà

(g0 + g1ϕ+ . . .+ gpϕ
p)w[t] = 0, t ∈ 1, N − p, (2.4.1)

ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè gi = gi,θ ∈ Rr×(r+m) , çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà θ ∈
Θ ⊆ Rv . Çäåñü w[t] =

(
y[t]; u[t]

)
∈ Rr+m � îòñ÷åòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ϕ = ϕ(s) �

ìíîãî÷ëåí îò ñèìâîëà ñäâèãà: sw[t] = w[t + 1] . Â ñëó÷àå, åñëè ϕ � îïåðàòîð äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ (ϕw = d
dt
w ), ðåøåíèÿ w[t]

.
= w(t) ðàñìàòðèâàþòñÿ íà íåïðåðûâíîì

èíòåðâàëå t ∈ [0, T ) è ïðåäïîëàãàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç. Â

êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ çàïèñûâàåì âðåìåííîé àðãóìåíò, ïðèíèìàþùèé òîëüêî öåëî÷èñ-

ëåííûå çíà÷åíèÿ.

Â ïðèëîæåíèÿõ ðàçëè÷íûé âèä ìíîãî÷ëåíà ϕ(s) ñîîòâåòñòâóåò ðàçíûì ñëó÷àÿì

ïàðàìåòðèçàöèè ñèñòåìû:

ϕ(s) = s � q -îïåðàòîðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ,

ϕ(s) = (s− 1)/h
.
= δ(s) � δ -îïåðàòîðíàÿ,

ϕ(s) = skδ(s) � d -îïåðàòîðíàÿ [163].

Äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî θ îáîçíà÷èì Mθ ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(2.4.1) z = (w[1]; . . . ;w[N ]) ∈ RN(r+m) èëè z ∈ Rr+m × [0, T ) â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî

âðåìåíè. Êàê è â ðàçäåëå 2.3, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Mθ

ñîñòîèò òîëüêî èç ïðàâèëüíûõ (ïðîäîëæèìûõ) òðàåêòîðèé. Íàïîìíèì, òðàåêòîðèþ z

íàçûâàåì ïðàâèëüíîé (ïðîäîëæèìîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ �áîëåå äëèííîé� òðà-

åêòîðèè òîé æå ñèñòåìû íà áîëüøåì âðåìåííîì èíòåðâàëå t ∈ 1, N1 , N1 > N .

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû â ðàçäåëå 2.3 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ϕ(s) ≡ s . Íà-
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ïîìíèì, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ðàçíîñòíûõ ñèñòåì

(2.4.1) â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè íåêîòîðûõ ÷èñëîâûõ ìàòðèö. Òàêîãî ðîäà óñëî-

âèÿ êîíñòðóêòèâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿåìû çà ïîëèíîìèàëüíîå

÷èñëî øàãîâ. Ïðè óñëîâèè �ïðàâèëüíîé� ïàðàìåòðèçàöèè (êîãäà ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèö gi ) â ñëó÷àå ϕ(s) ≡ s áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ ðàçëè-

÷èìîñòü â òî÷êå θ âëå÷¼ò ãëîáàëüíóþ ðàçëè÷èìîñòü â θ , è ÷òî ðàçëè÷èìîñòü â òî÷êå

âëå÷¼ò ðàçëè÷èìîñòü ïî÷òè âñþäó â Θ .

Çäåñü ìû äàäèì îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 2.3 íà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðå-

ìåíåì è íà ðàçíîñòíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ îïåðàòîð ϕ = ϕ(s) åñòü ìíîãî÷ëåí îò îïå-

ðàòîðà ñäâèãà s . Äîêàçûâàåìûå òåîðåìû áûëè âïåðâûå àíîíñèðîâàíû â ñòàòüå [201].

Îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (2.4.1), êàê è ðàíåå â ðàçäåëå 2.3, ïðåäïîëàãàåì:

(i-g) îòîáðàæåíèå

θ ↔ gθ, gθ
.
=
(
g0 g1 . . . gp

)
∈ Rr×(r+m)(p+1), (2.4.2)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî â òî÷êàõ θ ∈ Θ è äèôôåðåíöèðóåìî â ñìûñëå Ôðåøå; ìíî-

æåñòâî Θ îòêðûòîå;

(ii-g) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ ∈ Θ â ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöå îò ñèìâîëà ϕ

gθ(ϕ)
.
= g0 + g1ϕ+ . . .+ gpϕ

p ∈ Rr×(r+m)[ϕ] (2.4.3)

à) ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

á) ñóììà ñòåïåíåé ñòðîê ïîñòîÿííà;

â) gθ(ϕ) èìååò íàèìåíüøóþ ñóììó ñòåïåíåé ñòðîê ñðåäè âñåõ ëåâîýêâèâàëåíòíûõ

gθ(ϕ) ìàòðèö, ò. å. gθ(ϕ) ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíà (îïðåäåëåíèå 1.6.1);

ã) ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà gθ(ϕ(0)) èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè.

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (ii-g.â) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 1.6.2. Â ïðèìåíåíèè ê

ìàòðèöå g(ϕ) îíî ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà g(ϕ) ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòðî-

êàìè èìååò íàèìåíüøóþ ñóììó ñòåïåíåé ñòðîê ñðåäè âñåõ ëåâîýêâèâàëåíòíûõ g(ϕ)

ìàòðèö (ò. å. ïðèâåäåíà ïî ñòðîêàì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðàçëîæåíèè

g(ϕ) = (diagi ϕ
pi) ·

{
g[0] + ϕ−1g[−1] + . . .+ ϕ−prg[−pr]

}
,

diagi ϕ
pi .= diag (ϕp1 , ϕp2 , . . . , ϕpr) ,

(2.4.4)

÷èñëîâàÿ ìàòðèöà g[0] èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè.

Îáîçíà÷èì γθ(s)
.
= gθ(ϕ(s)) . Ñèñòåìà (2.4.1) çàïèøåòñÿ â âèäå:

(γ0 + γ1s+ . . .+ γps
p)w[t] = 0, t ∈ 1, N − p. (2.4.5)
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Ñèñòåìó (2.4.5) ïîä÷èíèì îãðàíè÷åíèÿì (i)�(ii) íà ñ. 91. Óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè äëÿ

ýòîé ñèñòåìû óñòàíîâëåíû â óòâåðæäåíèÿõ 2.3.1 è 2.3.2 è òåîðåìàõ 2.3.1�2.3.4. Äàäèì

îáîáùåíèÿ òåîðåì 2.3.1�2.3.4 íà ñëó÷àé ñèñòåì (2.4.1) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ñ

ïðîèçâîëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ϕ(s) . Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà ϕ(s) âìåñòî s â ñèñòåìå

(2.4.5) íå èçìåíÿåò âèäà ñèñòåìû, òîëüêî èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîýòî-

ìó ïðîâîäèìîå îáîáùåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ åùå è êàê èçó÷åíèå ñïåöèàëüíîãî

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Åñëè ìàòðèöà γθ(s) ðàçíîñòíîé ñèñòåìû (2.4.5) ïðåäñòàâèìà â âè-

äå ñóïåðïîçèöèè γθ(s)
.
= gθ(ϕ(s)) , òî ïàðàìåòðèçàöèþ θ 7→ γθ íàçîâ¼ì ïîëèíîì-(ϕ(s) )-

îïåðàòîðíîé. Ñèñòåìó (2.4.1) ñ ìàòðèöåé gθ(ϕ) íàçîâ¼ì ïîðîæäàþùåé äëÿ (2.4.5).

Ïîñòàâèì çàäà÷ó èçëîæèòü óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ðàçíîñòíûõ ñèñòåì (2.4.5) ñ ïîëè-

íîì-îïåðàòîðíûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè â òåðìèíàõ ìàòðèöû gθ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû

(2.4.1). Â ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü àíàëèç ðàçëè÷èìîñòè. Ïî-

ÿñíèì ñêàçàííîå ïðèìåðîì.

Ïðèìåð. Ñèñòåìå θẋ(t) + x(t) = u(t) , gθ = (θ, 0, 1,−1) , ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè

ẋ(t) → x(t + 1) − x(t) ñîïîñòàâèì ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó (2.4.5): θx[t + 1] + (1 − θ)x[t] =

u[t] , γθ = (θ, 0, 1− θ,−1) . Ïî ïîñòðîåíèþ, ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì-

îïåðàòîðíîé, ϕ(s) = s− 1 , γθ(s) = (θs+ 1− θ,−1) , gθ(ϕ) = (θϕ+ 1,−1) . Çàìåòèì, ÷òî

ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ γθ íå ïðàâèëüíàÿ (îïðåäåëåíèå 2.3.2), ïîñêîëüêó ηθ = (θ, 1− θ) ,
è ìàòðèöà ßêîáè ‖∂ηθ/∂θ‖ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è íåîñîáåííîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïàðàìåòðèçàöèÿ θ 7→ gθ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñäåëàòü áîëåå ñèëüíûå âûâîäû î ðàçëè÷èìîñòè â òåðìèíàõ ìàòðèöû gθ .

Ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó óñëîâèÿìè (i-g)�(ii-g) íà ñ. 99 è (i)�(ii) íà ñ. 91.

Óòâåðæäåíèå 2.4.1. Åñëè ìàòðèöà γθ(s) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóïåðïîçèöèè γθ(s)
.
=

gθ(ϕ(s)) , òî óñëîâèÿ (i-g)�(ii-g) è (i)�(ii) ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå θ 7→ γθ âçàèìíî îäíîçíà÷íî è äèôôå-

ðåíöèðóåìî â ñìûñëå Ôðåøå âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì θ 7→ gθ , ïîñêîëüêó γθ è gθ ìîæíî

ñâÿçàòü ëèíåéíûì íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì: col γθ = Xcol gθ , detX 6= 0 . Çíà-

÷èò, óñëîâèÿ (i-g) è (i) ðàâíîñèëüíû.

Ïðîâåðêà ðàâíîñèëüíîñòè ïóíêòîâ (ã) â (ii-g) è (ii) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòà-

íîâêîé gθ(ϕ(0)) = γθ(0) .

Ðàññìîòðèì ïóíêòû (â).

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü γ(s) , g(s) � ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû, ñòðîêè êàæäîé ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, è γ(s) ≡ g(ϕ(s)) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ϕ(s) = ϕns
n + ϕn−1s

n−1 +

. . .+ ϕ0 . Òîãäà γ(s) ïðèâåäåíà ïî ñòðîêàì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèâåäåíà ïî

ñòðîêàì g(s) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì {m1, . . . ,mr}ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ñòðîê g(s) . Òîãäà ñî-

ãëàñíî (2.4.4)

g(ϕ) =

(
diag
i
ϕmi
)
g[0] +

(
diag
i
ϕmi−1

)
g[−1] + . . .

Ñëåäîâàòåëüíî,

γ(s) = g(ϕ) =

(
diag
i
{ϕmin · snmi + δnmi−1(s)}

)
g[0]+

+

(
diag
i

{
ϕmi−1
n · sn(mi−1) + δn(mi−1)−1(s)

})
g[−1] + . . . ,

ãäå δi(s) îáîçíà÷àåò ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå i . Ñðàâíèâ ñ ðàçëîæåíèåì (2.4.4), ïî-

ëó÷èì ðàâåíñòâî γ(0) = (diagi ϕ
mi
n ) g[0] . Äàëåå ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Èç ëåììû ñðàçó ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü

ïóíêòîâ (â). Ðàññìîòðèì ïóíêòû (á). Îáîçíà÷èì deg γθ(s) ñóììó ñòåïåíåé ñòðîê ìíîãî-

÷ëåííîé ìàòðèöû γθ(s) . Ñòåïåíü êàæäîé ñòðîêè γθ(s) ðàâíà ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùåé

ñòðîêè gθ(s) , óìíîæåííîé íà ÷èñëî degϕ(s) . Ó÷èòûâàÿ ïðèâåä¼ííîñòü ïî ñòðîêàì ìàò-

ðèö γθ(s) è gθ(s) è ïðåäëîæåíèå 2.4.1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî deg γθ(s) = degϕ(s) deg gθ(s) .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (ii-g.á) è (ii.á) ðàâíîñèëüíû.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ (ii-g.à) è (ii.à).

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü ρ(·) , µ(·) , λ(·) , ϕ(·) � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà åñëè

ρ(s)µ(ϕ(s)) ≡ λ(ϕ(s)) , òî ρ(s) ≡ η(ϕ(s)) , ãäå η(·) � ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4.2, ïðåäëîæåííîå À.À.Êîðîáî-

âûì. Ðàçäåëèì λ(s) íà µ(s) ñ îñòàòêîì: λ ≡ µη + ε , deg ε < deg µ . Ñëåäîâàòåëüíî,

λ(ϕ(s)) ≡ µ(ϕ(s))η(ϕ(s)) + ε(ϕ(s)) , deg ε(ϕ(s)) < deg µ(ϕ(s)) . Ïî óñëîâèþ, µ(ϕ(s)) åñòü

äåëèòåëü λ(ϕ(s)) , ñëåäîâàòåëüíî, ε(ϕ(s)) ≡ 0 è ρ(s) ≡ η(ϕ(s)) . Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì iγr (s) ñòàðøèé èíâàðèàíòíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû γ(s) . Ïî îïðåäåëåíèþ,

iγr (s) = Dγ
r (s)/Dγ

r−1(s) , ãäå Dγ
r (s) è Dγ

r−1(s) îáîçíà÷àþò íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè

r - è (r − 1) -ìèíîðîâ ìàòðèöû γ(s) . Åñëè γ(s) = g(ϕ(s)) , òî äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, r

Dγ
i (s) = Dg

i (ϕ(s)) . Èç ëåììû 2.4.2 ïîëó÷àåì iγr (s) = igr(ϕ(s)) , ãäå igr(ϕ) åñòü ñòàðøèé

èíâàðèàíòíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû g(ϕ) . Çíà÷èò, iγr (s) ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ òîëüêî

âìåñòå ñ igr(ϕ) , ÷òî îçíà÷àåò ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (ii-g.à) è (ii.à). Óòâåðæäåíèå äî-

êàçàíî.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé (i) è (ii) íà ñ. 91 ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå

(2.4.5) ñ ïîëèíîì-îïåðàòîðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé θ 7→ γθ ìîæíî çàìåíèòü γθ(s) ìàòðè-

öåé gθ(s) ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (2.4.1).

Òåïåðü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïàòü è äëÿ ïðîâåðêè

óñëîâèé ðàçëè÷èìîñòè, òî åñòü ïðîñòî çàìåíèòü γθ(s) ìàòðèöåé gθ(s) ïîðîæäàþùåé

ñèñòåìû.
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Ðàçëè÷èìîñòü ñèñòåì ñ ïîëèíîì-îïåðàòîðíûìè ïàðàìåòðèçàöèÿ-

ìè

Òåîðåìà 2.4.1. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.3.1�2.3.4 è èõ ñëåäñòâèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó,

åñëè ñèìâîë s çàìåíèòü ïðîèçâîëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ϕ îò îïåðàòîðà ñäâèãà.

Ñëåäñòâèå. Óñëîâèÿ è ñâîéñòâà ðàçëè÷èìîñòè ñèñòåì (2.4.1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (i-

g)�(ii-g) äàþòñÿ òåîðåìàìè 2.3.1�2.3.4 è èõ ñëåäñòâèÿìè ñ çàìåíîé ñèìâîëîâ γ íà g

è s íà ϕ .

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òåîðåìû 2.3.2�2.3.4 ïîëó÷åíû êàê ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.3.1.

Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.1 è åå ñëåäñòâèÿ ïî ñóòè ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ, àíàëîãè÷íîìó òåîðåìå 2.3.1.

Òåîðåìà 2.4.2. Ñèñòåìà (2.4.1) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ ∈ Θ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå ρ(ϕ)gθ(ϕ) = gξ(ϕ) , ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî

ïàðû ρ(ϕ) ∈ Rr×r[ϕ] è ξ ∈ Θ ( ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ ), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ρ(ϕ) ≡
Ir×r , ξ = θ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.1, ñèñòåìà (2.4.1) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè-

÷èìà â òî÷êå θ ∈ Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

ρ(s)gθ(ϕ(s)) = gξ(ϕ(s)), (2.4.6)

ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî ïàðû ρ(s) ∈ Rr×r[s] è ξ ∈ Θ ( ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ ), èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ρ(s) ≡ Ir×r , ξ = θ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.2 äîñòàòî÷-

íî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàâåíñòâå (2.4.6) ìàòðèöà ρ(s) âñåãäà ïðåäñòàâèìà ñóïåðïîçèöèåé

ρ(s) ≡ η(ϕ(s)) .

Âûáåðåì èç ñòîëáöîâ gθ(ϕ) íåîñîáåííóþ ïîäìàòðèöó aθ(ϕ) . Èç (2.4.6) ñëåäóåò

ρ(s)
.
= ‖ρij(s)‖ = aξ(ϕ)aθ(ϕ)−1 = (det aθ(ϕ))−1 aξ(ϕ)a†θ(ϕ),

ãäå a†θ(ϕ) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê ýëåìåíòàì aθ(ϕ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ρij(s) = λij(ϕ)/µij(ϕ) , ãäå λij(·) è µij(·) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëå-

íû. Ïî ëåììå 2.4.2, ρij(s) ≡ ηij(ϕ(s)) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàçëè÷èìîñòü ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ðàñìîòðèì ñèñòåìó (2.4.1) ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ϕ = d
dt

íà íåïðåðûâíîì

èíòåðâàëå t ∈ [0, T ) .

Òåîðåìà 2.4.3. Ñèñòåìà (2.4.1) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàç-

ëè÷èìà â òî÷êå θ ∈ Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå ρ(ϕ)gθ(ϕ) = gξ(ϕ) ,

ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî ïàðû ρ(ϕ) ∈ Rr×r[ϕ] è ξ ∈ Θ ( ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ ), èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ρ(ϕ) ≡ Ir×r , ξ = θ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.1,

â ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî âñå ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

(2.4.1) ïðåäñòàâèìû ëåâûìè óìíîæåíèÿìè ìàòðèö gθ(ϕ) íà ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé [23, ñ. 129].

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2.3.1 è 2.4.3 íå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ (ii-g.á),

(ii-g.â). Çíà÷èò, òåîðåìû 2.3.1 è 2.4.3 ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó è áåç óñëîâèé (ii-g.á), (ii-g.â).

Åñëè íàëîæèòü óñëîâèÿ (ii-g.á), (ii-g.â), òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå çàêëþ÷èòåëüíûå

óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.4.4. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.3.1�2.3.4 è èõ ñëåäñòâèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó,

åñëè ñèìâîë s çàìåíèòü îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ϕ = d
dt
.

Ñëåäñòâèå. Óñëîâèÿ è ñâîéñòâà ðàçëè÷èìîñòè ñèñòåì (2.4.1) ñ íåïðåðûâíûì âðåìå-

íåì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (i-g)�(ii-g) äàþòñÿ òåîðåìàìè 2.3.1�2.3.4 è èõ ñëåäñòâèÿìè ñ

çàìåíîé ñèìâîëîâ γ íà g è s íà ϕ = d
dt
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê òð¼ì çàìå÷àíèÿì: 1) òåîðåìà 2.4.3 â íåïðå-

ðûâíîì ñëó÷àå çàìåíÿåò ñîáîé òåîðåìó 2.3.1, îòëè÷àÿñü îò íå¼ òîëüêî çàìåíîé ñèìâîëîâ;

2) ïåðåõîä îò òåîðåìû 2.3.1 ê òåîðåìàì 2.3.2�2.3.4 è ñëåäñòâèþ ïðè óñëîâèÿõ (i), (ii) èç-

ëîæåí â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå; 3) âûøå ïîêàçàíî â óòâåðæäåíèè 2.4.1, ÷òî óñëîâèÿ (i),

(ii) è (i-g), (ii-g) ðàâíîñèëüíû.

2.5 Ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû âèäà

(γ0,θs
0 + . . .+ γp,θs

p) z[k] = (µ0,θs
0 + . . .+ µp,θs

p) ε1[k],

ž[j] = z[j] + ε2[j], j ∈ 1, N, k ∈ 1, N − p.
(2.5.1)

Çäåñü s � îïåðàòîð ñäâèãà. Íàáëþäàþòñÿ ïåðåìåííûå ž[·] ∈ Rr+m , à ñëó÷àéíûå âåê-

òîðû ε1[·] ∈ Rl , ε2[·] ∈ Rr+m èãðàþò ðîëü âîçìóùåíèé. Âûõîäíûå y[·] ∈ Rr è âõîäíûå

u[·] ∈ Rm ïåðåìåííûå â âåêòîðå z[·] =
(
y[·]
u[·]

)
âûäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.4.1 íà

ñ. 66.

Íà ñèñòåìó (2.5.1) íàëîæèì îãðàíè÷åíèÿ:

(i-s) ïàðàìåòðèçàöèÿ θ ↔ ϕθ ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå Ôðåøå è âçàèìíî-

îäíîçíà÷íà â Θ ; Θ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rv :

θ ↔ ϕθ, ϕθ
.
= (ϕ0,θ, ϕ1,θ, . . . , ϕp,θ) ∈ Rr×(r+m+l)(p+1),

ϕi,θ
.
= (γi,θ,−µi,θ);
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(ii-s) äëÿ ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû γθ(s)
.
= γ0,θ + . . . + γp,θs

p âûïîëíåíû óñëîâèÿ (ii.à)�

(ii.ã) èç ðàçäåëà 2.3 (ñ. 91);

(iii-s) (óñëîâèå ïðè÷èííîñòè) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ∀ θ ∈ Θ ìíîãî÷ëåííàÿ

ìàòðèöà µθ(s)
.
= µ0,θ+. . .+µp,θs

p ∈ Rr×l[s] èìååò ñòåïåíè ñòðîê íå áîëüøå ñòåïåíåé

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê ìàòðèöû γθ(s) ;

(iv-s) ñëó÷àéíûå âåêòîðû ε1[·] , ε2[·] âçàèìíî íåçàâèñèìû, èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå è

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû âòîðûõ ìîìåíòîâ:

M εi[·] = 0, M εi[·]εj[·]> = 0,

M εi[k]εi[l]
> = 0, ∀ k 6= l,

M εi[k]εi[k]> = Σi > 0, i = 1, 2;

(v-s) âõîäíûå ïåðåìåííûå u[·] ðàñïðåäåëåíû íåçàâèñèìî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé

ε1[·] , ε2[·] èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó âòî-

ðûõ ìîìåíòîâ:

Mu[k]u[k]> = Σu > 0 , Mu[k]u[l]> = 0 , ∀k 6= l , Mu[k] = 0 ;

(vi-s) âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé w0 = w0(y[1], . . . , y[p+ 1]) = x[1] ∈ Rq , îïðåäåëÿåìûé

÷åðåç ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó 1-ãî ïîðÿäêà (1.1.2), äåòåðìèíèðîâàí (èìååò íóëåâóþ

äèñïåðñèþ) è èìååò íåíóëåâûå ïðîåêöèè íà âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

ìàòðèöû A ∈ Rq×q ñèñòåìû (1.1.2) (ñð. ñ óñëîâèåì 1 â óòâåðæäåíèè 3.2.3).

Çàìå÷àíèå 2.5.1. Óñëîâèå (vi-s) íàçîâåì óñëîâèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ïàðû (A,w0) .

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü [23, ãëàâà VII], ÷òî ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé íåçàâèñè-

ìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû (w0, Aw0, . . . , A
q−1w0) . Åñëè ïàðà (A,w0) íå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è ñóùåñòâóåò âåêòîð w òàêîé, ÷òî ïàðà (A,w) íàõîäèòñÿ

â îáùåì ïîëîæåíèè, òî â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè w0 íàéäåòñÿ âåêòîð

w′0 òàêîé, ÷òî ïàðà (A,w′0) óñëîâèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò. Êàê ñëåäñòâèå,

äëÿ ëþáîé ïàðû ìàòðèö A,B ∈ Rq×q , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âåêòîðà wa è wb òàêèå,

÷òî êàæäàÿ èç ïàð (A,wa) è (B,wb) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, âñåãäà ñóùåñòâó-

åò âåêòîð w òàêîé, ÷òî îáå ïàðû (A,w) è (B,w) îäíîâðåìåííî íàõîäÿòñÿ â îáùåì

ïîëîæåíèè.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Îáîçíà÷èì P̌θ ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà

ž
.
= (ž[1]; . . . ; ž[N ]) ∈ RN(r+m),

îáóñëîâëåííîå çàäàííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïåðåìåííûõ ε1[·] , ε2[·] , u[·] è w0 . Ñèñòåìà

(2.5.1) íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé â òî÷êå θ , åñëè èç ðàâåíñòâà P̌θ = P̌ξ

ïðè ξ ∈ Θ , ñëåäóåò ξ = θ . Ñèñòåìà (2.5.1) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé â

òî÷êå θ , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (θ) ⊂ Θ òàêàÿ, ÷òî èç ðàâåíñòâà P̌θ = P̌ξ ïðè

ξ ∈ V (θ) ñëåäóåò ξ = θ [185,216,238].
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Óñòàíîâèì ôàêò, èìåþùèé áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ àíàëèçà èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåì

(2.5.1). Îáîçíà÷èì Pθ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z ∈ RN(r+m) â ñèñòåìå (2.5.1)

ïðè óñëîâèÿõ (i-s)�(v-s).

Óòâåðæäåíèå 2.5.1. Ïðè óñëîâèÿõ (i-s)�(vi-s) ðàâåíñòâî Pθ = Pξ èìååò ìåñòî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P̌θ = P̌ξ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì P2 ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîé

e
.
= (ε2[1]; . . . ; ε2[N ]) ∈ RN(r+m).

Îáîçíà÷èì p̌θ(·) , pθ(·) , p2(·) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåííî P̌θ , Pθ , P2 .

Ïîñêîëüêó ž = z + e , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî p̌θ(ž) =
∫
pθ(ž − e)p2(e) de . Òîãäà p̌θ(·) 6=

p̌ξ(·) âëå÷åò pθ(·) 6= pξ(·) . Îáðàòíî, z = ž − e , òîãäà pθ(z) =
∫
p̌θ(z + e)p2(e) de . Ñëåäî-

âàòåëüíî, pθ(·) 6= pξ(·) âëå÷åò p̌θ(·) 6= p̌ξ(·) . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2.5.2. Âñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 2.5.1, ïðè àíàëèçå èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñè-

ñòåì (2.5.1) ìîæíî ñ÷èòàòü ε2[·] ≡ 0 . Â ÷àñòíîñòè, ïðè ε1[·] ≡ 0 óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðó-

åìîñòè ñèñòåìû (2.5.1) â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ðàçëè÷èìîñòè ñèñòåìû (2.3.1):

óñëîâèÿ (i-s)�(vi-s) ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ (i)�(ii) íà ñ. 91, è ïðèìåíèìû âñå óòâåðæäåíèÿ

ðàçäåëà 2.3. Òàêîé, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü îïðåäåëåíèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Ýòî îïðåäåëåíèå 2.5.1, êàê

è îïðåäåëåíèå 2.1.1, íè÷åãî íå ãîâîðèò î êîëè÷åñòâåííîé ìåðå èäåíòèôèöèðóåìîñòè.

Êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè èçó÷àþòñÿ â ãëàâå 5.

2.5.1 ×àñòíûå ñëó÷àè

Ïðè ε2[·] ≡ 0 ñèñòåìà (2.5.1) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-òðàåêòîðíûì àíàëîãîì ñèñòåì òèïà

ARMAX, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåìû òèïîâ AR è ARMA

[195]. Óñëîâèÿ (i-s)�(vi-s) íå òðåáóþò óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû, ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.5.1)

òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðàì AR(I)MAX Áîêñà è Äæåíêèíñà [195]. Â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå N → ∞ ïðè L = 1 ñ ðÿäîì äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðèçàöèþ

ýòè ñèñòåìû áûëè èññëåäîâàíû Á. Ã.Âîð÷èêîì (1985) [22]. Óñòàíîâëåííîå èì óñëîâèå

èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñîñòîÿëî â íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö

ρ(s)ϕθ(s) = ϕξ(s) (2.5.2)

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ρ(s) 6≡ I è âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ξ 6= θ .

Â ñëó÷àå ε1[·] ≡ 0 (µ0 = . . . = µp = 0 ) ñèñòåìà (2.5.1) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñ îøèá-

êàìè â íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ (errors in variables, EIV) [11,154,195]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ

èäåíòèôèöèðåóìîñòè ýòîò ñëó÷àé ðàâíîñèëåí òèïó ARMAX (2.5.1) ñ îãðàíè÷åíèÿìè

µθ(s) ≡ γθ(s) , ε2[·] ≡ 0 , ε1[·] 6≡ 0 . Ñèñòåìû EIV ñ êîíå÷íûìè äëèíàìè òðàåêòîðèé N

â ñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëå ðàñòóùåãî îáúåìà âûáîðêè L→∞ èññëåäîâàëèñü â ñòàòüÿõ
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àâòîðà [67, 68, 70, 198]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (i-s)�(vi-s) óñëîâèÿ èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè òàêèõ ñèñòåì ôîðìóëèðóþòñÿ êàê íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (2.5.2) ñ çà-

ìåíîé ϕθ(s) íà γθ(s) (ñì. óòâåðæäåíèå 2.3.1 è òåîðåìó 3.4.1 íèæå). Çäåñü ìû ïðîâåäåì

îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, íà ñëó÷àé ñèñòåì (2.5.1)

ñ âîçìóùåíèÿìè ε1[·] 6≡ 0 , ε2[·] 6≡ 0 , è óñòàíîâèì îáùèå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè

äëÿ êîíå÷íî-òðàåêòîðíûõ àíàëîãîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì òèïîâ AR, ARMA, ARMAX,

AR(I)MAX, EIV.

2.5.2 Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè

Ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì
∗).

Òåîðåìà 2.5.1. Ïðè óñëîâèÿõ (i-s)�(vi-s) ñèñòåìà (2.5.1) ãëîáàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà

â òî÷êå θ , åñëè óðàâíåíèå

ρ(s)
(
γθ(s) µθ(s)R

)
=
(
γξ(s) µξ(s)

)
, (2.5.3)

ðàññìàòðèâàåìîå êàê óñëîâèå íà óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó ρ(s) ∈ Rr×r[s] , ÷èñëîâóþ

ìàòðèöó R = Σ
1/2
1 QΣ

− 1/2
1 , ãäå Q îðòîãîíàëüíàÿ, è âåêòîð ïàðàìåòðîâ ξ ∈ Θ , âëå-

÷åò ðàâåíñòâà ρ(s) ≡ I , Q = I , ξ = θ . Ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà â òî÷êå

θ ∈ Θ , åñëè óêàçàííàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ òî÷åê ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ â íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè V (θ) . Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëüíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèé âåëè÷èí ε1[·] ýòè óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåîáõîäèìûìè

è äîñòàòî÷íûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå, ðàçäåë 2.7.2.

Ñëåäñòâèå 2.5.1. Ïóñòü θ
.
= (θ1; θ2) , Θ = Θ1 ⊗ Θ2 , γθ(s) = γθ1(s) , µθ(s) = µθ2(s) , è

óðàâíåíèå ρ(s)γθ1(s) = γξ1(s) , ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî óíèìîäóëÿðíîé ìàòðè-

öû ρ(s) ∈ Rr×r[s] è ïàðàìåòðîâ ξ1 ∈ Θ1 ( ξ1 ∈ V (θ1) ⊂ Θ1 ), âëå÷åò ρ(s) ≡ I , ξ1 = θ1 .

Òîãäà ïàðàìåòð θ1 ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) èäåíòèôèöèðóåì â òî÷êå θ . Åñëè ïàðàìåòð

θ1 èäåíòèôèöèðóåì, òî ïàðàìåòð θ2 ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) èäåíòèôèöèðóåì, åñëè (è

òîëüêî åñëè, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íîðìàëüíîñòè) óðàâíåíèå

(µ0,θ2 ; . . . ;µp,θ2)R = (µ0,ξ2 ; . . . ;µp,ξ2) ,

ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî R = Σ
1/2
1 QΣ

− 1/2
1 , ãäå Q îðòîãîíàëüíàÿ è ξ2 ∈ Θ2

( ξ2 ∈ V (θ2) ⊂ Θ2 ), âëå÷åò Q = I , ξ2 = θ2 .

∗)Эта теорема была опубликована без полного доказательства в статье автора [72] в другой фор-
мулировке: там предполагалось, что начальные условия w0 имеют распределение с нулевым средним
и положительно определенной матрицей вторых моментов. Оказывается, при этом условии теорема
неверна. Здесь мы исправляем ошибку в условии теоремы и публикуем полное доказательство.
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Ñëåäñòâèå 2.5.2. Åñëè óðàâíåíèå ρ(s)µθ(s)R = µξ(s) , ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëü-

íî óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû ρ(s) ∈ Rr×r[s] , R = Σ
1/2
1 QΣ

− 1/2
1 , ãäå Q îðòîãîíàëüíàÿ è

ξ ∈ Θ ( ξ ∈ V (θ) ⊂ Θ ), âëå÷åò ρ(s) ≡ I , Q = I , ξ = θ , òî ñèñòåìà (2.5.1) ãëîáàëüíî

(ëîêàëüíî) èäåíòèôèöèðóåìà â òî÷êå θ .

Çàìå÷àíèå 2.5.3. Èç ñëåäñòâèÿ 2.5.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû µθ(s) òàêèå,

÷òî ñèñòåìà (2.5.1) èäåíòèôèöèðóåìà íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé γθ(s) . Íàïðèìåð, ìîæíî

âçÿòü Σ1 = I , µp , µp−1 íåçàâèñèìûìè îò θ è íåîñîáåííûìè òàêèìè, ÷òî µ−1
p µp−1 =

diag(l1, . . . , lr) , li 6= lj 6= 0 ∀i 6= j . Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 2.5.2.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ∃ρ(s) ∃R ρ(s)µθ(s)R =

µξ(s) áóäåò ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

∃π ∃Q πεθ

(
Q 0

...
0 Q

)
= εξ, (2.5.4)

ãäå εθ = µθ ââèäó detµp 6= 0 (ñì. òåîðåìó 2.3.3). Èç óñëîâèÿ (2.5.4) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

π = I , Q = I , ξ = θ .

Íàëè÷èå ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö äåëàåò êðèòåðèé òåîðåìû 2.5.1 àëãîðèòìè÷åñêè íåïðî-

âåðÿåìûì. Òåì íå ìåíåå, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, óïîìÿíóòîì â ñëåäñòâèè 2.5.1 òåîðåìû 2.5.1,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ïðîâåðÿåìûé ðàíãîâûé êðèòåðèé èç òåîðåì 2.3.2�2.3.3.

2.6 Êëàññèôèêàöèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ñëîæ-

íîñòè óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü óñëîâèé èäåíòèôèöèðó-

åìîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñïå-

öèàëüíîé ìàòðèöû íàáëþäåíèÿ. Íà ýòîì îñíîâàíèè ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê êëàñ-

ñèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì; òàêæå äàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê

ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè � èñõîäÿ òîëüêî èç ñòðóêòóðû ìàòðèöû íàáëþ-

äåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèå ëèíåéíûå ñèñòåìû èç áîëåå øèðîêîãî êëàññà, ÷åì (2.5.1),

îòëè÷àþùèåñÿ íàëè÷èåì ìàòðèöû íàáëþäåíèÿ M :

(γ0,θ + · · ·+ γp,θs
p) z[k] = (µ0,θs

0 + . . .+ µp,θs
p) ε1[k],

ž[j] = M

(
z[j]

ε1[j]

)
+ ε2[j], j ∈ 1, N, k ∈ 1, N − p.

(2.6.1)

Çäåñü θ ∈ Ω ⊆ Rv � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ, γi,θ , µi,θ � ìàòðè÷íûå êîýô-

ôèöèåíòû, z[·] ∈ Rr+m � âåêòîð ïåðåìåííûõ âõîäà, âûõîäà, ž[·] ∈ Rr′+m′+l′ � âåêòîð

íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé ïåðåìåííûõ âõîäà, âûõîäà è ïåðåìåííûõ ε1[·] ïðàâîé ÷àñòè),

M ∈ R(r′+m′+l′)×(r+m+l) � ìàòðèöà íàáëþäåíèÿ, r′ 6 r , m′ 6 m , l′ 6 l , ε1[·] ∈ Rl ,
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ε2[·] ∈ Rr′+m′+l′ � ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i-s)�(vi-s) íà ñ. 103.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî âûõîäíûå ïåðåìåííûå y[·] â âåêòîðå z[·]
ðàñïîëîæåíû íà ïåðâûõ ìåñòàõ. Ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìåí-

íûõ ñì. çàìå÷àíèå 1.4.1 íà ñ. 66. Èç óñëîâèÿ (iii-s) íà ñ. 103 ñëåäóåò, ÷òî âñå ïåðåìåííûå

â ñëó÷àéíîì âåêòîðå ε1[·] ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè.
Çàïèñü (2.6.1) îõâàòûâàåò ñîáîé êîíå÷íî-òðàåêòîðíûå àíàëîãè èçâåñòíûõ â ëèòåðà-

òóðå êëàññîâ ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì: FIR, ARX, ARMAX, ARMA, ARARX,

ARARMAX, EIV, OE, BJ, GMS.

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êðèòåðèåâ èäåíòèôèöèðóåìîñòè îïðåäå-

ëÿåòñÿ òðåìÿ òèïàìè ñòðóêòóðû ìàòðèöû íàáëþäåíèÿ M .

1-é òèï: âñå ïåðåìåííûå ñèñòåìû �íàïðÿìóþ èçìåðÿåìû�. Ýòî ñàìûé ïðî-

ñòîé ñëó÷àé íåîñîáåííîé ìàòðèöû íàáëþäåíèÿ: detM 6= 0 (íàïðèìåð, M = I ).

2-é òèï: ÷àñòü ïåðåìåííûõ âõîäà �íå èçìåðÿåìû íàïðÿìóþ�. Â ýòó ãðóïïó

âõîäÿò ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè íàáëþäåíèÿ âèäà M =

(
Ir 0 0

0 ∗ 0

)
èëè

M =

(
M1 0

0 M2

)
, (2.6.2)

ãäå ïîäìàòðèöà M1 ∈ Rr×r íåîñîáåííàÿ, detM1 6= 0 , r′ = r , à ñòîëáöû ïîäìàòðè-

öû M2 ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòü âõîäíûõ ïåðåìåííûõ u[·] è
ε1[·] (òî÷íåå, îïðåäåëåííûå ïîäìàòðèöåé M2 ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ

ïåðåìåííûõ) íàïðÿìóþ íå èçìåðÿåìû.

3-é òèï: ÷àñòü ïåðåìåííûõ âûõîäà �íå èçìåðÿåìû íàïðÿìóþ�. Â ýòó ãðóï-

ïó âõîäÿò ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè íàáëþäåíèÿ âèäà

M =

(
M1 0

0 ∗

)
, (2.6.3)

ãäå ñòîëáöû ïîäìàòðèöû M1 ∈ Rr′×r ëèíåéíî çàâèñèìû.

Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè

Ñèñòåìû ïåðâîãî òèïà

Òåîðåìà 2.6.1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (i-s)�(vi-s) ñèñòåìà (2.6.1) ñ ìàòðèöåé M = I

ãëîáàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà â òî÷êå θ , åñëè (è òîëüêî åñëè) óðàâíåíèå

ρ(s) (γθ(s), µθ(s)) = (γξ(s), µξ(s))
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îòíîñèòåëüíî óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû ρ(s) ∈ Rr×r[s] è âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ξ ∈ Ω

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ρ(s) ≡ I , ξ = θ . Ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóå-

ìà â òî÷êå θ ∈ Ω , åñëè (è òîëüêî åñëè) åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ξ ∈ V (θ) ⊂ Ω .

Èç òåîðåìû âûòåêàþò êîíå÷íîïðîâåðÿåìûå (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) êðèòåðèè

èäåíòèôèöèðóåìîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè ñïåöèàëüíûõ ïîäìàòðèö èç êîýô-

ôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2.6.1) (ñì. óòâåðæäåíèÿ 2.3.1, 2.3.2, òåîðåìó 2.3.1 è äàëåå â ðàçäå-

ëå 2.3).

Ñèñòåìû âòîðîãî òèïà

Ýòîò òèï ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà (2.5.1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

M =

(
Ir+m 0 0

0 ∗ 0

)
èëè M =

(
M̃1 0

0 M̃2

)
, ãäå ïîäìàòðèöà M̃1 ∈ R(r+m)×(r+m)

íåîñîáåííàÿ, r′ = r , m′ = m , òî óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè â òî÷íîñòè äàþòñÿ òåî-

ðåìîé 2.5.1 è ñëåäñòâèÿìè. Ñì. ðàçäåë 2.5. Åñëè ìàòðèöà íàáëþäåíèÿ èìååò âèä (2.6.2),

ãäå ïîäìàòðèöà M1 ∈ Rr×r íåîñîáåííàÿ, à ïîäìàòðèöà M̃1 ∈ R(r+m′)×(r+m) èìååò ëè-

íåéíî çàâèñèìûå ñòîëáöû, m′ 6 m , òî â òåîðåìå 2.5.1 íóæíî ïåðåîïðåäåëèòü ìàòðèöû

γθ(s) , µθ(s) .

Ïðèñóòñòâèå ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö â óðàâíåíèè (2.5.3) äåëàåò óñëîâèå òåîðåìû 2.5.1

àëãîðèòìè÷åñêè íåïðîâåðÿåìûì. Îäíàêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, îïèñàííûõ â ðàçäåëå 2.5,

ìîæíî ïðèìåíèòü ýêâèâàëåíòíûé êðèòåðèé, ïðîâåðÿåìûé çà êîíå÷íîå (ïîëèíîìèàëü-

íîå) ÷èñëî øàãîâ, àíàëîãè÷íûé êðèòåðèþ òåîðåìû 2.6.1.

Ñèñòåìû òðåòüåãî òèïà

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (i-s)�(vi-s) âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîñèëüíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (2.6.1) èç òðåòüåãî êî âòîðîìó òèïó. Óñëîâèÿ èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè äàþòñÿ òåîðåìîé 2.5.1, íî ñ ìàòðèöàìè, ïîëó÷àåìûìè èç ìàòðèö èñõîäíîé

ñèñòåìû íåëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîñòðîåíèå êðèòåðèåâ èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè ñïåöèàëüíûõ ïîäìàòðèö èç êîýôôèöèåíòîâ

èñõîäíîé ñèñòåìû äëÿ ñèñòåì òðåòüåãî òèïà â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.

Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì

Ñíà÷àëà êðàòêî èçëîæèì êëàññèôèêàöèþ, ïðåäëîæåííóþ Ë.Ëüþíãîì (1987) [195]. Îíà

âûðàæàåò ñîáîé òðàäèöèþ, ïðèíÿòóþ â ñîâðåìåííîé çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå.

Çà îñíîâó ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ëèíåéíîé ñèñòåìû:

A(s)y[k] =
B(s)

F (s)
u[k] +

C(s)

D(s)
e[k]. (2.6.4)
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Çäåñü s � îïåðàòîð ñäâèãà, A(s) , B(s) , C(s) , D(s) � ìíîãî÷ëåíû. Ñèãíàëû y[k] , u[k]

èçìåðÿþòñÿ íàïðÿìóþ, à e[k] � íå èçìåðÿåìûé íàïðÿìóþ "ãàóññîâûé áåëûé øóì":

M e[k] = 0, M e[k]e[k′] = δkk′ ,

δkk′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (2.6.4) íåò îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà

çíà÷åíèÿ èíäåêñà âðåìåíè k . Äëÿ èäåíòèôèêàöèè òàêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû

òèïà ðåêóððåíòíîãî ÌÍÊ ïî îøèáêå ïðîãíîçà ñ ðàññìîòðåíèåì ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ

òðàåêòîðèé áåñêîíå÷íîé äëèíû k →∞ (ñì. ââåäåíèå).

Êëàññèôèêàöèÿ Ë.Ëüþíãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òàáëèöû:

Ìíîãî÷ëåíû â ôîðìóëå (2.6.4) Íàèìåíîâàíèå ìîäåëè

B FIR 1

AB ARX 2

ABC ARMAX 2

AC ARMA 2

ABD ARARX 3

ABCD ARARMAX 3

BF OE, EIV 1

BFCD BJ 3

ABFCD GMS 3

Ìíîãî÷ëåíû, îòñóòñòâóþùèå â ëåâîé ïîçèöèè, ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 ñëåäóåò ïå-

ðåéòè îò ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè (2.6.4) ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (2.6.1). Ââèäó çàìå÷à-

íèÿ 2.5.2 íà ñ. 105, âîçìóùåíèÿ ε2[·] �êà÷åñòâåííî�∗) íå âëèÿþò íà èäåíòèôèöèðóåìîñòü,
è ìîæíî ñ÷èòàòü ε2[·] ≡ 0 .

Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ìàòðèöû íàáëþäåíèÿ M â ñèñòåìå (2.6.1), îïðåäåëÿåòñÿ òèï

ñèñòåìû ïî ñëîæíîñòè óðàâíåíèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè (ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû).

Ñèñòåìû âèäà (2.6.1), â îòëè÷èå îò (2.6.4), áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íî-òðàåêòîðíûìè

(îïèñàíèÿìè).

Ïåðåõîä îò ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè ê êîíå÷íî-òðàåêòîðíîìó îïèñàíèþ

×òîáû ñîïîñòàâèòü ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè (2.6.4) ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (2.6.1), ðàñ-

êðîåì äðîáè B(s)
F (s)

, C(s)
D(s)

, ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå x[k] , χ[k] . Ñèñòåìà (2.6.4)

çàïèøåòñÿ â âèäå: 
A(s)y[k] = x[k] + χ[k]

F (s)x[k] = B(s)u[k]

D(s)χ[k] = C(s)e[k].

(2.6.5)

∗)Но не количественно! — количественные показатели идентифицируемости обсуждаются в главе 5.
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Îáîçíà÷èì èçìåðÿåìûå íàïðÿìóþ ïåðåìåííûå ñèìâîëîì ž[k] è çàïèøåì (2.6.5) ÷åðåç

ìàòðèöû (çàìåòèì, ÷òî ìû íå ïèøåì âîçìóùåíèÿ ε2[k] , ñì. çàìå÷àíèå 2.5.2):

 A(s) −I −I 0 0

0 F (s) 0 B(s) 0

0 0 D(s) 0 C(s)




y[k]
x[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I 0 0 0 0

0 0 0 I 0

)
y[k]
x[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 .

(2.6.6)

Èç óðàâíåíèé (2.6.6) ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåì, âñòðå÷àþùèåñÿ â

âûøåïðèâåä¼ííîé òàáëèöå.

Ñëåäóþ Ë.Ëüþíãó [195], ñèñòåìû (2.6.4), (2.6.6) íàçûâàåì ñèñòåìàìè òèïà GMS

(General Model Structure).

Ðàñìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåì GMS, ñëåäóÿ êëàññèôèêàöèè Ë.Ëüþíãà.

EIV

Ñèñòåìû ñ îøèáêàìè íàáëþäåíèé. Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü:

A(s)y[k] = B(s)u[k] + A(s)ey[k]−B(s)eu[k].

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

(
A(s) −B(s) −A(s) −B(s)

) y[k]

u[k]
ey [k]
eu[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I 0 0 0

0 I 0 0

) y[k]

u[k]
ey [k]
eu[k]

 .

(2.6.7)

Âîçìîæåí âòîðîé òèï êîíå÷íî-òðàåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåì EIV, ó÷èòûâàþùèé

àääèòèâíûå îøèáêè íàáëþäåíèé:

(
A(s) −B(s)

)(
y[k]

u[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0

0 I

)(
y[k]

u[k]

)
+
(
ey [k]

eu[k]

)
.

(2.6.8)

Ðàâíîñèëüíûå ñèñòåìû (2.6.7) è (2.6.8) îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ îøèáîê

� â ïåðâîì èëè âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû. Èç òåîðåìû 2.5.1 ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå

âîçìóùåíèé âî âòîðîì óðàâíåíèè íå âëèÿåò íà èäåíòèôèöèðóåìîñòü. Ïîýòîìó íóæíî

ïîìåùàòü îøèáêè âî âòîðîå óðàâíåíèå, åñëè òîëüêî ýòî âîçìîæíî. Åäèíñòâåííîå óñëî-

âèå, êîòîðîå íóæíî ïðè ýòîì ñîáëþñòè, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìàòðèöà íàáëþäåíèÿ âî
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âòîðîì óðàâíåíèè íå çàâèñåëà îò θ .

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.8) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû EIV ïðèíàäëåæàò ïåðâîé

ãðóïïå ñëîæíîñòè.

FIR

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: y[k] = B(s)u[k] + e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

(
I −B(s) −I

)( y[k]

u[k]
e[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0 0

0 I 0

)(
y[k]

u[k]
e[k]

)
.

(2.6.9)

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà, ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè:

(
I −B(s)

)(
y[k]

u[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0

0 I

)(
y[k]

u[k]

)
+
(
e[k]

0

)
.

(2.6.10)

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.10) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû òèïà FIR ïðèíàäëåæàò ïåð-

âîé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

ARX

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: A(s)y[k] = B(s)u[k] + e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

(
A(s) −B(s) −I

)( y[k]

u[k]
e[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0 0

0 I 0

)(
y[k]

u[k]
e[k]

)
.

(2.6.11)

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.11) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû òèïà ARX ïðèíàäëåæàò

âòîðîé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöà A(s) íå çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

ARMA

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: A(s)y[k] = u[k] + C(s)e[k] .
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Â ëèòåðàòóðå îáùåïðèíÿò âèä ñèñòåì ARMA áåç ñèãíàëà âõîäà u[k] :

A(s)y[k] = C(s)e[k].

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå:

(
A(s) −C(s)

)(
y[k]

e[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0

0 0

)(
y[k]

e[k]

)
.

(2.6.12)

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöà C(s) íå çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.12) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû ARMA ïðèíàäëåæàò âòî-

ðîé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

ARMAX

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: A(s)y[k] = B(s)u[k] + C(s)e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå:

(
A(s) −B(s) −C(s)

)( y[k]

u[k]
e[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0 0

0 I 0

)(
y[k]

u[k]
e[k]

)
.

(2.6.13)

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöà C(s) íå çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.13) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû ARMAX ïðèíàäëåæàò âòî-

ðîé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

ARARX

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: A(s)y[k] = B(s)u[k] + 1
D(s)

e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

(
A(s) −I −B(s) 0

0 D(s) 0 −I

) y[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I 0 0 0

0 0 I 0

) y[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 .

(2.6.14)
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Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöà D(s) íå çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.14) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû ARARX ïðèíàäëåæàò òðå-

òüåé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

ARARMAX

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: A(s)y[k] = B(s)u[k] + C(s)
D(s)

e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

(
A(s) −I −B(s) 0

0 D(s) 0 −C(s)

) y[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I 0 0 0

0 0 I 0

) y[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 .

(2.6.15)

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöû C(s) , D(s) íå çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðà-

ìåòðîâ.

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.15) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû ARARMAX ïðèíàäëåæàò

òðåòüåé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

OE

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: y[k] = B(s)
F (s)

u[k] + e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

(
I −I 0 −I
0 F (s) −B(s) 0

) y[k]
x[k]

u[k]
e[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I 0 0 0

0 0 I 0

) y[k]
x[k]

u[k]
e[k]

 .

(2.6.16)

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà, ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè:

(
I −I 0

0 F (s) −B(s)

)(
y[k]
x[k]

u[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0 0

0 0 I

)(
y[k]
x[k]

u[k]

)
+
(
e[k]
0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó x[k] è y[k] â ïåðâîì óðàâíåíèè íå çàâèñèò îò θ .

Ýòî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü x[k] ÷åðåç y[k] è óïðîñòèòü ñèñòåìó:
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(
F (s) −B(s)

)(
y[k]

u[k]

)
= 0,

ž[k] =

(
I 0

0 I

)(
y[k]

u[k]

)
+
(
e[k]
0

)
.

(2.6.17)

Èç âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.17) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû òèïà OE ïðèíàäëåæàò ïåð-

âîé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

BJ

Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: y[k] = B(s)
F (s)

u[k] + C(s)
D(s)

e[k] .

Ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå îïèñàíèå:

 I −I −I 0 0

0 F (s) 0 B(s) 0

0 0 D(s) 0 C(s)




y[k]
x[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I 0 0 0 0

0 0 0 I 0

)
y[k]
x[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 .

(2.6.18)

Êîíå÷íî-òðàåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî òèïà ñ îøèáêàìè âî âòîðîì óðàâíåíèè

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöû C(s) , D(s) íå çàâèñèò îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðà-

ìåòðîâ.

Ìîæíî ïðîèçâåñòè óïðîùåíèå ñèñòåìû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðåìåí-

íûìè y , x , χ â ïåðâîì óðàâíåíèè íå çàâèñèò îò θ : ïîäñòàíîâêà y = x + χ ïðèâîäèò

ê ñèñòåìå âèäà 

(
F (s) 0 B(s) 0

0 D(s) 0 C(s)

) x[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 = 0,

ž[k] =

(
I I 0 0

0 0 I 0

) x[k]
χ[k]

u[k]
e[k]

 .

(2.6.19)

Èç âèäà ðàâíîñèëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.6.19) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìû òèïà BJ ïðè-

íàäëåæàò òðåòüåé ãðóïïå ñëîæíîñòè.

Äåòåðìèíèðîâàííûå ñèñòåìû

Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì ( ε1[·] ≡ 0 , ε2[·] ≡ 0 ) îïðåäåëÿåì îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ÷åðåç ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé èçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ. Îòëè÷èå

îò ðàññìîòðåííîãî âûøå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò òîëüêî â çàìåíå ìàòðèö äèñ-

115



ïåðñèé íåíóëåâûõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ íà åäèíè÷íûå ìàòðèöû. Ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 2.5.2

íà ñ. 105. Ñõåìà êëàññèôèêàöèè îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Î ñâÿçè ñëîæíîñòè óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñî ñëîæíîñòüþ

àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè

1-ÿ ãðóïïà ñëîæíîñòè (ñèñòåìû FIR, OE, EIV). Ïàðàìåòðû ñèñòåì FIR ñîñòîÿ-

òåëüíî îöåíèâàþòñÿ ëèíåéíûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ; ðåøåíèå äàåòñÿ ÿâíû-

ìè ôîðìóëàìè [195]. Ïàðàìåòðû ñèñòåì EIV è OE äîïóñêàþò ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè,

ïîëó÷àåìûå èòåðàöèîííûìè àëãîðèòìàìè òèïà Åãîðøèíà�Îñáîðíà ñ ãàðàíòèðîâàí-

íîé ñõîäèìîñòüþ èç øèðîêîé îáëàñòè íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ñì. ïðèìåðû â ðàçäå-

ëàõ 3.7.4 è 5.3).

2-ÿ ãðóïïà ñëîæíîñòè (ñèñòåìû ARX, ARMA, ARMAX). Îöåíêè ïàðàìåòðîâ

ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ñõîäèìîñòü àëãî-

ðèòìîâ ñèëüíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ [46,195].

3-ÿ ãðóïïà ñëîæíîñòè (ñèñòåìû ARARX, ARARMAX, BJ, GMS). Àíàëèç

ñëîæíîñòè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäî-

âàíèé.

Çàêëþ÷åíèå

Èç ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íî-òðàåêòîðíûõ îïèñàíèé âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìû EIV, FIR, OE,

EIV ïî òèïó óðàâíåíèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïîïàäàþò â ïåðâóþ ãðóïïó ñëîæíîñòè;

ñèñòåìû ARX, ARMA, ARMAX � âî âòîðóþ ãðóïïó; ñèñòåìû ARARX, ARARMAX,

BJ, GMS � â òðåòüþ ãðóïïó ñëîæíîñòè.

Ïðè íåçàâèñèìîñòè íåêîòîðûõ ìàòðèö ñèñòåìû îò èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ

ñèñòåìà ìîæåò èìåòü áîëåå ïðîñòûå óðàâíåíèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè, ïîïàäàÿ òåì ñà-

ìûì â ãðóïïó íîìåðîì íèæå.

2.7 Ïðèëîæåíèå

2.7.1 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

x[t+ 1] + θ1x[t] + θ2y[t] = θ3u[t],

θ4x[t+ 2] + θ5x[t+ 1] + θ6x[t] + y[t+ 2] + θ7y[t+ 1] + θ8y[t] =

= θ9u[t+ 1] + θ10u[t],

t ∈ 1, N − 2.

(2.7.1)
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Ýòî ñèñòåìà ïåðâîé ãðóïïû ñëîæíîñòè. Äëÿ àíàëèçà èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðèìåíÿåòñÿ

òåîðåìà 2.6.1 è òåîðåìû ðàçäåëà 2.3. Âûïèøåì ìàòðèöû:

γθ =

(
θ1 θ2 −θ3 1 0 0 0 0 0

θ6 θ8 −θ10 θ5 θ7 −θ9 θ4 1 0

)
.

εθ =

 θ1 θ2 −θ3 1 0 0 0 0 0

θ6 θ8 −θ10 θ5 θ7 −θ9 θ4 1 0

0 0 0 θ1 θ2 −θ3 1 0 0

 ,

ε1,θ =

 1 0 0 0 0 0

θ5 θ7 −θ9 θ4 1 0

θ1 θ2 −θ3 1 0 0

 , ε2,θ =

 0 0

1 0

0 0

 ,

r + d = 3.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî rank ε2,θ = 1 < r+d , íåîáõîäèìîå óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè

ñèñòåìû (2.7.1) íå âûïîëíåíî, è ñèñòåìà íå èäåíòèôèöèðóåìà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îòëè÷àþùóþñÿ îò (2.7.1) íàëè÷èåì ñòîõàñòè÷åñêîãî

ñèãíàëà íåâÿçêè e[t] â ïåðâîì óðàâíåíèè:

x[t+ 1] + θ1x[t] + θ2y[t] = θ3u[t] + e[t],

θ4x[t+ 2] + θ5x[t+ 1] + θ6x[t] + y[t+ 2] + θ7y[t+ 1] + θ8y[t] =

= θ9u[t+ 1] + θ10u[t],

t ∈ 1, N − 2.

(2.7.2)

Ýòî ñèñòåìà âòîðîé ãðóïïû ñëîæíîñòè. Äëÿ àíàëèçà èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðèìåíÿåòñÿ

òåîðåìà 2.5.1. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà εθ èìååò âèä

εθ =

 θ1 θ2 −θ3 1 1 0 0 0 0 0 0 0

θ6 θ8 −θ10 0 θ5 θ7 −θ9 0 θ4 1 0 0

0 0 0 0 θ1 θ2 −θ3 1 1 0 0 0

 ,

Âûïèøåì ïîäìàòðèöû εi,θ :

ε1,θ =

 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 θ5 θ7 −θ9 0 θ4 1 0 0

0 θ1 θ2 −θ3 1 1 0 0 0

 , ε2,θ =

 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

 .

Ñòðîêè êàæäîé èç ïîäìàòðèö εi,θ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.7.2)

èäåíòèôèöèðóåìà.

117



2.7.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5.1

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Pθ = Pξ , òî âåðíî ðàâåíñòâî

ρ(s)
(
γθ(s) µθ(s)R

)
=
(
γξ(s) µξ(s)

)
, (2.7.3)

äëÿ íåêîòîðîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû ρ(s) è ìàòðèöû R = Σ
1/2
1 QΣ

− 1/2
1 , ãäå Q îð-

òîãîíàëüíàÿ.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì îòñóòñòâèå âõîäíûõ êîìïîíåíò â z[·] , ò. å m = 0 . Â cëó÷àå

m > 1 äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ òåì æå, ñ íåáîëüøèì èçìåíåíèåì ìàòðèö H0 , H1 . Ýòîò

ñëó÷àé ðàññìîòðåí íèæå.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.5.1, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (2.7.3) ðàâíîñèëüíî ðàâåí-

ñòâó

PGθR
′ = Gξ, (2.7.4)

ãäå Gθ åñòü ÐÊÒ-ìàòðèöà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöåé

ϕθ(s) = (γθ(s), µθ(s)) ,

P íåîñîáåííàÿ, è

R′
.
= block diag (0, R, 0, R, . . .).

Òàêæå óñëîâèå (2.7.4) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

(TAθT
−1, TBθR,CθT

−1, DθR) = (Aξ, Bξ, Cξ, Dξ) (2.7.5)

äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû T , ãäå (Aθ, Bθ, Cθ, Dθ) åñòü ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ â íîðìàëü-

íîé ôîðìå (1.1.2) äëÿ ñèñòåìû (2.5.1). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ÷åòâåðêà (Aθ, Bθ, Cθ, Dθ)

ñòðîèòñÿ ïî ìàòðèöå ϕθ(s) . Ìàòðèöû (Aθ, Bθ, Cθ, Dθ) ìîãóò áûòü çàïèñàíû, íàïðè-

ìåð, â íàáëþäàåìîé ôîðìå âîññòàíàâëèâàåìîñòè (1.3.4), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàèáîëåå

íàãëÿäíûì ñïîñîáîì óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðèçàöèÿìè θ 7→ (Aθ, Bθ, Cθ, Dθ)

è θ 7→ ϕθ (ñì. ðàçäåë 1.3.1).

Èòàê, ïóñòü Pθ = Pξ .

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ z â âèäå ñóììû z = H0w0 + H1ε , ãäå ε
.
= (ε1[1]; . . . ; ε1[N ]) , è

H0 = H0,θ , H1 = H1,θ åñòü ìàòðèöû èç ìàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ:

H0
.
=



C

CA

CA2

...

CAN−1


, H1

.
=



D 0

CB D

CAB CB D
...

. . . . . . . . .

CAN−2B . . . CAB CB D


. (2.7.6)
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Ââèäó Pθ = Pξ èìååì covθ z = covξ z , ò. å.

HθSH
>
θ = HξSH

>
ξ ,

ãäå Hθ
.
= (H0,θ, H1,θ), S

.
=


Σ0 0

Σ1

. . .

0 Σ1

 .
(2.7.7)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (vi-s) íà ñ. 103 Σ0 = 0 . Òîãäà ðàâåíñòâî (2.7.7) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

H1,θS1H
>
1,θ = H1,ξS1H

>
1,ξ, S1

.
=


Σ1 0

. . .

0 Σ1

 . (2.7.8)

Çàìåíÿÿ ìàòðèöû B è D íà ìàòðèöû

B′
.
= BΣ

1/2
1 , D′

.
= DΣ

1/2
1 , (2.7.9)

ïîëó÷àåì ñèñòåìó (A,B′, C,D′) . Îíà íàáëþäàåìà. Îïóñêàÿ øòðèõè, ïåðåïèøåì óðàâ-

íåíèå (2.7.8) â âèäå

H1,θH
>
1,θ = H1,ξH

>
1,ξ. (2.7.10)

Êðîìå òîãî, ââèäó Pθ = Pξ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

Mθ z = Mξ z , ò. å. H0,θw0 = H0,ξw0 .

Ëåììà 2.7.1. Ïóñòü ïàðû ìàòðèö (Aθ, Cθ) è (Aξ, Cξ) íàáëþäàåìû, Aθ, Aξ ∈ Rq×q ,

è âåêòîð w0 ∈ Rq óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (vi-s) îáùåãî ïîëîæåíèÿ îäíîâðåìåííî äëÿ

ìàòðèö Aθ è Aξ (ñì. çàìå÷àíèå 2.5.1). Òîãäà ðàâåíñòâî

Cθ

CθAθ
...

CθA
q−1
θ
...


w0 =



Cξ

CξAξ
...

CξA
q−1
ξ
...


w0

ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

∃ W ∈ Rq×q



Cθ

CθAθ
...

CθA
q−1
θ
...


=



Cξ

CξAξ
...

CξA
q−1
ξ
...


W.
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Êðîìå òîãî, Cθ = CξW , Aξ = WAθW
−1 , ãäå

W =
(
w0 Aξw0 . . . Aq−1

ξ w0

)(
w0 Aθw0 . . . Aq−1

θ w0

)−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Cθ

(
w0 Aθw0 . . . Aq−1

θ w0 . . .
)

= Cξ

(
w0 Aξw0 . . . Aq−1

ξ w0 . . .
)
.

Â ñèëó òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè [23, ãëàâà IV] îíî çàìåíÿåòñÿ ðàâåíñòâîì äëÿ ìàòðèö

èç q ñòîëáöîâ:

Cθ

(
w0 Aθw0 . . . Aq−1

θ w0

)
︸ ︷︷ ︸

Wθ

= Cξ

(
w0 Aξw0 . . . Aq−1

ξ w0

)
︸ ︷︷ ︸

Wξ

.

Ïî óñëîâèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îáå ìàòðèöû Wθ è Wξ íåîñîáåííûå. Ñëåäîâàòåëüíî,

Cθ = CξW, W
.
= WξW

−1
θ .

Òîãäà 

Cθ

CθAθ
...

CθA
q−1
θ
...


=



CξW

CξWAθ
...

CξWAq−1
θ

...


=



CξW

Cξ (WAθW
−1)W

...

Cξ
(
WAq−1

θ W−1
)
W

...


=



Cξ

CξAξ
...

CξA
q−1
ξ
...


W,

ãäå Aξ = WAθW
−1 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îáðàòèìû, ïðèõîäèì

ê óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Ëåììà 2.7.2. Ïóñòü ñèñòåìû (Aθ, Bθ, Cθ, Dθ) è (Aξ, Bξ, Cξ, Dξ) íàáëþäàåìû, âåêòîð

w0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (vi-s) îáùåãî ïîëîæåíèÿ îäíîâðåìåííî äëÿ ìàòðèö Aθ è

Aξ (ñì. çàìå÷àíèå 2.5.1), è ñòîëáöû ìàòðèö Dθ , Dξ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ñè-

ñòåìà èç äâóõ ðàâåíñòâ H0,θw0 = H0,ξw0 è H1,θH
>
1,θ = H1,ξH

>
1,ξ ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó

(TAθT
−1, TBθQ,CθT

−1, DθQ) = (Aξ, Bξ, Cξ, Dξ),

äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö T íåîñîáåííîé è Q îðòîãîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ Dθ ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñè-

ìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû H1,θ , è òàê æå äëÿ H1,ξ . Òîãäà èç ðàâåíñòâà H1,θH
>
1,θ = H1,ξH

>
1,ξ

ñëåäóåò ðàâåíñòâî H1,θ = H1,ξP , ãäå P−1 = P> � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Èç êëåòî÷íî-

íèæíåòðåóãîëüíîé ñòðóêòóðû ìàòðèö H1,θ , H1,ξ ñëåäóåò êëåòî÷íàÿ íèæíåòðåóãîëüíàÿ

ñòðóêòóðà ìàòðèöû P : P =

( P11 0
...
...

P1N ... PNN

)
. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðèâîäèò ê ðà-
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âåíñòâó P =

( P11 0

...
0 PNN

)
, P−1

ii = P>ii . Èç ðàâåíñòâ Dθ = DξPii ñëåäóþò ðàâåíñòâà

P11 = P22 = . . . = PNN
.
= Q−1 = Q>.

Â èòîãå èìååì

D 0

CB D

CAB CB D
...

. . . . . . . . .

CAN−2B . . . CAB CB D


θ


Q 0

. . .

0 Q

 =

=



D 0

CB D

CAB CB D
...

. . . . . . . . .

CAN−2B . . . CAB CB D


ξ

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7.1 è òåîðåìó 1.2.2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

Aξ = TAθT
−1, Bξ = TBθQ, Cξ = CθT

−1, Dξ = DθQ. (2.7.11)

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âîññòàíàâëèâàÿ îïóùåííûå øòðèõè â (2.7.10),

ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (2.7.9) ïîëó÷àåì (2.7.5) è (2.7.3).

Ïóñòü (2.7.3). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.7.5) è ðàâåíñòâî H1,θR
′ = H1,ξ ñ

ìàòðèöåé R′ =

(
R 0
...

0 R

)
, ãäå R = Σ

1/2
1 QΣ

− 1/2
1 è Q îðòîãîíàëüíàÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè

íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé âåëè÷èí ε1[·] îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî ðàñïðåäåëåíèé

Pθ = Pξ .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m > 1 . Ìàòðèöû H0 , H1 (2.7.6) çäåñü ìîäèôèöèðóþòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

B
.
=

(
Bm Bl

)
, Bm ∈ Rqr×m, Bl ∈ Rqr×l,

D
.
=

(
Dm Dl

)
, Dm ∈ Rr×m, Dl ∈ Rr×l,

H0
.
=

(
H0

0

)
, H0

.
= (C;CA; . . . ;CAN−1), (2.7.12)
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H1
.
=



(
Dm Dl

)
0 0 0

CA
(
Bm Bl

) (
Dm Dl

)
0 0

CA2
(
Bm Bl

)
CA

(
Bm Bl

) (
Dm Dl

)
0

. . . . . . . . . . . .(
Im 0

)
0 0 0

0
(
Im 0

)
0 0

0 0
(
Im 0

)
0

. . . . . . . . . . . .



.

Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê ïîëó÷àåì

H0 ∼


C̃A
...

C̃AN−1

 , H1 ∼



D̃ 0

C̃B D̃

C̃AB C̃B D̃
...

. . . . . . . . .

C̃AN−2B . . . C̃AB C̃B D̃


,

ãäå

C̃
.
=

(
C

0

)
, D̃

.
=

(
Dm Dl

Im 0

)
.

Ìàòðèöà äèñïåðñèè Σ1 ∈ Rl×l çàìåíÿåòñÿ ìàòðèöåé
(

Σu 0
0 Σ1

)
∈ R(m+l)×(m+l) . Îòìåòèì,

÷òî ïàðà (A, C̃) íàáëþäàåìà, åñëè (è òîëüêî åñëè) íàáëþäàåìà ïàðà (A,C) . Òàêæå ìàò-

ðèöà D̃ èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû, åñëè (è òîëüêî åñëè) ëèíåéíî íåçàâèñèìû

ñòîëáöû Dl . Ââèäó ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó-

÷àþ m = 0 , çàìåíèâ ìàòðèöû C , D íà ìàòðèöû C̃ , D̃ , è ïðîäîëæèòü äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû îò ôîðìóëû (2.7.6). Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ âèäà (2.7.11):

Aξ = TAθT
−1,

(
Bm Bl

)
ξ

= T
(
Bm Bl

)
θ
Q̃,

Cξ = CθT
−1,

(
Dm Dl

Im 0

)
ξ

=

(
Dm Dl

Im 0

)
θ

Q̃.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè Q̃ ñëåäóåò

Q̃ =

(
Im 0

0 Q

)
, Q îðòîãîíàëüíàÿ.
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Ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ øòðèõîâ ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

TAθT
−1 = Aξ,

T
(
Bm BlR

)
θ

=
(
Bm Bl

)
ξ
,

CθT
−1 = Cξ,(

Dm DlR
)
θ

=
(
Dm Dl

)
ξ
.

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî (2.7.3).

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (2.7.3)⇒ Pθ = Pξ â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ

m = 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Âàðèàöèîííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ

Èäåÿ Ãàóññà ðàñïðàâèòüñÿ ñ øóìîì

ïðè ïîìîùè [ëèíåéíîãî] ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ãîäèòñÿ

(Ð.Êàëìàí (1985) [48])

Â øèðîêîì êðóãå çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà

äëèíó èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ. Ýòî ìîæåò áûòü îòñëåæèâàíèå ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ

íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ñæàòèÿ

ïîòîêîâ àóäèî- è âèäåî-èíôîðìàöèè, èëè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè â ðåàëüíîì âðåìåíè â

êîíòóðå àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ. Çäåñü æåëàåìîå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ñîñòàâëÿåò äîëè

ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî â íàáëþäàåìûõ ñèãíàëàõ, êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâó-

þò àääèòèâíûå èçìåðèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòûå ëèíåéíûå ìåòîäû

òèïà ÌÍÊ Ê.Ãàóññà ïî íåâÿçêå óðàâíåíèÿ íå îáåñïå÷èâàþò ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ïà-

ðàìåòðîâ [46,110,196] (ñì. òàêæå ÷èñëåííûå ïðèìåðû â ðàçäåëàõ 3.7.4, 5.3). Íàïîìíèì,

îöåíêà θ̂(M) ïàðàìåòðà θ∗ , ïîëó÷åííàÿ ïî ìíîæåñòâó M
.
=
{
x(1), . . . , x(M)

}
ñòàòèñòè-

÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x(i) ñ îäèíàêîâûì ðàñïðåäåëåíèåì

Pθ∗ , íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü θ̂(M)→ θ∗ ïðè óâåëè÷å-

íèè îáúåìà âûáîðêè M → ∞ . Â 1960�80-õ ãã. ðàçíûìè àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí ðÿä

ìåòîäîâ [46,96,110,136,195], êîòîðûå ó÷èòûâàþò àääèòèâíûå èçìåðèòåëüíûå âîçìóùå-

íèÿ. Ýòè ìåòîäû ïðèíàäëåæàò êëàññó ïðÿìûõ, èëè �ðàçîìêíóòûõ� (ñì. ââåäåíèå). Ñòà-

òèñòè÷åñêàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü ó ýòèõ ìåòîäîâ äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå N → ∞ áåñêîíå÷-

íîé äëèíû èçìåðÿåìîé òðàåêòîðèè, ò. å. â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà íàáëþäåíèé ïðèíèìàåòñÿ

ìíîæåñòâî îòñ÷åòîâ îäíîé òðàåêòîðèè (îäíîãî ïðîöåññà): M .
= {z = (z[1]; . . . ; z[N ])} ,

M
.
= N .

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ïðè îãðà-

íè÷åíèè íà äëèíó N íàáëþäàåìûõ òðàåêòîðèé. Â ýòîì ñëó÷àå îáúåì âûáîðêè íàáëþ-

äåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì L òðàåêòîðèé, M
.
= L :

M .
=
{
z(1), . . . , z(L)

}
; z(i) =

(
z(i)[1]; . . . ; z(i)[N ]

)
.
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Ñîñòîÿòåëüíîñòü èññëåäóåòñÿ â ïðåäåëå L→∞ . Ýòî çàäà÷à òèïà äå Ïðîíè, îïèñàííàÿ

âî ââåäåíèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â 1970�90-õ ãã. ðàçíûìè àâòîðàìè áûëè ïðåä-

ëîæåíû ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå âàðèàíòû ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ýòîé ãëàâå

ìû îïèñûâàåì ýòè ìåòîäû ñ îáùèõ ïîçèöèé è äîêàçûâàåì èõ ñîñòîÿòåëüíîñòü
∗).

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ âàðèàöèîííûõ îöåíîê, âêëþ÷àþ-

ùèé â ñåáÿ êàê êëàññè÷åñêèå îöåíêè îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè òèïà Ê.Ïèðñîíà, òàê è

îöåíêè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà À.Î.Åãîðøèíà (ÂÌ, GTLS, STLS). Ïîêàçàíî, ÷òî âûáî-

ðîì òîé èëè èíîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé â âàðèàöèîííîé öåëåâîé ôóíêöèè

ìîæíî ïîëó÷èòü âñåõ îñíîâíûå òèïû îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëè-

òåðàòóðå. Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïðè òàêîì îáîáùåíèè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå êëåòî÷-

íûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîìåðíûì ñèñòåìàì èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé (ñì.,

íàïðèìåð, íà ñ. 15 çàìå÷àíèå î ïðèíàäëåæíîñòè çàäà÷è Ê.Ïèðñîíà ê êëàññó âàðèà-

öèîííûõ). Âñå àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè äèññåðòàöèè ó÷èòûâàþò ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ õîòÿ è óñëîæíÿåò èçëîæåíèå, íî åñòü ñîâåðøåííî

íåîáõîäèìûé øàã, ïîçâîëÿþùèé ñ îáùèõ ïîçèöèé ðàññìîòðåòü øèðîêèé êëàññ âàðèà-

öèîííûõ ìåòîäîâ è ïîëó÷èòü íîâûå òåîðåìû.

Ïåðâûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì 3-é ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3.4.1 î ñîñòîÿòåëü-

íîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïðè óñëîâèè ïîëíîòû íàáëþäåíèé. Ýòà òåîðåìà, îïóáëè-

êîâàííàÿ àâòîðîì äèññåðòàöèè â 1997 ã. [70], îáîáùàåò ðåçóëüòàò î ñîñòîÿòåëüíîñòè

Ì.Àîêè è Ï.Þ (1970) [133] äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì èç îäíîãî óðàâíåíèÿ è Ë. Ãëýçåðà

(1982) [158] è Ó.Ôóëëåðà (1987) [154] äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Áëèç-

êîå ê òåîðåìå 3.4.1 óòâåðæäåíèå î ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ÍÊÏÑ (STLS) áûëî ïîëó÷åíî

ïîçæå çà ðóáåæîì â ñòàòüå À.Êóêóøà, È.Ìàðêîâñêîãî è Ñ.Âàí Õóôôåëü (2005) [180].

Äëÿ âàðèàöèîííûõ îöåíîê ôîðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå ïîëíîòû íàáëþäåíèé, ïðè êîòî-

ðîì èäåíòèôèöèðóåìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèé ãëàâû 2 ãàðàíòèðóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Â òåîðåìå 3.2.1 è åå ñëåäñòâèè óñòàíîâëåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó óñëîâèåì ïîë-

íîòû ïðè íóëåâûõ âîçìóùåíèÿõ è óñëîâèåì èäåíòèôèöèðóåìîñòè (ðàçëè÷èìîñòè) èç

ãëàâû 2.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê äîêàçûâàåòñÿ áåç ïðåäïîëîæåíèé îá

óñòîé÷èâîñòè èëè óïðàâëÿåìîñòè èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìû.

Âòîðûì âàæíûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì 3-åé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå íîâîãî

îáùåãî ïîäõîäà ê ñðàâíåíèþ îöåíîê, îñíîâàííîãî íà ëèíåàðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè è

ïîíÿòèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè â ñëó÷àå ìàëûõ àìïëèòóä âîçìóùåíèé. Â êà÷å-

ñòâå ïðèìåðà áûëè ïîñòðîåíû ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îöåíîê ÎÐ, ÎÐÌ è ÂÌ. Äëÿ

ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ÂÌ â øèðîêîì ðÿäå ñëó÷àåâ èìåþò ìåíü-

øóþ äèñïåðñèþ çà ñ÷åò íàèáîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè î ëèíåéíûõ ñâÿ-

çÿõ ìåæäó íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè, ÷åì îöåíêè ÎÐ è ÎÐÌ (òåîðåìû 3.5.1, 3.5.2).

Òðåòüèì ñóùåñòâåííûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå íà îñíîâå âàðèàöè-

îííîãî ïîäõîäà ïðîáëåìû ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ïîñòàâëåííîé È.È.Ïåðåëüìàíîì

∗)Основная теорема 3.4.1 была опубликована автором диссертации в 1997 г. [69,70]; близкий результат
был получен за рубежом в 2005 г. [180].
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(1981) [98]. Ñóòü ïðîáëåìû â òîì, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè ïðÿìûìè ìåòîäàìè íà êî-

íå÷íûõ âûáîðêàõ íàáëþäåíèé ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ðàñòåò âìåñòå ñ äëèíîé

âûáîðêè. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èäåíòè-

ôèêàöèè ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè

âåêòîðà èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ íåçàâèñèìî îò äëèíû âûáîðêè. Äëÿ îáîñíîâà-

íèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè: äâà

ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðàâíîñèëüíû ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè, åñëè èç ñîñòîÿòåëüíîñòè îä-

íîãî ìåòîäà ñëåäóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü äðóãîãî è íàîáîðîò. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 3.4.1

î ðàâíîñèëüíîñòè ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè ðàçíûõ âèäîâ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê â çàäà-

÷å âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Êàê ñëåäñòâèå,

îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðè ïîñòðîåíèè ñîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è

èäåíòèôèêàöèè çàìåíèòü íàèáîëåå ñëîæíûå â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè âàðèàöèîí-

íûå öåëåâûå ôóíêöèè ÂÌ áîëåå ïðîñòûìè îðòîðåãðåññèîííûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿ-

ìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñîñòîÿòåëüíûå

îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî ñàìîé ïðîñòîé îðòîðåãðåññèîííîé öåëåâîé

ôóíêöèè, ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè âåêòîðà èäåíòèôè-

öèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

3.1 Êëàññ ñèñòåì

Âî ââåäåíèè â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëè îïèñàíû ïðîñòåéøèå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

(0.0.2), (0.0.21). Â ýòîé ãëàâå áóäåì èññëåäîâàòü ïîäîáíûå (0.0.21) ñèñòåìû èç íåñêîëü-

êèõ óðàâíåíèé r > 1 :

(γp(θ)s
p + γp−1(θ)s+ . . .+ γ0(θ)) z[k] = 0, k ∈ 1, N − p. (3.1.1)

Íàïîìíèì, çäåñü p > 0 � ôîðìàëüíûé ïîðÿäîê ñèñòåìû, N > p + 1 � äëèíà òðàåê-

òîðèè (ïðîöåññà), z[k] ∈ Rr+m � ñèñòåìíûå ïåðåìåííûå, s � ñèìâîë ñäâèãà sz[k] =

z[k+ 1] , γi(θ) ∈ Rr×(r+m) � ïîñòîÿííûå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ôèê-

ñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà θ ∈ Θ ⊆ Rv , ïîäëåæàùåãî îöåíèâàíèþ.

Ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ðàâíîñèëüíàÿ ôîðìà çàïèñè ñèñòåìû (3.1.1) (ñì. çàìå÷àíèå 1.4.1

ãëàâû 2):

αpy[k + p] + . . .+ α0y[k] = βpu[k + p] + . . .+ β0u[k], k ∈ 1, N − p, (3.1.2)

αi = αi(θ) ∈ Rr×r, βi = βi(θ) ∈ Rr×m,

(αi,−βi) = γi(θ)
.
= γi, (y[k];u[k])

.
= z[k].
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Êàê è ðàíåå, îïðåäåëèì ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí

γθ(s)
.
= γp(θ)s

p + γp−1(θ)s+ . . .+ γ0(θ) ∈ Rr×(r+m)[s], (3.1.3)

è ÷èñëîâóþ ìàòðèöó

γθ
.
= (γ0(θ), γ1(θ), . . . , γp(θ)) ∈ Rr×(r+m)(p+1). (3.1.4)

Îáîçíà÷èì γi
.
=
(
γi0γ

i
1 . . . γ

i
p

)
i -þ ñòðîêó γθ è îïðåäåëèì âåêòîð

γ = γ(θ)
.
=
(
γ1; . . . ; γr

) .
= vect γθ (3.1.5)

êàê ïîñëåäîâàòåëüíî ñîñòàâëåííûé èç ñòðîê ìàòðèöû γθ .

Çàïèøåì ñèñòåìó (3.1.1) â âèäå óñëîâèÿ íà ïðîöåññû z ∈ RN(r+m) :

Gθz = 0, z
.
= (z[1]; . . . ; z[N ]) ∈ RN(r+m), (3.1.6)

Gθ
.
= G =


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 ∈ R(N−p)r×N(r+m).

Åñëè ïðèíÿòü ïîðÿäîê êîìïîíåíò (1.1.3),

z
.
= (y[1]; . . . ; y[N ];u[1]; . . . ;u[N ]) , (3.1.7)

òî áîëüøàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ïðèìåò âèä

G =


α0 . . . αp 0

. . . . . . . . .

0 α0 . . . αp

−β0 . . . −βp 0
. . . . . . . . .

0 −β0 . . . −βp

 .
= (Gα|Gβ) .

Ìàòðèöà G èìååò êëåòî÷íî-òåïëèöåâóþ ñòðóêòóðó, ÷òî ïðÿìî ñâÿçàíî ñî ñòàöèî-

íàðíîñòüþ (àâòîíîìíîñòüþ) ñèñòåìû (3.1.1).

Íàêîíåö, ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1.6) ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî γ(θ) (3.1.5):

Gθz ≡ V γ(θ), (3.1.8)

V
.
=


Ir ⊗ v>(1)

...

Ir ⊗ v>(N−p)

 , v>(i)
.
=
(
z[i]> . . . z[i+ p]>

)
.

Ñèìâîë ⊗ îáîçíà÷àåò êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, Ir � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

r × r .

127



Ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê óðàâíåíèå (3.1.8) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
G1

...

Gr

 z ≡ V γ =


V̄ 0

. . .

0 V̄

 γ =
(
Ir ⊗ V̄

)
γ, V̄

.
=


v>(1)
...

v>(N−p)

 , (3.1.9)

Gi
.
=


γi0 γi1 . . . γip 0

γi0 γi1 . . . γip
. . . . . . . . .

0 γi0 γi1 . . . γip

 . (3.1.10)

Ââèäó ëåììû 1.2.1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî N (Gθ) = R (H(θ)) , ìàòðèöà H(θ) îïðå-

äåëåíà â óñëîâèè ëåììû 1.2.1. Ñòîëáöû H(θ) (1.2.8), åñëè âûáðàí ïîðÿäîê êîìïîíåíò

(3.1.7), îáðàçóþò áàçèñ N (Gθ) , èëè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(3.1.1). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ z âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå

z = H(θ)w, (3.1.11)

ãäå w
.
= (x0; zu) , zu

.
= (u[1]; . . . ;u[N ]) è x0 � âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàâíîñèëüíîé

ñèñòåìû (1.1.2), ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.1 ãëàâû 1.

Íà ñèñòåìó (3.1.1) íàëàãàåì óñëîâèÿ (i), (ii) èç ðàçäåëà 2.3 íà ñ. 91. Íà ïðîòÿæåíèè

ýòîé ãëàâû óñëîâèå (i) çàìåíÿåì áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì:

(i') γ(θ) = d + Dθ
.
= D̃ϑ , ãäå D̃

.
= (d,D) , ϑ

.
= (1; θ) ; ìàòðèöà D̃ çàäàíà, åå ñòîëáöû

ëèíåéíî íåçàâèñèìû; Θ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rv .

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì êîððåêòíîñòü (ðàçëè÷èìîñòü) ïàðàìåòðèçàöèè τ : θ ↔
Gθ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå N (Gθ) → θ äîëæíî

áûòü îäíîçíà÷íûì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ ∈ Θ : åñëè â Θ θ1 6= θ2 , òî

N (Gθ1) 6= N (Gθ1) . Ââèäó ðàâåíñòâà N (Gθ) = R (H(θ)) ðàçëè÷èìîñòü ðàâíîñèëüíà

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(i�) Äëÿ ìàòðèöû H(θ) èç óñëîâèÿ ëåììû 1.2.1 ðàâåíñòâî ∀ ξ, θ ∈ Θ GξH(θ) = 0

âëå÷åò ξ = θ .

Ðàçëè÷èìîñòü ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ γ = γ(θ) è ñòðóêòóðîé óðàâíå-

íèÿ (3.1.1) (÷èñëàìè r , m , p ). Íàïðèìåð, åñëè γ(θ) = θ , òî ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ

çàâåäîìî íåðàçëè÷èìû. Â ýòîì ñëó÷àå äâà óðàâíåíèÿ (3.1.1) ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè θ

è αθ (ãäå α � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà), î÷åâèäíî, èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ, òàê êàê

îòëè÷àþòñÿ òîëüêî óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó α .

Íåñòðîãî ãîâîðÿ, åñëè ñèñòåìà (3.1.1) ïàðàìåòðèçîâàíà êîððåêòíî (ò. å. ðàçëè÷èìà),

òî ìîæíî óêàçàòü àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè è ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1.1), ïî

êîòîðûì ïàðàìåòð θ âû÷èñëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1), íàîáîðîò, â ñìûñëå
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îïðåäåëåíèÿ 2.1.2 èëè óñëîâèÿ (i�) ïàðàìåòðèçîâàíà íåêîððåêòíî, òî íèêàêèì àëãîðèò-

ìîì èäåíòèôèêàöèè, íè ïðè êàêèõ íàáëþäåíèÿõ ðåøåíèé (äàæå áåç øóìà) íåâîçìîæíî

îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïàðàìåòð θ .

Àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿåìûå êðèòåðèè ðàçëè÷èìîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ðàíãè

ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ èç ýëåìåíòîâ γθ , ïîëó÷åíû â ãëàâå 2 (òåîðåìû 2.3.2-

2.3.4).

3.2 Ïîëíîòà íàáëþäåíèé

Ïóñòü z∗(i) = H(θ∗)w∗(i) , è w∗(i) � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû. Óñëîâèå íà ðàñïðåäåëåíèå w∗(i) (óñëîâèå ïîëíîòû) äàäèì íèæå.

Äàíû íàáëþäåíèÿ

ž(i) = z∗(i) + η∗(i), i > 1, (3.2.1)

M η∗(i) = 0, M[η∗(i)η
>
∗(j)] = σ2Iδij. (3.2.2)

Çäåñü η∗(i) � ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé; M � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ;

δii = 1 è δij = 0 , i 6= j . Óñëîâèå (3.2.2) áóäåì çàïèñûâàòü êðàòêî: η∗(i) ∈ M2(0, σ2I) .

Äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âîçìóùåíèé η∗(i) , åñëè òàêîâûå ïî-

íàäîáÿòñÿ, áóäóò îãîâîðåíû îñîáî. Ñëó÷àé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû 2-õ ìîìåíòîâ η∗(i) íå

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, îí èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè ôîðìóë

(ñì. ðàçäåë 3.7.1).

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïðè óñëîâèè (i�) êîððåêòíîñòè ïàðàìåòðèçàöèè ñèñòåìû (3.1.1) ñ

θ = θ∗ íåêîòðîå ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé

M∗L
.
=
{
z∗(1), . . . , z∗(L)

}
(3.2.3)

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ïàðàìåòð θ ïî ìíîæåñòâó M∗L âû÷èñëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ ξ ∈ Θ \ {θ} âûïîëíåíî GξM∗L 6= 0 , åñëè îòîæäåñòâèòü

M∗L ñ ìàòðèöåé, ñîñòàâëåííîé èç ñòîëáöîâ z∗(i) .

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Îïðåäåëèâ ïîíÿòèå ïîëíîòû, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷èìîñòü â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1 åñòü èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïî ïîëíîìó ìíîæåñòâó íàáëþäå-

íèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåðìèí �èäåíòèôèöèðóåìîñòü� óïîòðåáëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, êîãäà

èäåò ðå÷ü îá îöåíêå ïàðàìåòðîâ ïî íàáëþäåíèÿì ïðîöåññîâ ñ âîçìóùåíèÿìè; òåðìèí

�ðàçëè÷èìîñòü� � êîãäà â êà÷åñòâå íàáëþäåíèé áåðóòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ (èëè êîíå÷íûå

ìíîæåñòâà) íåâîçìóùåííûõ ïðîöåññîâ. Èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó

íåâîçìóùåííûõ ïðîöåññîâ â ýòîì ñìûñëå ñîâïàäàåò ñ ðàçëè÷èìîñòüþ. Èñêëþ÷åíèåì ÿâ-

ëÿåòñÿ ãëàâà 2, ãäå èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ðàñïðå-

äåëåíèÿì. Ýòî äàíü òðàäèöèè, ñëîæèâøåéñÿ â ëèòåðàòóðå. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì

èç ãëàâû 2 òàêæå ìîæíî áûëî áû óïîòðåáëÿòü òåðìèí �ðàçëè÷èìîñòü�.
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Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Äëÿ ïîëíîòû M∗L äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ

spanM∗L = N (Gθ) = R(H(θ)).

Óòâåðæäåíèå 3.2.1. Ïîëíîòà M∗L ðàâíîñèëüíà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

ìàòðèöû QL , ñîñòàâëåííîé èç èç íàáëþäåíèé:

M∗L ïîëíî ⇔ QL
.
= L−1

∑
z∗(i)∈M∗L

D>V (z∗(i))
>V (z∗(i))D > 0. (3.2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ðàâåíñòâà GθM∗L = 0 óñëîâèå ïîëíîòû GξM∗L 6= 0 ðàâíî-

ñèëüíî óñëîâèþ (Gξ −Gθ)M∗L 6= 0 . Îáîçíà÷èì δ
.
= ξ − θ . Èç îïðåäåëåíèÿ (3.1.8)

ìàòðèöû V (z) è âèäà (i') ïàðàìåòðèçàöèè γ(θ) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

(Gξ −Gθ) z = V (z) (Dξ + d)− V (z) (Dθ + d) = V (z)Dδ.

Ââåäåì ñîñòàâíóþ ìàòðèöó

Ṽ
.
=


V (z∗(1))

...

V (z∗(L))

 . (3.2.5)

Òîãäà (Gξ −Gθ)M∗L 6= 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Ṽ (z)Dδ 6= 0 . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Θ

îòêðûòîå, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû

D>Ṽ (z)>Ṽ (z)D > 0 . Ââèäó îïðåäåëåíèÿ Ṽ (z) èìååì

D>Ṽ (z)>Ṽ (z)D =
∑

z∗(i)∈M∗L

D>V (z∗(i))
>V (z∗(i))D > 0.

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó QL > 0 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âûÿñíèì, êàêóþ ðîëü èãðàåò óñëîâèå êîððåêòíîñòè ïàðàìåòðèçàöèè â îïðåäåëåíèè

ïîëíîòû. Íàïîìíèì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3.1, ñèñòåìà (3.1.1) ïàðàìåòðèçîâàíà êîð-

ðåêòíî (ãëîáàëüíî, ëîêàëüíî) â òî÷êå θ , åñëè îíà ðàçëè÷èìà (ãëîáàëüíî, ëîêàëüíî) ïî

ìíîãîîáðàçèþ âñåõ ðåøåíèé M∗ = N (Gθ) . Äëÿ àíàëèçà êîððåêòíîñòè (ðàçëè÷èìîñòè)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ïî îäíîé òðàåêòîðèè M∗ = z∗ ∈ N (Gθ) .

Ïóñòü ñîãëàñíî óñëîâèþ (i) íà ñ. 91 ìíîæåñòâî Θ îòêðûòîå. Òîãäà ñèñòåìà (3.1.1)

ëîêàëüíî íåðàçëè÷èìà (ò. å. ïàðàìåòðèçîâàíà ëîêàëüíî íåêîððåêòíî) â òî÷êå θ ïî òðà-

åêòîðèè z∗ ∈ N (Gθ) , åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè U(θ) ñóùåñòâóåò ξ ∈ Θ : Gξz∗ =

Gθz∗ = 0 .

Òåîðåìà 3.2.1. Ñèñòåìà (3.1.1) ñ óñëîâèåì (i') íà ñ. 128 ëîêàëüíî íåðàçëè÷èìà ïî

ïðîöåññó z ∈ N (Gθ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Q(z)
.
= D>V (z)>V (z)D

âûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1) ïàðàìåòðèçîâàíà ëîêàëüíî íåêîððåêòíî è z ∈
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N (Gθ) , òîãäà Gθz = 0 . Íåðàçëè÷èìîñòü ïî z îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ξ 6= θ Gξz = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò

V (z) (Dξ + d) = Gξz = Gθz = V (z) (Dθ + d) = 0 ⇒ V (z)D (ξ − θ) = 0,

ò. å. ñòîëáöû V (z)D ëèíåéíî çàâèñèìû è ìàòðèöà Q(z) âûðîæäåíà. Îáðàòíî, ïóñòü

Q(z) âûðîæäåíà, òîãäà ñòîëáöû V (z)D ëèíåéíî çàâèñèìû, è ââèäó îòêðûòîñòè Θ

ìîæíî âçÿòü ξ = θ + µx , ãäå V (z)Dx = 0 , è µ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 3.2.2. Ñèñòåìà (3.1.1) ñ óñëîâèåì (i') íà ñ. 128 ïàðàìåòðèçîâàíà ëîêàëü-

íî êîððåêòíî (ëîêàëüíî ðàçëè÷èìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðå-

øåíèå z ñèñòåìû (3.1.1) òàêîå, ÷òî ïðè N > m + p (r +m+ 1) ìàòðèöà Q(z)
.
=

D>V (z)>V (z)D ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ïðåæäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûÿñíèì ðîëü óñëîâèÿ N > m+ p (r +m+ 1) .

Óòâåðæäåíèå 3.2.2. Åñëè N > m + p (r +m+ 1) , òî ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû V (z)D

íå ìåíüøå ÷èñëà ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ñòîëáöîâ V (z)D ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ D è ðàâíî ðàçìåð-

íîñòè v âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.3.1, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v 6 rm+ r (r +m) p . ×èñëî ñòðîê V (z)D ðàâíî ÷èñëó ñòðîê V (z) è ðàâíî ÷èñëó ñòðîê

Gθ , ò. å. (N − p) r . Ïóñòü N > m+p (r +m+ 1) , òîãäà (N − p) r > rm+r (r +m) p > v .

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ

N > m + p (r +m+ 1) ìàòðèöà V (z)D ìîæåò îêàçàòüñÿ �ãîðèçîíòàëüíîé�, è òîãäà

íè ïðè êàêèõ z ìàòðèöà Q(z) íå ìîæåò áûòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Åñëè

N > m + p (r +m+ 1) , òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðå-

ìû 3.2.1. Òåì ñàìûì, òåîðåìà 3.2.2 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà Θ ((i) íà ñ. 91, (i') íà ñ. 128) ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì.

Ïðèçíàê êîððåêòíîñòè ÷åðåç ñòðîãóþ ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Q =

Q(z) , íà ïåðâûé âçãëÿä, íå çàâèñèò îò θ . Íà ñàìîì äåëå ýòà çàâèñèìîñòü ñóùåñòâóåò

� îíà âûðàæàåòñÿ â óñëîâèè z ∈ N (Gθ) è ïðåäïîëîæåíèè θ, ξ ∈ Θ .

Óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû â âèäå îãðàíè÷åíèé íà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

è ïðàâóþ ÷àñòü ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì (1.1.2) è (3.1.2), ò. å. íà ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííûõ

w∗(i) =
(
x∗0(i);u∗(i)

)
∈ Rq+Nm . Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Äëÿ ïîëíîòû M∗L äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ

R
(
H(θ)w∗(1), . . . , H(θ)w∗(L)

)
= R (H(θ)) ,

äëÿ ÷åãî â ñâîþ î÷åðåäü äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ

R
(
w∗(1), . . . , w∗(L)

)
= Rq+Nm.
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Áîëåå äåòàëüíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîòû îïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäå-

íèè.

Óòâåðæäåíèå 3.2.3. Ìíîæåñòâî M∗L ïîëíî, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ äâà

óñëîâèÿ: 1) óñëîâèå âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî ïî-

ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

L−1
∑

z∗(i)∈M∗L

[x∗0(i)x
∗>
0(i)] > 0;

è 2) óñëîâèå àêòèâíîñòè âõîäíîãî ñèãíàëà:

L−1
∑

z∗(i)∈M∗L

[U∗(i)] > 0,

ãäå U∗(i) îáîçíà÷àåò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

‖ϕ(i)(j, l)‖j∈0,p

l∈0,p
∈ Rm(p+1)×m(p+1)

ñ êëåòêàìè ϕ(i)(j, l)
.
= M

N−p
k=1

(
u∗(i)[k + j]u>∗(i)[k + l]

)
∈ Rm×m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ 3.2.1, ïîëíîòà ìíîæåñòâà M∗L

ðàâíîñèëüíà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû

QL
.
=

L

M
i=1

D>V (z∗(i))
>V (z∗(i))D > 0 (3.2.6)

èëè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ṽ D (ñì. (3.2.5)).

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ìîä íàáëþäàåìîé ñèñòåìû (1.1.2) (íàïîìíèì,

ìîäàìè íàçûâàþòñÿ ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè (6.4.2)) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

span
{
x∗0(1), . . . , x

∗
0(L)

}
= R

(
x∗0(1), . . . , x

∗
0(L)

)
⊂ Rq

èìåëî íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñî âñåìè èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ìàòðèöû A .

Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà

R
(
x∗0(1), . . . , x

∗
0(L)

)
= Rq èëè

L

M
i=1

[x∗0(i)x
∗>
0(i)] > 0.

Òîãäà (ñì. ëåììó 1.2.1)

R
(
Hxx

∗
0(1), . . . , Hxx

∗
0(L)

)
=Mx = R (Hx) .

Èç ëåììû 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ ìíîæåñòâà M∗L âûïîëíåíî óñëîâèå âîçáóæ-

äåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû (1.1.2), òî ïî M∗L îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-

ïðîñòðàíñòâî Mx , åãî áàçèñ Hx è ïàðà ìàòðèö A , C ñèñòåìû (1.1.2) â êàíîíè÷åñêîé
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ôîðìå âîññòàíàâëèâàåìîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå â çàìå÷àíèè 1.3.1). Òåì ñàìûì, èç ôîð-

ìóë (1.3.4)�(1.3.5) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû
{
αi : i ∈ 0, p

}
çíàìåíàòåëÿ ñèñòåìû (3.1.2) è ïîäâåêòîð êîýôôèöèåíòîâ γα :

γ
.
= T

(
γα

γβ

)
.
=
(
Tα Tβ

)( γα

γβ

)
,

ãäå âåêòîð γ îïðåäåëåí â (3.1.3), T � ïîäìàòðèöà èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè,

γα , γβ � ïîäâåêòîðû γ , ýëåìåíòû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ ýëåìåíòàìè

ìàòðèö αi , βj . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè óñëîâèè âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä ëèíåéíî

íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû ìàòðèöû Ṽ Tα .

Äàëåå, èç ëåììû 1.2.2 (íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ Mx è Mu ) ñëåäóåò

íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ

R
(
Ṽ Tα

)
∩R

(
Ṽ Tβ

)
= {0} .

Ââèäó ýòîãî ôàêòà, åñëè îáåñïå÷èòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ṽ Tβ ,

áóäåò ãàðàíòèðîâàíà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ñîñòàâíîé ìàòðèöû

Ṽ T =
(
Ṽ Tα, Ṽ Tβ

)
.

Ýòî îçíà÷àåò îäíîçíà÷íóþ âû÷èñëèìîñòü ïîäâåêòîðîâ γα , γβ , à çíà÷èò, è âñåõ íåôèê-

ñèðîâàííûõ (çàâèñÿùèõ îò θ ) ýëåìåíòîâ âåêòîðà γ .

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîäâåêòîðîâ γα è γβ , ìàòðèöû V (z)Tα è V (z)Tβ

ñôîðìèðîâàíû èç îòñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî ëåâîé è òîëüêî ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíå-

íèÿ (3.1.2), ò. å. óìåñòíî îáîçíà÷èòü V (z)Tα
.
= Vy , V (z)Tβ

.
= Vu . Îïðåäåëèì ñîñòàâíûå

ìàòðèöû Ṽy è Ṽu ñîãëàñíî (3.2.5). Ïóñòü ML
i=1[U∗(i)] > 0 , èëè (â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ)

Ṽ >u Ṽu > 0 . Òîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû Ṽu = Ṽ Tβ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à çíà÷èò, êàê îá-

ñóæäàëîñü âûøå, ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñòîëáöû ìàòðèöû Ṽ T è òàêæå ñòîëáöû ìàòðèöû

Ṽ T D̄
.
= Ṽ D . Îòñþäà ñëåäóåò (3.2.6). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû 1-ãî ïîðÿäêà (1.1.2) ñ ìàòðèöàìè B = 0 ,

C = I , D = 0 íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîòû èçìåðåíèé òðàåêòîðèè

îäíîðîäíîãî äâèæåíèÿ äëÿ èäåíòèôèêàöèè âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ∈ Rq×q ïðè

L = 1 ñîñòîèò â íåðàâåíñòâå íóëþ ïðîåêöèé âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé x[1] íà âñå

èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû A . Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ïîëíîòå ðàíãà

ñîñòàâíîé ìàòðèöû W0 (ñì. Ð.Ëè (1964) [186, 4.1.2]):

rankW0 = q, W0
.
=
(
x[1] Ax[1] . . . Aq−1x[1]

)
.

Â ñòàòüå À.Â.Äìèòðèåâà, Ý.È.Äðóæèíèíà (1999) [39] áûëà ïðåäëîæåíà ðàâíîñèëüíàÿ

ôîðìóëèðîâêà ýòîãî óñëîâèÿ ÷åðåç ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

ìàòðèöû A è ñîâïàäåíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âåêòîðà x[1] è ìàòðèöû A [39,
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òåîðåìà 1]. Ïðè íåïîëíîñòüþ èçìåðÿåìîì âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ (C ∈ Rr×q , r < q ) äîïîë-

íèòåëüíî íàëàãàåòñÿ óñëîâèå íàáëþäàåìîñòè ïàðû (A,C) (Ð.Ëè (1964) [186, 4.2], [39]).

Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì (1.1.2) ñ ìàòðèöàìè C = I , B 6= 0 íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå ïîëíîòû ïðèíèìàåò âèä

rank
(
W0 W1

)
= q, W1

.
=
(
B AB . . . Aq−1B

)
(Í.À.Áàëîíèí (2010) [7, 2.2]).

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé
{
ž(i), i > 1

}
èç îïðåäåëåíèÿ (3.2.1)

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè èìååò ìåñòî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ïðåäåëüíîé ìàò-

ðèöû

Q∞
.
= lim

L→∞

L

M
i=1

D>V (z∗(i))
>V (z∗(i))D > 0, (3.2.7)

ãäå z∗(i) � íåâîçìóùåííûå ïðîöåññû èç îïðåäåëåíèÿ (3.2.1).

Óñëîâèå (3.2.7) ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå óñëîâèÿ �ïîñòîÿííîãî âîçáóæ-

äåíèÿ� (persistent excitation condition) èç ñòàòüè Îñòðåìà, Áîëèíà (1969) [96] íà ñëó÷àé

ñèñòåì áåç îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿåìîñòü.

Çàäà÷à 1. Èñõîäÿ èç ïîëíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé
{
ž(i), i > 1

}
(3.2.1) ïî-

ëó÷èòü îöåíêó θL = θL
(
ž(1), . . . , ž(L)

)
, ñõîäÿùóþñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ê èñòèííîìó çíà-

÷åíèþ: limL→∞ θL = θ∗ .

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà

óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (ñì. çàìå÷àíèå 2.3.2). Ýòî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-

íûì â ñèëó äâóõ îáñòîÿòåëüñòâ: 1) íàëè÷èå óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä ñè-

ñòåìû (÷àñòü èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü íåóïðàâëÿåìà) è 2) êîíå÷íîñòü äëèíû ïðîöåññîâ

N (íàïîìíèì, ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë áåðåòñÿ ïî ÷èñëó ïðîöåññîâ L ).

3.3 Âàðèàöèîííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ

Îïðåäåëèì êëàññ îöåíîê äëÿ ñîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.

Êàê è â ãëàâå 2, ïàðàìåòðàìè θ óðàâíåíèÿ íàçûâàåì çàäàííûå âçàèìíî-îäíîçíà÷-

íûå ôóíêöèè åãî êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü M̌ .
=
{
z̆(1), . . . , z̆(L)

}
⊂ Rt � íàáëþäåíèÿ,

êîòîðûå ïðåäïîëàãàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèÿìè z ∈Mθ
.
= N (Gθ) ⊂ Rt ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Gθz = 0. (3.3.1)

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðà θ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ äâóõ ñòîðîí: 1) äåòåðìè-

íèðîâàííî, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íàáëþäåíèé z̆ ðåøåíèÿìè óðàâ-

íåíèÿ (3.3.1), (3.1.1), è 2) ñòàòèñòè÷åñêè. Â ïåðâîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-

êàþò öåëåâûå ôóíêöèè, îñíîâàííûå íà ðàññòîÿíèè ìåæäó ìíîæåñòâîì íàáëþäåíèé M̌
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è ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ Mθ . Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

θ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè

ρ2
(
M̌,Mθ

)
=

L∑
i=1

ρ2
(
ž(i),Mθ

) .
= J(θ) = min

θ
,

ãäå ρ(·, ·) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè

J(θ) =
L∑
i=1

‖ž(i) − z(i)‖2, (3.3.2)

ãäå z(i) � ïðîåêöèÿ ž(i) íà ìîäåëüíîå ìíîãîîáðàçèå Mθ (áëèæàéøèé ê ž(i) ýëåìåíò

Mθ ).

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ïîëó÷àþòñÿ òå æå öåëåâûå ôóíêöèè, åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî èçìåðåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò èñòèííûõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû íà ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ (3.2.1). Â çàðó-

áåæíîé ëèòåðàòóðå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå �ñèñòåìû ñ îøèáêàìè â

íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ� (errors-in-variables) (Ôóëëåð, 1987) [154].

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ J(θ) (3.3.2) ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç θ . Ïóñòü L = 1 .

Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøåå ïî z çíà÷åíèå êâàäðàòà íîðìû ‖ž − z‖2 ïðè óñëîâèè Gz = 0

ðàâíî ž>Πž , ãäå Π
.
= G>

(
GG>

)−1
G = Πθ åñòü ìàòðèöà ïðîåêòîðà (ò. å. Π2

θ = Πθ )

íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó N (G) èñòèííûõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû.

Òîãäà

J(θ) = ž>Πθž.

Ïðè L > 1

J(θ) = L−1

L∑
i=1

ž>(i)Πθž(i).

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Âàðèàöèîííîé îöåíêîé θ̂ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà θ∗ ïî íàáëþäå-

íèþ ž = z∗ + η , ãäå z∗ � èñòèííûé ïðîöåññ, η � âîçìóùåíèå, íàçûâàåì ðåçóëüòàò

ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè:

θ̂ = θ̂(ž) = arg min
θ
J(θ, ž),

J(θ, ž)
.
= ž> (Π1,θ + . . .+ ΠM,θ) ž, (3.3.3)

ãäå âñå ìàòðèöû Πj = Πj,θ > 0 ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûìè, ïðîåêòèâ-

íûìè (ò. å. Π2
j = Πj ), ñèììåòðè÷íûìè è òàêèìè, ÷òî Πj,θ∗z∗ = 0 . Öåëåâóþ ôóíêöèþ

J(θ, ž) (3.3.3) òàêæå íàçûâàåì âàðèàöèîííîé (èëè ïðîåêòèâíîé).

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (3.3.3) ñîîòâåòñòâóþò íàáëþ-

äåíèÿ

ž = z∗ + η∗, η∗ ∈M2(0, In), Gθ∗z∗ = 0 (3.3.4)
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(ñì. (3.2.1) ïðè L = 1 ). Î ñîîòâåòñòâèè çäåñü ãîâîðèòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè íàáëþ-

äåíèÿõ (3.3.4) îöåíêè (3.3.3) ñîñòîÿòåëüíû (äîêàçàòåëüñòâî äàåòñÿ íèæå).

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèÿ ñ íååäèíè÷íîé ìàòðèöåé äèñïåðñèè (äîïîëíèòåëüíî ñì.

ðàçäåë 3.7.1):

ž = z∗ + Ση∗, η∗ ∈M2(0, In), Σ ∈ RN(r+m)×n, Gθ∗z∗ = 0. (3.3.5)

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Âàðèàöèîííîé îöåíêîé θ̂ ïàðàìåòðà θ∗ ïî íàáëþäåíèþ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ž (3.3.5) íàçûâàåì ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè ïî θ êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé

ôóíêöèè:

J(θ, ž,Σ) = ž> (W1 + . . .+WM) ž, (3.3.6)

ãäå âñå ìàòðèöû Wj = Wj,θ > 0 ñèììåòðè÷íû è òàêîâû, ÷òî Wj,θ∗z∗ = 0 , à ïðîèçâåäåíèÿ

Σ>WjΣ = Πj ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè ìàòðèöàìè ñî ñâîéñòâîì Π2
j = Πj .

Ïðè íàëè÷èè íàáëþäåíèé íåñêîëüêèõ ïðîöåññîâ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé:

{
ž(1), . . . , ž(L)

} .
= M̌ ⊂ RN(r+m).

Â ýòîì ñëó÷àå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.3.6) ïðèíèìàåò âèä:

J(θ, ž(1), . . . , ž(L),Σ)
.
= J(θ,M̌,Σ) =

L

M
i=1

[
ž>(i) (W1 + . . .+WM) ž(i)

]
. (3.3.7)

Ïóñòü äàíû S ìíîæåñòâ íàáëþäåíèé:

{
ž(1), . . . , ž(L1)

} .
= M̌1 ⊂ RN1(r1+m1),

. . . . . . . . . (3.3.8){
ž(1), . . . , ž(LS)

} .
= M̌S ⊂ RNS(rS+mS).

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ìíîæåñòâå M̌l , l ∈ 1, S , ïðîöåññû èìåþò ñâîé íàáîð ðàçìåð-

íîñòåé Nl , rl , ml . Ýòà (íåñêîëüêî ýêçîòè÷åñêàÿ) ñèòóàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ìíîæåñòâà íàáëþäåíèé èñïîëüçóåòñÿ ñâîÿ ìîäåëü Gl,θ∗z∗ = 0 . Ðàçíûå ìîäåëè ìîãóò

èìåòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòåé N , p , r , m (ñì. (3.1.1)) è ðàçíûå çíà÷åíèÿ ìàò-

ðèö Σ (ñì. (3.3.5)). Îáùèì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ .

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âàðèàöèîííûõ öåëåâûõ ôóíêöèé âèäà (3.3.7),

îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâàõ íàáëþäåíèé (3.3.8):

J(θ,M̌1, . . . ,M̌S) = α1J(θ,M̌1,Σ1) + . . .+ αSJ(θ,M̌S,ΣS), αl ∈ R+ (3.3.9)

� òàêæå íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Âàðèàöèîííîé îöåíêîé â ýòîì

136



ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè

θ̂ = arg min
θ
J(θ,M̌1, . . . ,M̌S). (3.3.10)

Îáîçíà÷èì Ll
.
= |M̌l| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M̌l (÷èñëî ïðîöåññîâ). Ñîñòîÿ-

òåëüíîñòü îöåíêè θ̂ (3.3.10) îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü θ̂ → θ∗ ïðè îäíîâðåìåííîì óñòðåìëå-

íèè S ÷èñåë L1, . . . , LS ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíà ñîñòî-

ÿòåëüíîñòü âàðèàöèîííûõ îöåíîê (3.3.10) è èõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (3.3.3), (3.3.6), (3.3.7).

Óêàæåì åùå îäíó ôîðìó çàïèñè âàðèàöèîííûõ îöåíîê. Îïðåäåëèì ìàòðèöó

MN1,K
.
=

(
0N1×K IN1 0N1×(N−N1−K)

)
=

=


0 0

. . .

0 0

1 0
. . .

0 1

0 0
. . .

0 0

 ∈ RN1×N , K > 0.

Ýòà ìàòðèöà ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè óìíîæåíèè êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäå-

íèÿ MN1,K ⊗ Ir+m íà âåêòîð ïðîöåññà z =

(
z[1]

...
z[N ]

)
∈ RN(r+m) ïîëó÷àëñÿ ïîäîòðåçîê

ýòîãî ïðîöåññà äëèíîé N1 ∈ 1, N �òàêòîâ� ñ íà÷àëîì â K + 1 -ì �òàêòå�:

(MN1,K ⊗ Ir+m)


z[1]
...

z[N ]

 =


z[K + 1]

...

z[K +N1]

 .

Òîãäà ìàòðèöà

Φ
.
=


MN1,K1

...

MNS ,KS

⊗ Ir+m
ïðè óìíîæåíèè íà âåêòîð ïðîöåññà z äàñò â ðåçóëüòàòå âåêòîð, ïîñëåäîâàòåëüíî ñî-

ñòàâëåííûé èç S ðàçëè÷íûõ ïîäîòðåçêîâ ýòîãî ïðîöåññà.

Ïóñòü

G̃θ =


G1,θ 0

. . .

0 GS,θ

 , N
(
G̃>θ

)
= 0,

Φ =


MN1,K1

...

MNS ,KS

⊗ Ir+m .
=


Φ>1
...

Φ>S

 , N (Φ) = 0.
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Óòâåðæäåíèå 3.3.1. Íèæåñëåäóþùàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé:

θL = arg min
θ
JL(θ), JL(θ) = L−1

L∑
i=1

ρ2
(i)(θ), (3.3.11)

ρ2
(i)(θ) =

∥∥∥Φž(i) − ζ̂(i)(θ)
∥∥∥2

= mineGθζ=0

∥∥Φž(i) − ζ
∥∥2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì L = 1 (ïðè L > 1 õîä ðàññóæäåíèé îñòàåòñÿ

òåì æå). Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3.3.1, ïîëó÷àåì

J(θ) = ž>Φ>Π̃θΦž,

Π̃θ = G̃>θ

(
G̃θG̃

>
θ

)−1

G̃θ =


Π1,θ 0

. . .

0 ΠS,θ

 ,

Πl,θ
.
= G>l,θ

(
Gl,θG

>
l,θ

)−1
Gl,θ.

Òîãäà

J(θ) = ž>
(
Φ1 . . . ΦS

)
Π1,θ 0

. . .

0 ΠS,θ



Φ>1
...

Φ>S

 ž =

= ž>
(
Φ1Π1,θΦ

>
1 + . . .+ ΦSΠS,θΦ

>
S

)
ž.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà

ΦlΠl,θΦ
>
l =

 0Kl×Kl ⊗ Ir+m 0

Πl,θ

0 0


ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò â ñêîá-

êàõ ñóììó ïðîåêòîðîâ è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè Φ = I , ζ
.
= z èç îöåíêè (3.3.11) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà âàðèàöèîííîãî

ìåòîäà (0.0.18), (0.0.15); ïðè Φ = I è G̃θ = I ⊗ γθ (0.0.20) � îöåíêà îðòîãîíàëüíîé

ðåãðåññèè (0.0.9).

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ âàðèàöèîííûõ öåëåâûõ ôóíêöèé (3.3.3),

(3.3.6), (3.3.7), (3.3.10), (3.3.11) ÿâëÿåòñÿ èõ èíâàðèàíòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ðàâíîñèëü-

íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì Gθ 7→ PGθ , detP 6= 0 , ìàòðèö ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé

Gθz = 0 . ×òîáû ýòî óâèäåòü, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìå-

íÿþò ïðîåêòîðîâ, âõîäÿùèõ â öåëåâóþ ôóíêöèþ:

Πθ = G>θ
(
GθG

>
θ

)−1
Gθ = G>θ P

> (PGθG
>
θ P
>)−1

PGθ.
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Äàííîå ñâîéñòâî öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî íàçâàòü �ñôåðè÷íîñòüþ�, â òîì ñìûñëå, ÷òî

äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ r = 1 îíî âûðàæàåòñÿ â íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò

ìîäóëÿ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ‖γ‖ , òàê ÷òî ìèíèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïî

íàïðàâëåíèþ, �íà ñôåðå� (ñì. ðàçäåë 3.7.3).

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì (3.3.1) ñ ìàòðèöàìè

Gθ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîãî âèäà. Ýòî ëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (3.1.1).

3.3.1 Ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âàðèàöèîííûõ îöåíîê

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ïîëîæèì L = 1 , îïóñòèâ ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû ó âåëè-

÷èí. Ïåðåõîä ê ñëó÷àþ L > 1 íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ îöåíîê (3.3.11): 1) îöåíêè âàðèàöèîííîãî

ìåòîäà (ÂÌ) θV è 2) îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè (ÎÐ) θOR [42, 70]:

θV = arg min
θ
J(θ), J(θ) = min

Gθz=0
‖ž − z‖2 , (3.3.12)

G
.
= Gθ =


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 ,

θOR = arg min
θ
JOR(θ), JOR(θ) = min

GORz=0
‖ž − z‖2 , (3.3.13)

GOR =


γ0 . . . γp 0

γ0 . . . γp
. . .

0 γ0 . . . γp

 .

Âûðàæåíèÿ (3.3.12) è (3.3.13) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé: GOR ïî-

ëó÷àåòñÿ èç G âû÷åðêèâàíèåì ÷àñòè ñòðîê.

Ôóíêöèþ ïîòåðü J(θ) èç (3.3.12) çàïèøåì â ÿâíîì âèäå. Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíü-

øåå ïî z çíà÷åíèå êâàäðàòà íîðìû ‖ž − z‖2 ïðè óñëîâèè Gz = 0 ðàâíî ž>ΠGž , ãäå

ΠG = G>
(
GG>

)−1
G åñòü ìàòðèöà ïðîåêòîðà íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðî-

ñòðàíñòâó N (G) òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Çàìåíÿÿ Gž íà V (ž)γ = V (ž)D̃ϑ , ïîëó÷èì

J(θ) = ϑ>D̃>V̌ >CV̌ D̃ϑ, V̌
.
= V (ž), C =

(
GG>

)−1
. (3.3.14)

Òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ JOR(θ) èç (3.3.13):

JOR(θ) = ϑ>D̃>V̌ >ORCORV̌ORD̃ϑ,
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V̌OR
.
= VOR(ž), VOR(z) =


Ir ⊗

(
z[1]>, . . . , z[p+ 1]>

)
Ir ⊗

(
z[p+ 2]>, . . . , z[2p+ 2]>

)
...

Ir ⊗
(
z[M − p]>, . . . , z[M ]>

)

 , (3.3.15)

N − p < M 6 N, M = K(p+ 1), COR =
(
GORG

>
OR

)−1
= IK ⊗

(
γθγ

>
θ

)−1
.

Ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé îïðåäåëèì òðåòèé èçâåñòíûé â ëèòåðàòóðå ÷àñòíûé ñëó-

÷àé âàðèàöèîííûõ îöåíîê, òàê íàçûâàåìûå ìîäèôèöèðîâàííûå îöåíêè îðòîãîíàëüíîé

ðåãðåññèè (ÎÐÌ):

θM = arg min
θ
JM(θ), JM(θ) = ϑ>D̃>V̌ >CMV̌ D̃ϑ, (3.3.16)

CM
.
= IN−p ⊗

(
γθγ

>
θ

)−1
.

Êàê ïîêàçàíî â [134], ïðè r = 1 îöåíêè ÎÐÌ îáëàäàþò áîëüøåé óñòîé÷èâîñòüþ ê

âîçìóùåíèÿì â èñõîäíûõ äàííûõ, ÷åì îöåíêè ÎÐ.

Âûÿñíèì âçàèìîñâÿçè òðåõ òèïîâ îöåíîê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåãî îïðåäåëåíèÿ (3.3.13),

îöåíêà ÂÌ â (3.3.12) ïðè L > 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê îöåíêà ÎÐ â (3.3.13) ñ

�áîëüøîé� ìàòðèöåé GL = diag (Gθ . . . Gθ) âìåñòî GOR = diag (γθ . . . γθ) . Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, îöåíêà ÎÐ åñòü îöåíêà ÂÌ ñ N = p+ 1 .

Ïî âèäó öåëåâîé ôóíêöèè (3.3.16) îöåíêè ÎÐÌ çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå

ìåæäó îöåíêàìè ÎÐ è ÂÈ. Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îöåíîê ÂÌ (3.3.14) çàìåíîé ìàòðèöû

C íà ìàòðèöó COR áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäèôèöèðîâàííàÿ

îöåíêà θM èç (3.3.16) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ÎÐ (3.3.13) ñ îñîáûì îáðàçîì ñôîðìèðîâàííûì

âåêòîðîì íàáëþäåíèé ž . Äåéñòâèòåëüíî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

JM = min
GMzM=0

‖Φž − zM‖2 , (3.3.17)

Φ =



I

0

I

0
. . .


⊗

(
Ir 0

0 Im

)
.
= Φ⊗

(
Ir 0

0 Im

)
∈ R(p+1)l×l, l

.
= N(r +m),

GM = IN−p ⊗ γθ, GMΦ = G Φ ∈ R(p+1)N×N .

Êàê ìîæíî óâèäåòü èç îïðåäåëåíèé (3.3.17), ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé GM â ìîäèôèöèðî-

âàííîì ìåòîäå èìååò òó æå êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è ìàòðèöà GOR â

ìåòîäå ÎÐ, îòëè÷àÿñü òîëüêî óâåëè÷åííûì ðàçìåðîì. Ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åí ðàçìåð

âåêòîðà zM âñïîìîãàòåëüíîé (ìîäåëüíîé) òðàåêòîðèè. Íî ýòî ñâÿçàíî íå ñ óâåëè÷åíèåì
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îáúåìà âûáîðêè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ íîâûõ íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé, à ñ äóáëèðîâàíèåì

êîìïîíåíò â âåêòîðå èçìåðåíèé Φž :

ž = (ž1; . . . ; žN) , Φž = (ž1; . . . ; žp+1ž2; . . . ; žp+2; . . . . . . ; žN) .

Çàìåòèì, ÷òî V (z) = VOR(Φz).

Îöåíêè ÂÌ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îöåíêè ÎÐÌ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. ×òî-

áû ýòî óâèäåòü, â ôóíêöèÿõ ïîòåðü (3.3.12), (3.3.16) ÿâíî âûðàçèì òðàåêòîðèþ z ÷åðåç

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x0 è âõîäíîé ñèãíàë u = (u1; . . . ;uN) :

J(θ) = min
w
J(θ, w),

J(θ, w)
.
= ‖Φž − ΦH(θ)w‖2 , w

.
= (x0;u) , (3.3.18)

JM(θ) = min
wM

JM(θ, wM),

JM(θ, wM)
.
= ‖Φž −HM(θ)wM‖2 , w

.
= (xM,0;uM) . (3.3.19)

Ìàòðèöû H(θ) , HM(θ) , è âåêòîðû w , wM îïèñàíû íèæå. Ñîìíîæèòåëü Φ äîáàâëåí ê

îáîèì ñëàãàåìûì (3.3.18) äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê âèäó (3.3.19) ïî ïåðâîìó ñëàãàåìîìó Φž .

Óòâåðæäåíèå 3.3.2. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå MwM = 0 , ïðè íàëîæå-

íèè êîòîðîãî ôóíêöèÿ ïîòåðü JM(θ) â (3.3.19) ñîâïàäàåò ñ öåëåâîé ôóíêöèåé J(θ)

â (3.3.18):

J(θ) = min
w
J(θ, w) = min

wM:MwM=0
JM(θ, wM).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ìàòðèöû H(θ) , HM(θ) â ôóíêöèÿõ ïîòåðü (3.3.18), (3.3.19).

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü ñèñòåìû (3.1.1) â ôîðìå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà (1.1.2).

Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ ïåðåóïîðÿäî÷èì êîìïîíåíòû z ñîãëàñíî (3.1.7).

Ñîîòâåòñòâåííî ïåðåñòàâëÿþòñÿ è ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ (3.3.17), ïîñëå ÷åãî îíà áóäåò

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé: Φ
.
=
(
Φ⊗Ir 0

0 Φ⊗Im

)
.
=
(
Φx 0
0 Φu

)
. Òîãäà

w
.
= (x0;u1; . . . ;uN) , (3.3.20)

wM
.
= (xM,0,1; . . . ;xM,0,t;uM,1; . . . ;uM,t) , t

.
= (N − p)(p+ 1),

H(θ) =



C D 0

CA CB D
...

...
. . . . . .

CAN−1 CAN−2B . . . CB D

0 I 0
...

. . .

0 0 I


.
=

(
Hx Hu

0 I

)
, (3.3.21)
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ΦH(θ) =

(
ΦxHx ΦxHu

0 Φu

)
, (3.3.22)

ΦxHx =



C
...

CAp−1

CA
...

CAp

...


, ΦxHu =



D 0

CB D
...

. . . . . .

CAp−2B . . . CB D

CB D
...

. . . . . .

CAp−1B . . . . . . CB D

CAB CB D
...

. . . . . . . . .

CApB . . . . . . . . . CB D

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CAN−2B . . . . . . . . . . . . . . . CB D



,

HM(θ) =



Hp,x Hp,u

. . . . . .

Hp,x Hp,u

0 I
. . . . . .

0 I


, (3.3.23)

Hp,x
.
=


C

CA
...

CAp−1

 , Hp,u
.
=


D 0

CB D
...

. . . . . .

CAp−2B . . . CB D

 .

Çàìå÷àíèå. Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ìàòðèö H(θ) , HM(θ) , ìîæíî óâèäåòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ

z = HM(θ)wM â ìîäåëè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà (3.3.19) ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå

íåñâÿçàííûå îòðåçêè äëèíû p , êàæäûé ñî ñâîèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè xM,0,i . Â òî

æå âðåìÿ â ìîäåëè ìåòîäà ÂÌ (3.3.18) òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíîå öåëîå ñ

îáùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 . Ýòî íàõîäèò âûðàæåíèå â ñòðóêòóðàõ ìàòðèö C ,

COR ôóíêöèé ïîòåðü (3.3.14), (3.3.16).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.3.2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå êëþ÷åâîå
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ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàòðèöàìè H(θ) è HM(θ) :

ΦH(θ) = HM(θ)



I 0 . . . 0

A B

A2 AB B
...

...
. . . . . .

0
... Φu

0


.
= HM(θ)Q. (3.3.24)

Ïðîâåðêó ðàâåíñòâà (3.3.24) óäîáíåé îñóùåñòâèòü â 3 øàãà.

1-é øàã: 
Hp,x 0

. . .

0 Hp,x




0 . . . 0

B

AB B
...

. . . . . .

 =

=



0

0

CB
...

CAp−1B

0

CAB
...

CApB

CB
...

CAp−1B

0

...
. . .



.

2-é øàã: 
Hp,u 0

. . .

0 Hp,u

Φu =

=



Hp,u

0

Hp,u

0
. . .





I

0

I

0
. . .


=
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=



Hp,u

0

Hp,u

0
. . .


.

3-é øàã:


Hp,x 0

. . .

0 Hp,x




0 . . . 0

B

AB B
...

. . . . . .

+


Hp,u 0

. . .

0 Hp,u

Φu =

=



Hp,u

0

CB
...

CAp−1B

Hp,u

CAB
...

CApB

CB
...

CAp−1B

Hp,u

...
. . .



.

Ó÷èòûâàÿ âèä ìàòðèöû ΦH(θ) (3.3.22), ïåðåõîäèì ê ðàâåíñòâó (3.3.24).

Çàïèñü ΦH(θ) = HM(θ)Q ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííûõ Qw = wM , êîòîðàÿ ðàâ-

íîñèëüíà íåêîòîðîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé MwM = 0 . Ìàòðèöà M îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè MQ = 0 , ker
(
M>, Q

)
= 0 , ò. å. ñòîëáöû ñîñòàâíîé ìàòðè-

öû
(
M>, Q

)
îáðàçóþò áàçèñ RdimwM , ãäå dimwM åñòü ÷èñëî êîìïîíåíò â âåêòîðå wM .

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ââåäåì åùå îäèí òèï âàðèàöèîííûõ îöåíîê, ïî ñâîéñòâàì öåëåâîé ôóíêöèè íàèáîëåå

áëèçêèé ê ñêàëÿðíîìó ( r = 1 ) ìåòîäó ÎÐ, îïèñàííîìó âî ââåäåíèè. Íàçîâåì ýòè îöåíêè

ÎÐÑ, îáîçíà÷èì θS . Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè ïðèìåì óïîðÿäî÷åíèå êîìïîíåíò âåêòîðà

òðàåêòîðèè z â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, ïðèíÿòûì â óðàâíåíèÿõ (3.1.9), (3.1.10), òîãäà

θS = arg min
θ
JS(θ), JS(θ) = min

GSzS=0
‖ΦSž − zS‖2 , (3.3.25)

GS =


G1,M 0

. . .

0 Gr,M

 , Gi,M
.
= IN−p ⊗ γi, ΦS

.
=


Φ
...

Φ

 ∈ Rr(p+1)l×l,
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ãäå ÷èñëî l îïðåäåëåíî â (1.1.1), ìàòðèöà Φ ∈ R(p+1)l×l îïðåäåëåíà â (3.3.17), ñòðîêà

γi îïðåäåëåíà â (3.1.5). Ïðè äîáàâëåíèè îãðàíè÷åíèÿ zS = ΦSz îöåíêè ÎÐÑ ñòàíîâÿòñÿ

îöåíêàìè ÂÌ (3.3.12) ââèäó ñîîòíîøåíèÿ GSΦS = G . Ñìûñë îöåíîê (3.3.25) ñîñòî-

èò â òîì, ÷òîáû ïî îäíîìó èçìåðåíèþ ž èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñ

ìàòðèöåé γ èç r ñòðîê òàê, êàê áû èäåíòèôèöèðîâàëàñü êàæäàÿ èç ýòèõ ñòðîê ïî-

îòäåëüíîñòè ñêàëÿðíûì ( r = 1 ) ìåòîäîì ÎÐÌ (3.3.17). Åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî â îöåíêàõ ÎÐÑ ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðàçíûõ óðàâíåíèé

îò îáùåãî ïàðàìåòðà θ .

Óòâåðæäåíèå 3.3.3. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÎÐÑ (3.3.25) èìååò ðàâíîñèëüíîå âûðàæåíèå

JS(θ)
.
= JS(ϑ) = ϑ>D̃>V̌ >CSV̌ D̃ϑ, CS

.
=


γ1>γ1 0

. . .

0 γr>γr


−1

⊗ IN−p. (3.3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.3.25) ïîëó÷àåì îáû÷íûì ñïîñîáîì ÷åðåç ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà:

JS(θ) = ž>Φ>S ΠSΦSž, ΠS
.
= G>S

(
GSG

>
S

)−1
GS =


Π1 0

. . .

0 Πr

 ,

Πi
.
= G>i,M

(
Gi,MG

>
i,M

)−1
Gi,M = IN−p ⊗

(
γiγi>

γi>γi

)
=


γiγi>

γi>γi
0

. . .

0 γiγi>

γi>γi

 .

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ΦS (3.3.17), (3.3.25), ïîëó÷àåì

JS(θ) = ž>Φ> (Π1 + . . .+ Πr)Φž =

=
γ1>V̄ >V̄ γ1

γ1>γ1
+ . . .+

γr>V̄ >V̄ γr

γr>γr

äëÿ V̄ èç (3.1.9). Ââåäåì îãðàíè÷åíèå γi = Diϑ , ãäå ϑ
.
= ( 1

θ ) . Òîãäà ñ ó÷åòîì îïðåäå-

ëåíèÿ ìàòðèöû V
.
= V̌ (3.1.9) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

JS(ϑ) =
ϑ>D>1 V̄

>V̄ D1ϑ

ϑ>D>1 D1ϑ
+ . . .+

ϑ>D>r V̄
>V̄ Drϑ

ϑ>D>r Drϑ
= (3.3.27)

= ϑ>
(
D>1 . . . D>r

)
V̄ >V̄
γ1>γ1 0

. . .

0 V̄ >V̄
γr>γr




D1

...

Dr

ϑ =
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= ϑ>D̃>V >


(

1
γ1>γ1

)
IN−p 0

. . .

0
(

1
γr>γr

)
IN−p

V D̃ϑ =

= ϑ>D̃>V̌ >CSV̌ D̃ϑ, CS
.
=


γ1>γ1 0

. . .

0 γr>γr


−1

⊗ IN−p.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3.3.4. 1) ×èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè ÎÐÑ JS(θ)

(3.3.25) íå ïðåâîñõîäèò r(p+1)(r+m) . 2) Ïóñòü ìàòðèöà D̃ èç óñëîâèÿ (i') íà ñ. 128

èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä

D̃ =


D11 0

. . .

0 Drr

 , Dii ∈ R(p+1)(r+m)×vi ,

r∑
i=1

vi = v, (3.3.28)

ò. å. âåêòîð ïàðàìåòðîâ ϑ = (1; θ) ðàñïàäàåòñÿ íà r ïîäâåêòîðîâ ϑi = (1; θi) , i ∈
1, r , òàê ÷òî êàæäàÿ èç ñòðîê γi çàâèñèò òîëüêî îò i -ãî ïîäâåêòîðà ïàðàìåòðîâ.

Òîãäà ÷èñëî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê â òî÷íîñòè ðàâíî r(v + 1) , à îöåíêà ÎÐÑ ϑS ,

ìèíèìèçèðóþùàÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ (3.3.25), èìååò âèä ϑS = (ϑ1
S; . . . ;ϑ

r
S) , ãäå êàæäûé

èç ïîäâåêòîðîâ ϑiS ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ( r = 1 ) çàäà÷è ÎÐÌ

(3.3.17), à èìåííî, ìèíèìèçèðóåò öåëåâóþ ôóíêöèþ

J iS(θ) = min
Gi,Mz=0

‖ž − z‖2 ,

ÿâëÿÿñü ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö D>ii
(
V̄ >V̄ − µI

)
Dii [23,

ãë.X, ï.6], ñîîòâåòñòâóþùèì ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ (ñì. ðàçäåë 3.7.3).

Ìàòðèöà V̄ îïðåäåëåíà â (3.1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç (3.3.27) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè:

∂JS(ϑ)

∂ϑ
= 2ϑ>

[
r∑

α=1

D>α V̄
>V̄ Dα

(ϑ>D>αDαϑ)
−
(
ϑ>D>α V̄

>V̄ Dαϑ
)

(ϑ>D>αDαϑ)2 D>αDα

]
= 0.

Îáîçíà÷èì

aα(ϑ)
.
= ϑ>D>α V̄

>V̄ Dαϑ, Aα
.
= D>α V̄

>V̄ Dα,

bα(ϑ)
.
= ϑ>D>αDαϑ = ‖γα‖2, Bα

.
= D>αDα,

Jα(ϑ)
.
=
aα(ϑ)

bα(ϑ)
.
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Óðàâíåíèå íà ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè çàïèøåì â âèäå[
r∑

α=1

1

bα(ϑ)
D>α

(
V̄ >V̄ − Jα(ϑ)I

)
Dα

]
ϑ = 0.

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè

(
D>1 . . . D>r

)
(V̄ >V̄−J1(ϑ)I)

b1(ϑ)
0

. . .

0
(V̄ >V̄−Jr(ϑ)I)

br(ϑ)




D1

...

Dr

ϑ
.
=

.
= D̃>


W1 0

. . .

0 Wr

 D̃ϑ
.
= D̃>WD̃ϑ = 0. (3.3.29)

Êàê ñëåäóåò èç ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé, ìàòðèöà W ñèììåòðè÷íàÿ, íî íå îáÿçàòåëüíî

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî ∀ϑ ϑ>D̃>WD̃ϑ = 0 . Ñìûñë åãî â òîì, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ ∂JS(ϑ)
∂ϑ

ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ ϑ , ò. å. JS(ϑ) íå çàâèñèò îò íîðìû ϑ .

Ââèäó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ D̃ ïðè íåîñîáåííîé ìàòðèöå W ìàòðèöà

D̃>WD̃ òàêæå íåîñîáåííàÿ, è óñëîâèå (3.3.29) îçíà÷àëî áû ϑ = 0 . Ïîýòîìó ïðè ϑ 6= 0 èç

(3.3.29) ñëåäóåò îñîáåííîñòü W . Îòñþäà ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè:

∃ α ∈ 1, r det
(
V̄ >V̄ − Jα(ϑ)I

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà rt , ãäå

t = (p+ 1)(r +m) åñòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ γi è ìàòðèöû V̄ >V̄ .

2) Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (3.3.28) íåçàâèñèìîé ïàðàìåòðèçàöèè ðàçíûõ óðàâíåíèé

ïîëó÷àåì

JS(ϑ) = JS(ϑ
1, . . . , ϑr) =

ϑ1>D>11V̄
>V̄ D11ϑ

1

ϑ1>D>11D11ϑ1
+ . . .+

ϑr>D>rrV̄
>V̄ Drrϑ

r

ϑr>D>rrDrrϑr
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì âûêëàäîê ðàçäåëà 3.7.3 ñëåäóåò 2-ÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ïîèñê ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè ÂÌ

òðåáóåò ñóùåñòâåííî áîëüøåãî ÷èñëà îïåðàöèé, ÷åì ÎÐ. Îöåíêè ÎÐ, ÎÐÌ è ÎÐÑ ïî

âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì çàìåòíî íå îòëè÷àþòñÿ. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü è óñòîé÷èâîñòü

àëãîðèòìîâ ïðîâåðÿëàñü äëÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ p ∈ 0, 6 , r ∈ 1, 5 , N ∈ 50, 5000 (ñì.

ðàçäåë 3.7.4).

Óñòàíîâëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïèñàííûìè âàðèàíòàìè âàðèàöèîííûõ ìåòî-

äîâ (3.3.11) è èõ ñâîéñòâà, óñòàíîâëåííûå äàëåå â ýòîé ãëàâå, ïîçâîëÿþò îáúåäèíèòü èõ
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â îäèí êëàññ ìåòîäîâ. Â äàëüíåéøåì èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü íàèìåíîâàíèÿ �âàðèà-

öèîííûé� è �îðòîðåãðåññèîííûé� êàê ñèíîíèìû.

3.4 Ñîñòîÿòåëüíîñòü

Óñëîâèÿ ñèëüíîé ñîñòîÿòåëüíîñòè äëÿ îöåíîê θL (3.3.13) ïðè r = 1 èññëåäîâàëèñü

Ì.Àîêè è Ï.Þ (1970) [133, 134]. Ñîñòîÿòåëüíîñòü èìè áûëà äîêàçàíà â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå N →∞ , êîãäà îöåíêè ÎÐ ïðèáëèæàþòñÿ ê îöåíêàì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-

äîáèÿ è ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ðåçóëüòàò À.Âàëüäà (1949) [261]. Íàñ èíòåðåñóåò ñëó-

÷àé êîíå÷íîé äëèíû N . Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé ñîñòîÿòåëüíîñòè âàðèàöèîííûõ

îöåíîê (è îöåíîê ÎÐ, ÎÐÌ êàê ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ÂÌ, ñì. ðàçäåë 3.3) äëÿ êîíå÷íûõ N

áûëà ïðåäëîæåíà ïðè Φ = I â ñòàòüå àâòîðà äèññåðòàöèè (1997) [70]. Ïåðåõîä ê ñëó÷àþ

Φ 6= I íå ñîñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé, êàê è âîçìîæíîå íàëè÷èå íå çàâè-

ñÿùåé îò ïàðàìåòðà θ íåîñîáåííîé âåñîâîé ìàòðèöû â íîðìå ‖ · ‖ (ñì. ðàçäåë 3.7.1).

Ðàíåå Ë. Ãëýçåð (1981) [158] äîêàçàë ñèëüíóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ÎÐ ïðè Φ = I ,

p = 0 , α0,θ ≡ I , vect β0,θ ≡ θ . Òåîðåìà Ë. Ãëýçåðà è òåõíèêà åå äîêàçàòåëüñòâà âîøëè

â ìîíîãðàôèþ Ó.Ôóëëåðà (1987) [154]. Ñëåäóþùàÿ íàøà òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàò

Ë. Ãëýçåðà [158] íà ñëó÷àé p > 0 è ðåçóëüòàò Ì.Àîêè, Ï.Þ (1970) [133, 134] íà ñëó÷àé

íåóïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ r > 1 è êîíå÷íûìè N . Áëèçêèé íàøåìó ðåçóëüòàò î ñî-

ñòîÿòåëüíîñòè ñî ññûëêîé íà òå æå ðàáîòû Ì.Àîêè, Ï.Þ (1970) [133, 134], Ó.Ôóëëåðà

(1987) [154] îïóáëèêîâàëè À.Êóêóø, È.Ìàðêîâñêèé è Ñ.Âàí Õóôôåëü (2005) [180]. Îíè

ðàññìàòðèâàëè îöåíêè ÎÐ (TLS) ñ ó÷åòîì êëåòî÷íîé òåïëèöåâîñòè ìàòðèöû G (èëè

ãàíêåëåâîñòè ñòðóêòóðû ìàòðèöû âîçìóùåíèé V (η) ). Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿòåëü-

íîñòè, îïóáëèêîâàííîå â 1997 ã. [69, 70], áîëåå êîìïàêòíî è íåïîñðåäñòâåííî îïèðàåòñÿ

íà óñëîâèå ïîëíîòû íàáëþäåíèé.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (i'), (i�) (ðàçäåë 3.1), (ii) (ðàçäåë 2.3) è ïîëíîì

ìíîæåñòâå íàáëþäåíèé
{
ž(i), i > 1

}
(îïðåäåëåíèå 3.2.2) âàðèàöèîííàÿ îöåíêà θL èç

(3.3.11) ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíà ïî L→∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîëîæèòü Φ = I . Â ïðè-

íÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ (3.1.8) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ JL(θ) (3.3.11) èìååò âèä

JL(θ) = M
L
i=1 ž

>
(i)G

>
θ (GθG

>
θ )−1Gθž(i). (3.4.1)

Ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû Gθ çàâèñèò îò òèïà èññëåäóåìîé âàðèàöèîííîé îöåíêè

(ðàçäåë 3.3). Åñëè ìàòðèöà Φ â çàïèñè (3.3.11) îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé, äîñòàòî÷íî

çàìåíèòü ž íà Φž è ó÷åñòü ïåðåõîä îò îäíîãî ïðîåêòîðà ê ñóììå ïðîåêòîðîâ â âûðà-

æåíèè äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Èç óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë [89] ñëåäóåò

JL(θ)→ J(θ) + J0 (ï.í.),
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ãäå J(θ)
.
= M z>∗ G

>
θ

(
GθG

>
θ

)−1
Gθz∗, (3.4.2)

è ÷èñëî J0
.
= SpG>θ

(
GθG

>
θ

)−1
Gθ = rankGθ â ñèëó óñëîâèé (ii) íà ñ. 91 íå çàâèñèò îò θ .

Äàëåå áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà Ì.Àîêè, Ï.Þ (1970) [133]. Ïðèíöèïè-

àëüíîå îòëè÷èå íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì îñîáî.

Ââåäåì ìíîæåñòâî èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà: Θ∗
.
= {θ∗ : Gθ∗M∗L = 0, L > 1} .

Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ (3.2.1). Ñíà÷àëà äîïóñòèì, ÷òî Θ∗ ìî-

æåò ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Îáîçíà÷èì θL
.
= arg minθ∈Θ JL(θ) . Íàäî ïîêà-

çàòü ñõîäèìîñòü infθ∈Θ∗∩Θ ‖θL − θ‖ → 0 ï. í.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Θε
.
=
⋃
θ∗∈Θ∗

{θ : ‖θ − θ∗‖ < ε} . Îáîçíà÷èì Θε äîïîëíåíèå

Θε . Ìíîæåñòâî Θε∩Θ êîìïàêòíî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Èìååò ìåñòî âëîæåíèå

Θε∩Θ ⊃ Θ∗∩Θ . Ïóñòü θ∗ ∈ Θ∗∩Θ . Äëÿ ëþáîé òî÷êè θ̃ ∈ Θε∩Θ èìåò ìåñòî θ̃ 6∈ Θ∗∩Θ ,

ïîýòîìó

∃ δ(θ̃, θ∗) > 0 |J(θ̃)− J(θ∗)| = δ.

Èç (3.4.2) ñëåäóåò J(θ∗) = 0 , J(θ̃) = J(θ∗) + δ .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ J(θ̃) > J(θ∗) Ì.Àîêè è Ï.Þ (1970)

[133] èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî Èåíñåíà, ïðèìåíÿÿ åãî â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé η∗(i) (3.2.1) è ñ÷èòàÿ, ÷òî JL(θ) åñòü ëîãàðèôì ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé ž(i) . Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì â òîì ñìûñëå, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî íå èñïîëüçóåò êîíêðåòíîãî âèäà öåëåâîé ôóíêöèè JL(θ) ; ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, äîêàçàòåëüñòâî Ì.Àîêè è Ï.Þ îïèðàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè

âîçìóùåíèé è òðåáóåò ñîâïàäåíèÿ JL(θ) ñ ëîãàðèôìîì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ; ýòî

ñóæàåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èõ ðåçóëüòàòà. Êðîìå òîãî, Ì.Àîêè è Ï.Þ ðàññìàòðèâà-

þò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áîëüøèõ äëèí òðàåêòîðèé N → ∞ è ïðèíöèïèàëüíî òðåáóþò,

÷òîáû ñèñòåìà áûëà óïðàâëÿåìîé. Ìû ñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî áåç òàêèõ ñóùåñòâåí-

íåéøèõ ïðåäïîëîæåíèé. Íà íàøåì ïóòè, ñóæàÿ âèä öåëåâîé ôóíêöèè äî âûðàæåíèé

(3.3.11), (3.4.2), óäàåòñÿ 1) îñëàáèòü óñëîâèå íà ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé, 2) äîïóñòèòü

êîíå÷íûå N è 3) ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëÿåìîñòü.

Èòàê, J(θ̃) = J(θ∗) + δ . Ââèäó ñõîäèìîñòè ï. í. JL(θ̃) → J(θ̃) , JL(θ∗) → J(θ∗)

ñóùåñòâóåò Lδ : ∀ L > Lδ îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|JL(θ̃)− J(θ̃)| < δ

2
, |JL(θ∗)− J(θ∗)| <

δ

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, JL(θ̃) > JL(θ∗) . Ââèäó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ Θ∗ ∩ Θ , Θε ∩ Θ è

íåïðåðûâíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè JL(θ) ñóùåñòâóåò Lε : ∀ L > Lε

min
θ̃∈Θε∩Θ

JL(θ̃) > max
θ∗∈Θ∗∩Θ

JL(θ∗) ï. í.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, JL(θ∗) > JL(θL) . Ïîýòîìó θL 6∈ Θε ∩ Θ , òî åñòü θL ∈ Θε ∩ Θ . Ýòî

îçíà÷àåò infθ∈Θ∗∩Θ ‖θL − θ‖ < ε ï. í. ∀ L > Lε .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Θ∗ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ò. å. ïðåäåëüíàÿ öå-
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ëåâàÿ ôóíêöèÿ J(θ) (3.4.2) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà θ = θ∗ .

Ïîñêîëüêó J(θ) > 0 , äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî J(θ) = 0 âëå÷åò θ = θ∗ .

Ïóñòü J(θ) = 0 . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

z>∗ G
>
θ

(
GθG

>
θ

)−1
Gθz∗ = ‖

(
GθG

>
θ

)− 1/2
Gθz∗‖2,

ïîëó÷àåì M ‖
(
GθG

>
θ

)− 1/2
Gθz∗‖2 = 0 . Îòñþäà ñëåäóåò Gθz∗ = 0 äëÿ ëþáûõ z∗ èç

ïîäïðîñòðàíñòâà

M∗
.
= span {H(θ∗)x : x ∈ supp Pw∗} ,

ãäå supp Pw∗ îáîçíà÷àåò íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ P ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû w∗ ∈ RMm+q :

supp Pw∗
.
= RMm+q

∖{ ⋃
P (B)=0

B ⊂ RMm+q

}
.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî M∗ åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïðåäåëüíîãî ìíî-

æåñòâà M∗,∞ (3.2.3) áåç îáëàñòåé íóëåâîé ìåðû. Ïóñòü ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé ML

ïîëíî, òîãäà

lim
L→∞

L

M
i=1

D>V (z∗(i))
>V (z∗(i))D > 0

(óòâåðæäåíèå (3.2.1)). Ýòî îçíà÷àåò ïîëíîòó ìíîæåñòâà M∗,∞ áåç îáëàñòåé íóëåâîé

ìåðû, òî åñòü ïîëíîòó M∗ . Ââèäó îïðåäåëåíèÿ ïîëíîòû (3.2.1), èç GθM∗ = 0 âûòåêàåò

θ = θ∗ . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Θ∗
.
= {θ∗ : Gθ∗ΦM∗L = 0, L > 1} ∈ Rv è

Ω∗
.
=
{
ω∗ : G′ω∗Φ

′M∗L = 0, L > 1
}
∈ Rv, N (Φ) = N (Φ′) = {0} ,

ñóòü äâà ìíîæåñòâà �èñòèííûõ� çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ θ è ω ìîäåëåé

Gθz = 0, z ∈ Rt, G′ωz
′ = 0, z′ ∈ Rt′ . (3.4.3)

Ïóñòü òàêæå θL = arg minθ L
−1
∑L

i=1 minGθz(i)=0

∥∥Φž(i) − z(i)

∥∥2
,

ωL = arg min
ω
L−1

L∑
i=1

min
G′ωz(i)=0

∥∥Φ′ž(i) − z(i)

∥∥2
(3.4.4)

ñóòü äâå îðòîðåãðåññèîííûå îöåíêè âèäà (3.3.11), ïîëó÷åííûå ïî ìîäåëÿì (3.4.3) è

îäíîìó è òîìó æå ïîëíîìó ìíîæåñòâó èçìåðåíèé

ML
.
=
{
ž(i) = z∗(i) + η∗(i), z∗(i) ∈M∗L, i > 1

}
.

Òîãäà äëÿ ñîâïàäåíèÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé îöåíîê limL→∞ θL = limL→∞ ωL äîñòàòî÷íî
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óñëîâèÿ

Θ∗ = Ω∗ = {θ∗} . (3.4.5)

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ïóñòü M∗L � ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 ìíîæåñòâî

ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1.1), è ïóñòü

ML
.
=
{
ž(i) = z∗(i) + η∗(i), z∗(i) ∈M∗L, i > 1

}
åñòü ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.2 ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé. Óðàâíåíèå (3.1.1), ïðåä-

ñòàâëåííîå ìíîæåñòâîì íàáëþäåíèé ML , íàçûâàåì îáúåêòîì (ìîäåëèðîâàíèÿ). Ïàðó

ìàòðèö
(
G̃θ, Φ

)
èç ôîðìóëû (3.3.11) ðàäè êðàòêîñòè èíîãäà áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüþ

(â óçêîì ñìûñëå; ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ðàçäåëà 2.1, î ìàòðèöàõ òî÷íåå áóäåò ãîâîðèòü

êàê îá îïèñàíèÿõ ìîäåëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M = N (Gθ) ). Ïóñòü (Gθ, Φ) , (G′ω, Φ
′) �

äâå ìîäåëè îáúåêòà, è θL , ωL � ïîñòðîåííûå íà èõ îñíîâå îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ∗ ñî-

ãëàñíî ôîðìóëàì (3.4.4), (3.4.4). Ìîäåëè (Gθ, Φ) è (G′ω, Φ
′) íàçûâàåì ðàâíîñèëüíûìè ïî

ñîñòîÿòåëüíîñòè, åñëè èç ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè θL ñëåäóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè

ωL , è íàîáîðîò.

Óòâåðæäåíèå 3.4.1. Ìîäåëè (G, I) , (GOR, I) , (GM, Φ) , (GS, ΦS) îäíîãî è òîãî æå

îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (3.1.1) ñ ïîëíûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.2 ìíî-

æåñòâîì íàáëþäåíèé ML , ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêàì ÂÌ, ÎÐ, ÎÐÌ, ÎÐÑ (3.3.14),

(3.3.15), (3.3.16), (3.3.26) è ðàçëè÷èìûå ïî ìíîæåñòâó íåâîçìóùåííûõ íàáëþäåíèé

M∗L â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1, ðàâíîñèëüíû ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì ìî-

äåëè (G, I) , (GM, Φ) , (GS, ΦS) ðàâíîñèëüíû íå òîëüêî ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè, íî è ïî

óñëîâèÿì ðàçëè÷èìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñèëó ðàçëè÷èìîñòè ïðè ïîëíîì ìíîæåñòâå íàáëþäåíèé M∗L

(ò. å. ïðè íóëåâûõ âîçìóùåíèÿõ) âñå óïîìÿíóòûå ìîäåëè ïðèâîäÿò ê åäèíñòâåííîìó

èñòèííîìó çíà÷åíèþ îöåíêè ïàðàìåòðîâ: θV = θOR = θM = θS = θ∗ (ñì. (3.3.12), (3.3.14),

(3.3.13), (3.3.15), (3.3.16), (3.3.17), (3.3.25), (3.3.26)).

2) Ïðè íàëè÷èè íåíóëåâûõ âîçìóùåíèé è ïîëíîì ìíîæåñòâå íàáëþäåíèé ML , ââèäó

òîãî, ÷òî âñå ÷åòûðå îöåíêè ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå òèïó îðòîðåãðåññèîííûõ

(3.3.11), è â ñèëó ñîñòîÿòåëüíîñòè (òåîðåìà 3.4.1), ïðåäåëüíûå ïî L → ∞ çíà÷åíèÿ

îöåíîê ñîâïàäàþò ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì θ∗ .

3) Åñëè äëÿ êàêîé-òî îäíîé èç óïîìÿíóòûõ ìîäåëåé íàðóøåíî óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè

ïî íåâîçìóùåííîìó ìíîæåñòâó íàáëþäåíèé M∗L , òî ýòî óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè íàðó-

øåíî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ìîäåëåé, ââèäó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà M∗L , ΦM∗L , ΦSM∗L

âõîäÿò â ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè ñîîòâåòñòâåííî G ,

GOR , GM , GS .

4) Ââèäó òåîðåìû 3.2.1 è ñëåäñòâèÿ, èç îïðåäåëåíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé (3.3.14),

(3.3.16), (3.3.26) ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü íå òîëüêî ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè, íî è äàæå ïî

óñëîâèÿì ðàçëè÷èìîñòè äëÿ ìîäåëåé ÂÌ, ÎÐÌ, ÎÐÑ (êðîìå ÎÐ). Ýòèìè çàìå÷àíèÿìè

çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 3.4.1. Ââèäó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.4.1 î ñîñòîÿòåëüíîñòè, îöåíêè ÂÌ, áî-

ëåå ñëîæíûå â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè è ñî ñëîæíî óñòðîåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé,

ìîæíî â ðÿäå ñëó÷àåâ çàìåíèòü ðàâíîñèëüíûìè ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêàìè ÎÐÑ,

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïðîùå è èìååò ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ íå áîëüøå

r(p+ 1)(r+m) íåçàâèñèìî îò îáúåìà âûáîðêè íàáëþäåíèé (óòâåðæäåíèå 3.3.4). Òàêàÿ

çàìåíà îïðàâäàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ âàðèàöèîííûõ

îöåíîê. Åñëè íà ïåðâîå ìåñòî ïî âàæíîñòè ñòàâèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè è âåëè÷èíó àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè, òî

îöåíêè ÂÌ ïðåäïî÷òèòåëüíåé îöåíîê ÎÐÑ. Óñëîâèå (3.4.5) ïåðåõîäà ê áîëåå ïðîñòûì

îöåíêàì áóäåò âûïîëíåíî, åñëè äëÿ ëþáîãî L > 1 îáå ìîäåëè (3.4.3) è (3.4.4) ðàçëè÷è-

ìû ïî ìíîæåñòâàì ñîîòâåòñòâåííî ΦM∗L è Φ′M∗L .

Ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíîñòè ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè äëÿ îðòîðåãðåññèîííûõ îöåíîê èñ-

ïîëüçóåòñÿ â ðàçäåëå 3.6 äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

3.5 Ñðàâíåíèå îöåíîê ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ

Â ýòîì ðàçäåëå ñðàâíèì âàðèàöèîííûå îöåíêè (3.3.12), (3.3.13), (3.3.16) ñ òî÷êè çðåíèÿ

ó÷åòà ñâÿçåé ìåæäó ïåðåìåííûìè z[k] â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè k . Áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî ó÷åò ñâÿçåé âëèÿåò íà äèñïåðñèþ îöåíîê.

Ñõåìà ñðàâíåíèÿ ìåòîäîâ èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé.

Ïóñòü îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{
y̌ = Kθ∗ + Lw∗ + η∗,

Mw∗ = 0,

ãäå K , L , M � çàäàííûå ÷èñëîâûå ìàòðèöû ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè

K , L è ñòðîêàìè M ; θ∗ , w∗ � âåêòîðû îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ; η∗ ∈ M2(0, σ2I)

� âîçìóùåíèÿ; y̌ � íàáëþäàåìûé âåêòîð. (Ïåðåìåííûå w∗ áóäóò äàëåå èãðàòü ðîëü

êîîðäèíàò òî÷êè z = H(θ∗) íà ìíîãîîáðàçèè N (Gθ) 3 z . )
Çàïèñûâàþòñÿ äâå ãèïîòåòè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò ïîðîæäàòü íàáëþäåíèÿ

y̌ = y + η :

(à) ïîëíàÿ

{
y = Kθ + Lw,

Mw = 0;
(á) óïðîùåííàÿ y = Kθ + Lw.

Ñîãëàñíî ñëó÷àÿì (à) è (á) äëÿ ñîñòàâíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (θ∗;w∗) ñòðîÿòñÿ äâå

îöåíêè:

(θ0;w0)
.
= arg min

θ,w:Mw=0
‖y̌ − y‖2 , (θ1;w1)

.
= arg min

θ,w
‖y̌ − y‖2 .

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêà θ0 , ïðè ïîëó÷åíèè êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå îãðà-

íè÷åíèÿ Mw = 0 , â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåíüøóþ äèñïåðñèþ, ÷åì îöåíêà θ1 (òåîðå-

ìà 3.7.2 â ðàçäåëå 3.7.2).

Äàííàÿ ñõåìà ñðàâíåíèÿ ëèíåéíûõ îöåíîê ïðèìåíÿåòñÿ ê âàðèàöèîííûì îöåíêàì
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(3.3.12), (3.3.13), (3.3.16), êîòîðûå íåëèíåéíû. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îöåíîê ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé ìàëûõ âîçìóùåíèé ñ çàìåíîé îöåíîê ëèíåéíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Áóäåò ïîêàçà-

íî, ÷òî îöåíêè ÂÌ (3.3.12) ïîëíîñòüþ èñïîëüçóþò âñþ èíôîðìàöèþ Mw = 0 î ñâÿçÿõ

ìåæäó îòñ÷åòàìè òðàåêòîðèé ëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà, à â îöåíêàõ ÎÐ, ÎÐÌ

÷àñòü îãðàíè÷åíèé íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò íà êîðîòêèõ ó÷àñòêàõ ïåðåõîäíûõ

ïðîöåññîâ çà ñ÷åò áîëåå èíòåíñèâíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðà-

ìåòðîâ ïî ìåòîäó ÂÌ ñ ëó÷øèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (òåîðåìà 3.5.1 íèæå).

Ðàññìîòðèì îöåíêè θV (3.3.12), (3.3.14) è θM (3.3.16). Ìèíèìèçàöèÿ öåëåâûõ ôóíê-

öèé (3.3.18), (3.3.19) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïàðàìåòðàì θ ñîâìåñòíî ñ w , wM . Ñîâìåñòíûå

îöåíêè (θV;w) , (θM;wM) ìîæíî çàìåíèòü ëèíåéíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ðàññìîòðåâ ïðå-

äåëüíûé ñëó÷àé ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η(i) èìåþò

îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå P èç êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, êîíå÷íîé

ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ σ2I è îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì supp P äèàìåòðà íå áîëüøå

cσ , ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ýòîò ôàêò áóäåì îáîçíà÷àòü η(i) ∈ M2,cσ(0, σ2I) .

Ââèäó âëîæåíèÿ M2,cσ(0, σ2I) ⊂ M2(0, σ2I) âàðèàöèîííûå îöåíêè ïðè âîçìóùåíèÿõ

òàêîãî òèïà îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè (òåîðåìà 3.4.1).

Áóäåì ïîëàãàòü âåëè÷èíó σ äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òîáû îöåíêè χV
.
= (θV;w) è χM

.
=

(θM;wM) , ïîëó÷àåìûå ìèíèìèçàöèåé (3.3.18), (3.3.19), ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óêëîíÿëèñü îò

èñòèííûõ çíà÷åíèé χ∗
.
= (θ∗;w∗) è χM∗

.
= (θ∗;wM∗) íå áîëåå ÷åì íà çàðàíåå çàäàííóþ

ìàëóþ âåëè÷èíó ε . Âîçìîæíîñòü òàêîãî âûáîðà σ îáóñëîâëåíà íåïðåðûâíîñòüþ çàâè-

ñèìîñòè îöåíîê χV è χM îò èñõîäíûõ äàííûõ ž ïî÷òè âñþäó â RN(r+m) . Ñóùåñòâîâàíèå

è íåïðåðûâíîñòü íåÿâíûõ ôóíêöèé χV(ž) è χM(ž) , çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâàìè

∂J(ž, χV)

∂χV

= 0,
∂JM(ž, χM)

∂χM

= 0,

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 5 (òåîðåìà 5.1.2).

Ïóñòü χ0 è χ0
M � íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ χ∗ è χM∗ ñ óêëîíåíèåì íå áîëåå ε .

Çàïèøåì öåëåâóþ ôóíêöèþ (3.3.18) áåç ñîìíîæèòåëÿ Φ :

J
.
= min ‖F‖2 , F = F (ž; θ;w) = ž −H(θ)w

.
= ž − f(θ, w).

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ F îòíîñèòåëüíî òî÷êè (z0; θ0;w0) , z0 = H(θ0)w0 , â ðÿä Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì R :

J = J(θ, w) = ‖F0 + ∆F (θ, w) +R(θ, w)‖2 ,

F0
.
= z0 −H(θ0)w0 = 0, (3.5.1)

∆F
.
= ∆ž −∆H(θ0,∆θ)w0 −H(θ0)∆w

.
= ∆ž −∆f(θ0,∆θ, w0,∆w),

∆ž
.
= ž − z0, ∆θ

.
= θ − θ0, ∆w

.
= w − w0.
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Â çàïèñè (3.5.1) âûäåëèì ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ (∆θ; ∆w)
.
= h :

J(h) =
∥∥∆ž −∆f(χ0, h) +R(χ0, h)

∥∥2
=

=
∥∥∆ž −∆f(χ0, h)

∥∥2
+O

(
‖h‖3

)
. (3.5.2)

Îöåíêà ÂÌ χV , ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåðåíèÿì ∆ž
.
= ž−z0 , âû÷èñëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèåé

öåëåâîé ôóíêöèè (3.5.2):

χV = χ0 + ∆χV, ∆χV = arg min
h
J(h). (3.5.3)

Çàäàäèìñÿ ïðèáëèæåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé

J̃(h) = ‖∆F‖2 =
∥∥∆ž −∆f(χ0, h)

∥∥2
.

Ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèþ J̃(h) , ïîëó÷èì íåêîòîðóþ îöåíêó χ̃V :

χ̃V = χ0 + ∆χ̃V, ∆χ̃V = arg min
h
J̃(h). (3.5.4)

Îöåíêà χ̃V ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì äëÿ χV â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 3.5.1. Âåðíî ñîîòíîøåíèå ‖χ̃V − χV‖ = o (‖χV − χ0‖) , ò. å. ïðè

‖χV − χ0‖ → 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ‖eχV−χV‖
‖χV−χ0‖ → 0 .

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ðàññìàòðèâàòü îöåíêó χV êàê îäèí øàã èòåðàöèîííîé ïðî-

öåäóðû óòî÷íåíèÿ îöåíêè χ0 , òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû øàãà ðàçíèöà ìåæäó

χV è χ̃V áóäåò óìåíüøàòüñÿ áûñòðåå, ÷åì âåëè÷èíà øàãà ‖χV − χ0‖ . Â ýòîì ñìûñëå χ̃V

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì äëÿ χV .

Ïðåæäå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ óñòàíîâèì ëåììó.

Ëåììà 3.5.1. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ J(x) : Rn → R1 ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóì-

ìû J(x) = J1(x) + R(x) , J1(x) = J0 + (x − x0)>Q(x − x0) , x, x0 ∈ B , ãäå Q > 0

� ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, B � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî

Rn , è ôóíêöèÿ R(x) â B íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà: ∀x ∈ B ‖R(x)‖ < C . Îáîçíà÷èì

x1 òî÷êó ìèíèìóìà J(x) â B . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ìèíèìóìà ôóíê-

öèé J(x) è J1(x) îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé: ‖x1 − x0‖ <
√

2C
λmin(Q)

, ãäå λmin (Q) �

íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû Q .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì x ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå: x = Q− 1/2y . Ôóíêöèÿ J1(x(y)) =

J0 + (y − y0)>(y − y0) ìîíîòîííî íåïðåðûâíî ðàñòåò âìåñòå ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ

‖y − y0‖ . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îáëàñòü By
.
= Q 1/2B äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, òî â íåé íàé-

äåòñÿ òî÷êà yC òàêàÿ, ÷òî

J0 + (yC − y0)>(yC − y0)− C = J0 + C. (3.5.5)
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Ïóñòü ‖y − y0‖ > ‖yC − y0‖ , òîãäà

J0 + (y − y0)>(y − y0)− C > J0 + C,

è y íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ìèíèìóìà J(x(·)) = J1(x(·)) + R(x(·)) . Ïîýòîìó x(y) =

Q− 1/2y íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ìèíèìóìà J(·) = J1(·) +R(·) . Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà
‖yC − y0‖ =

√
2C ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ìèíèìóìà

ôóíêöèé J(x(·)) è J1(x(·)) . Èç (3.5.5) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

(x1 − x0)>Q(x1 − x0) = (y1 − y0)>(y1 − y0) < 2C,

(x1 − x0)>(x1 − x0) <
2C

λmin (Q)
,

‖x1 − x0‖ <

√
2C

λmin (Q)
.

Åñëè îáëàñòü By íåäîñòàòî÷íî áîëüøàÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ (3.5.5), òî äîîïðåäåëèì ôóíê-

öèþ R(x(y)) âíå By ïðîèçâîëüíûì ñîãëàñíûì ñ óñëîâèåì ëåììû îáðàçîì, è ïîâòîðèâ

ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè J(x(y)) íåîáõîäèìî ëåæèò íà

ïåðåñå÷åíèè By è êðóãà ‖y − y0‖ <
√

2C . Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.5.1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

x
.
= ∆χ, J1(x)

.
= J̃(∆χ),

x0
.
= ∆χ̃V, J0

.
= J̃(∆χ̃V),

Q
.
=

1

2

∂2J̃(x)

∂x2
(x0).

Çàïèøåì öåëåâóþ ôóíêöèþ J̃(∆χ) :

J̃(∆χ)
.
= J1(x) = J0 + (x− x0)>Q(x− x0). (3.5.6)

Ïðèìåíèì ëåììó 3.5.1 ê ôóíêöèÿì J̃(∆χ) (3.5.6) è J(∆χ) = J̃(∆χ)+O (‖∆χ‖3) (3.5.2),

ó÷èòûâàÿ îöåíêó

R(x) = O
(
‖∆χ‖3

)
< C1‖∆χV‖3

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C1 . Ýòà îöåíêà îáåñïå÷èâàåòñÿ íàäëåæàùèì âûáîðîì îáëàñòè

B çíà÷åíèé ∆χ . Ñîãëàñíî ëåììå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó êîðíÿìè ôóíêöèé J̃(∆χ) è J(∆χ) :

‖∆χ̃V −∆χV‖ = ‖χ̃V − χV‖ <

√
2C1‖∆χV‖3

λmin (Q)
.
= C2‖∆χV‖ 3/2 = C2‖χV − χ0‖ 3/2.

Îòñþäà ñëåäóåò ‖χ̃V − χV‖ = o (‖χV − χ0‖) . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå χ̃M äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ îöåíîê χM

èç (3.3.19). Çàïèøåì ôóíêöèþ ïîòåðü (3.3.19) â âèäå

JM = min ‖FM‖2 , FM = FM (ž; θ;wM) = Φž −HM(θ)wM
.
= Φž − fM(θ, wM).

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ FM îòíîñèòåëüíî òî÷êè (z0; θ0;w0
M) â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì RM :

JM(θ, wM) = ‖FM,0 + ∆FM(θ, wM) +RM(θ, wM)‖2 , (3.5.7)

FM,0
.
= Φz0 −HM(θ

0)w0
M = 0,

∆FM
.
= Φ∆ž −∆HM(θ

0,∆θ)w0
M −HM(θ

0)∆wM
.
=

.
= Φ∆ž −∆fM(θ

0,∆θ, w0
M,∆wM),

∆ž
.
= ž − z0, ∆θ

.
= θ − θ0, ∆wM

.
= wM − w0

M.

Â çàïèñè (3.5.7) âûäåëèì ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ (∆θ; ∆wM)
.
= hM :

JM(hM) =
∥∥Φ∆ž −∆fM(χ

0
M, hM) +RM(χ

0
M, hM)

∥∥2
=

=
∥∥Φ∆ž −∆fM(χ

0
M, hM)

∥∥2
+O

(
‖hM‖3

)
. (3.5.8)

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ îöåíêà χM , ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåðåíèÿì ∆ž
.
= ž−z0 , âû÷èñëÿåòñÿ

ïóòåì ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (3.5.8):

χM = χ0
M + ∆χM, ∆χM = arg min

hM
JM(hM). (3.5.9)

Çàäàäèìñÿ ïðèáëèæåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé

J̃M(hM) =
∥∥Φ∆ž −∆fM(χ

0
M, hM)

∥∥2
.

Ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèþ J̃M(hM) , ïîëó÷èì íåêîòîðóþ îöåíêó χ̃M :

χ̃M = χ0
M + ∆χ̃M, ∆χ̃M = arg min

hM
J̃M(hM). (3.5.10)

Îöåíêà χ̃M ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì äëÿ χM â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 3.5.2. Âåðíî ñîîòíîøåíèå ‖χ̃M − χM‖ = o (‖χM − χ0
M‖) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 3.5.1.

Â ñìûñëå óòâåðæäåíèé 3.5.1, 3.5.2 ìîæíî çàìåíèòü îöåíêè χV , χM (è ñîîòâåòñòâåííî

θV , θM ) èç (3.5.3), (3.5.9) ëèíåéíûìè ïðèáëèæåíèÿìè χ̃V , χ̃M (èëè θ̃V , θ̃M ) èç (3.5.4),

(3.5.10). Ïîñëå òàêîé çàìåíû ïðèìåíèìà îïèñàííàÿ â íà÷àëå ðàçäåëà ñõåìà ñðàâíåíèÿ

ëèíåéíûõ îöåíîê. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü DV è DM � äèñïåðñèè îöåíîê θ̃V è θ̃M ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

DV 6 DM , è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H>M (θ∗)∆HM(θ∗,∆θ) = 0 äëÿ ëþáûõ ∆θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 3.7.2 èç ïðèëîæåíèÿ íèæå. Äëÿ ýòîãî ñîïîñòàâèì

îáîçíà÷åíèÿ, çàìåíèâ θ0 íà θ∗ ïðè ìàëûõ ε :

θ
.
= ∆θ, w

.
= ∆wM, Y

.
= Φ∆ž,

Kθ
.
= ∆HM(θ∗,∆θ)wM∗,

Lw
.
= HM(θ∗)∆wM.

Òåîðåìà 3.5.1 äîêàçàíà.

Óêàæåì êëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðîãî â óñëîâèÿõ òåîðåìû âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå

íåðàâåíñòâî

DV < DM .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí detα(s) = det (α0 + α1s+ . . .+ αps
p) , àññîöèèðîâàí-

íûé ñ ñèñòåìîé (3.1.2), íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ðàâíîñèëüíîé ñèñòå-

ìå 1-ãî ïîðÿäêà (1.1.2) ìíîãî÷ëåí det(sI − A) íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé, ò. å. ìàòðèöà

A íåîñîáåííàÿ. Êðîìå òîãî, ïóñòü â ðàçëîæåíèè

α(s) = (diagi s
pi) ·

(
α[0] + s−1α[−1] + . . .+ s−prα[−pr]

)
,

diagi s
pi .= diag (sp1 , sp2 , . . . , spr) ,

ñ ÷èñëîâûìè ìàòðèöàìè α[i] ìàòðèöà α[0] íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ . Òîãäà áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3.1.2) ïðèíàäëåæèò êëàññó ïðîñòûõ.

Îáîçíà÷èì ∆HM(θ,∆θ) 1-é äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ θ 7→ HM(θ) , ò. å.

HM(θ + ∆θ) = HM(θ) + ∆HM(θ,∆θ) +O(‖∆θ‖).

Òåîðåìà 3.5.2. Äëÿ ñèñòåì èç êëàññà ïðîñòûõ âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðèðàùåíèå ∆θ

òàêîå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå H>M (θ)∆HM(θ,∆θ) íå ðàâíî íóëþ, ò. å. âñåãäà èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî DV < DM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ìàòðèöó HM(θ) (3.3.23) ÷åðåç êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå:

HM(θ) =

(
I ⊗Hp,x I ⊗Hp,u

0 I

)
.

Óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ: H
.
= HM(θ) , ∆H

.
= ∆HM(θ,∆θ) .

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ detA 6= 0 , ∆C = 0 , è ñòðîêè C ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, òî èç ðàâåíñòâà H>∆H = 0 ñëåäóåò ∆H = 0 .
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Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ: (A⊗B)(A′⊗B′) = (AA′)⊗ (BB′) .

Òîãäà

H>∆H =

(
I ⊗H>p,x 0

I ⊗H>p,u I

)(
I ⊗∆Hp,x I ⊗∆Hp,u

0 0

)
=

=

(
I ⊗H>p,x∆Hp,x I ⊗H>p,x∆Hp,u

I ⊗H>p,u∆Hp,x I ⊗H>p,u∆Hp,u

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå H>∆H = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ(
H>p,x∆Hp,x H>p,x∆Hp,u

H>p,u∆Hp,x H>p,u∆Hp,u

)
= 0.

Èç ðàâåíñòâà H>p,x∆Hp,u = 0 ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé:

C>∆D + A>C>C∆B + A2>C>C∆ (AB) + . . .+ A(p−1)>C>C∆ (Ap−2B) = 0

A>C>∆D + A2>C>C∆B + . . .+ A(p−1)>C>C∆ (Ap−3B) = 0

............................................................

A(p−2)>C>∆D + A(p−1)>C>C∆B = 0

A(p−1)>C>∆D = 0

(3.5.11)

Ïóñòü fk îáîçíà÷àåò ëåâóþ ÷àñòü k -ãî óðàâíåíèÿ fk = 0 â ñèñòåìå (3.5.11). Íåñëîæ-

íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

f2 = Af1 − Ap>C>C∆
(
Ap−2B

)
,

fk = Afk−1 − Ap>C>C∆
(
Ap−kB

)
,

k = 2, p.

Èç ðàâåíñòâ f1 = 0 , ... , fp = 0 ñëåäóåò{
Ap>C>C∆

(
Ap−kB

)
= 0

k = 2, p.

Åñëè ìàòðèöà A íåîñîáåííàÿ è ñòðîêè C ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

îçíà÷àåò {
C∆

(
Ap−kB

)
= 0

k = 2, p.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ∆C = 0 , ìîæåì çàïèñàòü{
∆
(
CAp−kB

)
= 0

k = 2, p.

Êðîìå òîãî, èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.5.11) ñëåäóåò ∆D = 0 . Òåì ñàìûì,
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∆Hp,u = 0 .

Äàëåå, âñå äîïóñòèìûå èçìåíåíèÿ ìàòðèö A , B , C , D , ñîõðàíÿþùèå Hp,u (∆Hp,u =

0 ), îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

(A+ ∆A,B + ∆B,C + ∆C,D + ∆D) = (PAP−1, PB,CP−1, D), detP 6= 0.

Åñëè íàëîæèòü óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè (i�) (ñ. 128), ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷àåì

P = I, ∆A = 0, ∆B = 0, ∆C = 0, ∆D = 0,

÷òî îçíà÷àåò ∆H = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, äàæå áîëåå ñèëüíîå, ÷åì òåîðåìà 3.5.2. À

èìåííî, äëÿ ðàçëè÷èìûõ â ñìûñëå óñëîâèÿ (i�) ñèñòåì èç êëàññà ïðîñòûõ ëþáîå èç-

ìåíåíèå ∆θ ïàðàìåòðîâ θ (è, ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåíèå ìàòðèö A , B , C , D ) ñ

íåîáõîäèìîñòüþ âëå÷åò ∆H 6= 0 (â ñèëó ðàçëè÷èìîñòè) è âëå÷åò H>∆H 6= 0 (â ñè-

ëó âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé), òî åñòü â ñèëó òåîðåìû 3.5.1 âñåãäà DV < DM .

Òåîðåìà 3.5.2 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ÂÌ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëûõ âîçìóùåíèé èìåþò ìåíüøóþ

äèñïåðñèþ, ÷åì îöåíêè ÎÐÌ, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ñèñòåì èç êëàññà ïðîñòûõ, çà ñ÷åò

èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè î ëèíåéíûõ ñâÿçÿõ â íàáëþäåíèÿõ.

3.6 Î ïðîáëåìå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

Â ñòàòüå È.È.Ïåðåëüìàíà ¾Ìåòîäû ñîñòîÿòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîáëåìàòè÷íîñòü èõ ðåàëèçàöèè íà êîíå÷íûõ âûáîðêàõ¿,

îïóáëèêîâàííîé â æóðíàëå ¾Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà¿ â 1981 ã. [98], áûëî ïîêàçàíî,

÷òî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå òàê íàçûâàåìûå ïðÿìûå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ïàðà-

ìåòðîâ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì. ââåäåíèå) íà êîíå÷íûõ âûáîðêàõ ïðèâîäÿò

ê ïðîáëåìå áîëüøîãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè. Íàëè÷èå ëîêàëü-

íûõ ýêñòðåìóìîâ îòìå÷àëîñü òàêæå â [142,243]. Îòêëèêîì íà ñòàòüþ È.È.Ïåðåëüìàíà

ÿâèëàñü ðàáîòà Á. Ã.Âîð÷èêà (1984) [21], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëîñü ïðåäåëüíîå ïî

N →∞ ïîâåäåíèå ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ôîðìàëüíóþ

ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, è ïîêàæåì,

÷òî â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå êîíå÷íûõ N ýòà çàäà÷à âñåãäà ìîæåò áûòü ïåðåôîð-

ìóëèðîâàíà êàê âàðèàöèîííàÿ. Âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è áîëåå

ñëîæíî (ðàçäåë 3.7.3), ÷åì ïðÿìîé çàäà÷è, íî ðàâíîñèëüíàÿ ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè âàðè-

àöèîííàÿ çàäà÷à ÎÐÑ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.4.1 è óòâåðæäåíèå 3.4.1) èìååò äëÿ ëþáûõ

êîíå÷íûõ N > p + 1 öåëåâóþ ôóíêöèþ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

6 r(p + 1)(r + m) (çàìå÷àíèå 3.4.1 è óòâåðæäåíèå 3.3.4). Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîì

ñìûñëå âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè îáëàäàåò �ðåãóëÿðèçóþùèì

ýôôåêòîì� ïî îòíîøåíèþ ê öåëåâîé ôóíêöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî
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óòâåðæäåíèþ 3.3.4, â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ïàðàìåòðèçàöèè ðàçíûõ óðàâíåíèé

÷èñëî ýêñòðåìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè ÎÐÑ âñåãäà ðàâíî r(v+ 1) , ãäå v � ðàçìåðíîñòü

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, è r � ÷èñëî óðàâíåíèé. Ïîýòîìó çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè â âàðèà-

öèîííîé ïîñòàíîâêå ðàâíîñèëüíà ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè r çàäà÷àì ñêàëÿðíîé îðòîãîíàëü-

íîé ðåãðåññèè ñ õîðîøî èçó÷åííûìè ñâîéñòâàìè ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè (ðàçäåë 3.7.3).

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (0.0.36), (0.0.37), (0.0.38) ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð,

ïðåäëîæåííûé È.È.Ïåðåëüìàíîì [98]:

y[k] = ay[k − 1] + x[k], y̌[k] = y[k] + ε[k], x̌[k] = x[k].

Óðàâíåíèå (0.0.39) ïðèíèìàåò âèä

ε[k] = y̌[k]− x̌[k]− ay̌[k − 1] + aε[k − 1]
.
=

.
= ω̌[k] + aε[k − 1],

ãäå ω̌[k] � èçìåðåíèÿ. Ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè êâàäðàò íîðìû îøèáêè

ïðîãíîçà íà êîíöå òðàåêòîðèè, ïîëó÷àåì

ε2[N ] =
(
aN−1ε[1] + aN−2ω̌[1] + . . .+ ω̌[N ]

)2 .
= J(a).

Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ ∂J
∂a

= 0 , êîòîðîå ìîæåò èìåòü äî

(2N − 3) äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Î÷åâèäíî, ÷èñëî êîðíåé ðàñòåò ñ ðîñòîì N , è âñå

îíè äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåòåíäåíòû íà òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Ýòîò

ôàêò, êàê ïèøåò È.È.Ïåðåëüìàí, �ïðèâîäèò ê îáîñíîâàííûì ñîìíåíèÿì îòíîñèòåëüíî

ïðàêòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè� ïîñòàâëåííîé ïðîñòåéøåé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè. Òðóä-

íîñòè òîëüêî óñóãóáëÿþòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû è çàäà÷è èäåíòè-

ôèêàöèè îáúåêòà â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè, ò. å. ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè óðàâíåíèÿìè.

Îòâå÷àÿ íà ñòàòüþ È.È.Ïåðåëüìàíà [98], Á. Ã. Âîð÷èê (1984) ïîêàçàë [21], ÷òî â ïðåäåëå

N → ∞ âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îä-

íàêî ýòîò ôàêò íå ñíèìàåò îòìå÷åííûõ È.È.Ïåðåëüìàíîì òðóäíîñòåé èäåíòèôèêàöèè

ïðÿìûì ìåòîäîì ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó íàáëþäåíèé.

Íàáîëåå îáùèé âèä ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ È.È.Ïåðåëüìàíîì, ñëåäóþùèé:

y[k] = −ap−1y[k − 1]− . . .− a0y[k − p] +

+bp−1x[k − 1] + . . .+ b0x[k − p] + ζ[k], (3.6.1)

y̌[k] = y[k] + ϕ[k],

x[k] = −cq−1x[k − 1]− . . .− c0x[k − p] +

+dq−1y̌[k −m− 1] + . . .+ d0y̌[k −m− p] + ǔ[k]. (3.6.2)

Çäåñü x[k] è y[k] � âõîä è âûõîä îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ζ[k] è ϕ[k] � ñëó÷àéíûå âîç-

ìóùåíèÿ, ǔ[k] � âõîä ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îïèñûâàåò îáðàòíóþ
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ñâÿçü. Íàáëþäàþòñÿ âåëè÷èíû y̌[k] è ǔ[k] . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé âèä ñèñòåì îõâà-

òûâàåò øèðîêèé êëàññ âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè â çàìêíóòûõ

êîíòóðàõ óïðàâëåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû (3.6.1), (3.6.2) â âàðèàöèîííîé ïî-

ñòàíîâêå. Ïåðåéäåì ê ìàòðè÷íîé çàïèñè, ââåäÿ âåêòîðû òðàåêòîðèé (ïðîöåññîâ)

y
.
= (y[1]; . . . ; y[N ]) , x

.
= (x[1]; . . . ;x[N ]) , u

.
= (u[1]; . . . ;u[N ]) ,

ζ
.
= (ζ[1]; . . . ; ζ[N ]) , ϕ

.
= (ϕ[1]; . . . ;ϕ[N ])

è àíàëîãè÷íî âåêòîðû y̌ , ǔ . Îïðåäåëèì êëåòî÷íî-òåïëèöåâûå ìàòðèöû âèäà (1.4.3)

A
.
= (\a\) , B

.
= (\b\) , C

.
= (\c\) , D

.
= (\d\) .

Çíàêè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé ó÷òåíû â çàïèñè êëåòî÷íûõ ñòðîê a, b, c, d . Ñèñòåìà

(3.6.1), (3.6.2) ïðèìåò âèä

Ay +Bx+ ζ = 0,

Cx+Dy + u = 0,

y̌ = y + ϕ.

Âîçìóùåíèÿ ζ[k] è ϕ[k] ïî óñëîâèþ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿìè òèïà �àâòîðåãðåññèÿ � ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå�, ò. å. îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ-

ìè

Aϕϕ+Bηη = 0, Aζζ +Bξξ = 0, (3.6.3)

Aϕ
.
= (\aϕ\) , Bη

.
= (\bη\) , Aζ

.
= (\aζ\) , Bξ

.
= (\bξ\) .

η ∈M2(0, σ2
ηIN), ξ ∈M2(0, σ2

ξIN).

Ââåäåì âåêòîð ïåðåìåííûõ z
.
= (x; y;u; ζ;ϕ; η; ξ) . Îáîçíà÷èì ìàòðèöû çíàìåíàòåëåé

Ay
.
= A , Ax

.
= C . Óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.6.1), (3.6.2) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé

ïðèìåò âèä 
B Ay I

Ax D I

Aζ Bη

Aϕ Bξ

 z
.
= Gθz = 0, (3.6.4)

z̄
.
=


x

y

u

η

ξ

 =


I

I

I 0 0 0

0 0 0 I

I

 z
.
= Mz, ˇ̄z

.
=


x̌

y̌

ǔ

0

0

 .
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Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ θ óðàâíåíèÿ (3.6.4):

θV = arg min
θ
J(θ), J(θ)

.
= min

Gθz=0
‖ˇ̄z −Mz‖2.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò çàäà÷è (3.3.12) ñîñòîèò â òîì, ÷òî 1) èìååòñÿ ìàòðèöà M ,

èãðàþùàÿ ðîëü �íàáëþäàòåëÿ�, ñ íåíóëåâûì ïðàâûì íóëü-ïðîñòðàíñòâîì, 2) â âåêòîð

íàáëþäåíèé ˇ̄z âñòàâëÿþòñÿ íóëåâûå êëåòêè íàïðîòèâ ïðîöåññîâ (η; ξ) . Ïðè ôèêñèðî-

âàííûõ èçâåñòíûõ ìàòðèöàõ Bη , Bξ íàëè÷èå íóëåâûõ êëåòîê â âåêòîðå íàáëþäåíèé

ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíÿåò õîäà èòåðàöèé À.Î.Åãîðøèíà (3.7.27) (ðàçäåë 3.7.3). ×èñ-

ëåííûé ïðèìåð ïðèâåäåí â ðàçäåëå 3.7.5, ãäå ðàññìîòðåíà ìèíèìèçàöèÿ ðàâíîñèëüíîé

ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè ÎÐ äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâûõ êëåòîê â âåêòîðå íàáëþ-

äåíèé.

Ðàññìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâîäèò âêëþ÷åíèå â öåëåâóþ ôóíêöèþ J(θ) ìàòðèöû M .

Êàê è â ðàçäåëå 3.1 íà ñ. 128, íà ìíîãîîáðàçèè ìîäåëüíûõ òðàåêòîðèé N (G) ââåäåì áà-

çèñ H : R (H) = N (G) . Ìàòðèöó M ïîä÷èíèì åñòåñòâåííîìó óñëîâèþ N (MH) = {0} ,
ò. å. ìàòðèöà MH äîëæíà áûòü �íåãîðèçîíòàëüíàÿ� ïîëíîãî ðàíãà. Ýòî ìîæíî ïîíè-

ìàòü êàê óñëîâèå �íàáëþäàåìîñòè� âñåõ ìîäåëüíûõ òðàåêòîðèé z (îíî îòëè÷àåòñÿ îò

êëàññè÷åñêîãî óñëîâèÿ íàáëþäàåìîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.2). Èç ìàòåðèàëà ãëàâû 1

(ðàçäåë 1.3) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå R (MH) , êàê è R (H) , ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé

äèíàìè÷åñêîé ìîäåëüþ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1. Îáîçíà÷èì Ḡ ÐÊÒ-îïèñàíèå ìíî-

ãîîáðàçèÿ R (MH) , ò. å. R (MH) = N
(
Ḡ
)
. Òàêîå îïèñàíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò ââèäó

òåîðåìû 1.3.1. Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñ öåëåâîé ôóíêöèåé

óæå áåç ìàòðèöû íàáëþäåíèÿ:

θV = arg min
θ

min
Ḡθ z̄=0

‖ˇ̄z − z̄‖2.

Åñëè êàêèå-òî êîìïîíåíòû òðàåêòîðèè èçìåðÿþòñÿ òî÷íî, ò. å. ∃ i ˇ̄zi = z̄i , òî â íîðìå

ââîäèòñÿ âåñîâàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà i -ì ìåñòå äèàãîíà-

ëè [42,45] (ñì. ðàçäåë 3.7.1).

Îöåíêè θV ðàâíîñèëüíû ïî ñîñòîÿòåëüíîñòè ñêàëÿðíûì îöåíêàì îðòîãîíàëüíîé ðå-

ãðåññèè (ÎÐÑ)

θS = arg min
θ

min
ḠS,θ z̄=0

‖ˇ̄z − z̄‖2

(óòâåðæäåíèå 3.4.1). Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÎÐÑ âñåãäà èìååò íå áîëåå r(p+ 1)(r+m) ýêñ-

òðåìóìîâ; â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ïàðàìåòðèçàöèè óðàâíåíèé ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ ðàâíî

r(v + 1) è çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàñïàäàåòñÿ íà r íåçàâèñèìûõ çàäà÷ ñêàëÿðíîé îðòî-

ãîíàëüíîé ðåãðåññèè äëÿ ðàçíûõ óðàâíåíèé (óòâåðæäåíèå 3.3.4). Ñâîéñòâà ãëîáàëüíîé

ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ õîðîøî èçó÷åíû (ðàçäåë 3.7.3).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïðîáëåìû áîëü-

øîãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ïî êðàéíåé ìåðå, â òîì âèäå, â êîòîðîì åå ñôîð-

ìóëèðîâàë È.È.Ïåðåëüìàí, íå ñóùåñòâóåò.
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3.7 Ïðèëîæåíèå

3.7.1 Ñëó÷àé íàáëþäåíèé ñ íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

äèñïåðñèé

Óêàæåì, êàê ìîäèôèöèðîâàòü âàðèàöèîííóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ (3.3.12), (3.3.14) â ñëó-

÷àå íàáëþäåíèé (3.2.1) ñ íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé äèñïåðñèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà-

÷åíèé îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì L = 1 . Öåëåâûå ôóíêöèè äðóãèõ âàðèàíòîâ îðòîðåãðåññè-

îííûõ îöåíîê (ÎÐ, ÎÐÌ, ÎÐÑ è ò. ï.) ìîäèôèöèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü η = Σξ , ìàòðèöà Σ ∈ R(N−p)r×l èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû,

ž = z∗ + Σξ, M ξ = 0, M[ξξ>] = I. (3.7.1)

Íàïîìíèì, â ñëó÷àå Σ = I âàðèàöèîííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.3.12), ïðèâîäÿùàÿ ê

ñîñòîÿòåëüíûì îöåíêàì, èìååò âèä

J(θ) = ž>Πθž, Πθ
.
= G>θ

(
GθG

>
θ

)−1
Gθ. (3.7.2)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.4, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñîñòîÿòåëüíîñòè âàðèàöè-

îííîé îöåíêè θ̂
.
= arg minθ J(θ) ÿâëÿþòñÿ 1) íåçàâèñèìîñòü ñëåäà ìàòðèöû Πθ îò ïàðà-

ìåòðîâ θ è 2) îáðàùåíèå ñëàãàåìîãî M z>∗ Πθz∗ â íîëü òîëüêî ïðè èñòèííîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà θ = θ∗ :

J(θ) →
L→∞

M J(θ) = M z>∗ Πθz∗ + M ξ>Πθξ

= M z>∗ Πθz∗ + Sp Πθ.

Ïîñêîëüêó Πθ � ïðîåêòîð, òî åãî ñëåä ðàâåí åãî ðàíãó; ââèäó óñëîâèÿ (ii) íà ñ. 91 ýòîò

ðàíã ïîñòîÿíåí, è ñîñòîÿòåëüíîñòü èìååò ìåñòî, åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ θ → Gθ ðàçëè÷è-

ìà (ñòðóêòóðíî èäåíòèôèöèðóåìà), à íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ z∗ ñîäåðæèò

ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèé ðàçäåëà 3.2 ïîäìíîæåñòâî.

Ìîäèôèöèðóåì öåëåâóþ ôóíêöèþ (3.7.2) òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðè

íååäèíè÷íîé ìàòðèöå Σ . Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàøåé öåëè óäîâëåòâîðÿåò öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ

JΣ
.
= ž>G>θ

(
GθΣΣ>G>θ

)−1
Gθž. (3.7.3)

Äåéñòâèòåëüíî,

M JΣ = M z>∗ G
>
θ

(
GθΣΣ>G>θ

)−1
Gθz∗ + Sp G>θ Σ>

(
GθΣΣ>G>θ

)−1
GθΣ︸ ︷︷ ︸

ΠΣ

.
=

.
= M z>∗ G

>
θ CΣGθz∗ + Sp ΠΣ,

ãäå ΠΣ � ïðîåêòîð ïîñòîÿííîãî ðàíãà, à ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî
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ïðè èñòèííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ θ = θ∗ .

Âû÷èñëèì îöåíêó ẑ ïðîöåññà z∗ . Áóäåì èñõîäèòü èç ñîîòíîøåíèÿ

JΣ = ‖ž − ẑ‖2
X , (3.7.4)

ãäå X � íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ìàòðèöà. Ïóñòü ñíà÷àëà ìàòðèöà ΣΣ> â (3.7.1) íåîñîáåí-

íàÿ. Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (3.7.3) è (3.7.4) ìîæåì ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà

JΣ = (ž − ẑ)>
(
ΣΣ>

)−1
(ž − ẑ) = (3.7.5)

= ž>G>θ
(
GθΣΣ>G>θ

)−1
Gθž =

= ž>G>
(
GΣΣ>G>

)−1
GΣΣ>︸ ︷︷ ︸

(ž−ẑ)>

(
ΣΣ>

)−1
ΣΣ>G>

(
GΣΣ>G>

)−1
Gž︸ ︷︷ ︸

ž−ẑ

,

÷òî îçíà÷àåò

ẑ =
[
I − ΣΣ>G>

(
GΣΣ>G>

)−1
G
]
ž. (3.7.6)

Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà Σ �âåðòèêàëüíàÿ�, ò. å. l < (N − p)r . Òîãäà â ôîðìóëå (3.7.5)

âìåñòî îáðàùåíèÿ
(
ΣΣ>

)−1
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïñåâäîîáðàùåíèå Ìóðà�Ïåíðîóçà(

ΣΣ>
)+

, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî AA+A = A . Âûðàæåíèå (3.7.6) äëÿ îöåíêè ïðîöåññà ñî-

õðàíÿåò ñâîþ ñèëó.

3.7.2 Ëèíåéíûå îöåíêè â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ ïàðàìåòðîâ íà äâå

ãðóïïû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:{
y̌ = Fχ∗ + η∗,

Wχ∗ = 0 ⇔ χ∗ = W⊥ϕ∗,
(3.7.7)

ãäå F , W � çàäàííûå ìàòðèöû, kerF = 0 , kerW> = 0 ; χ∗ ∈ Rt � âåêòîð ïàðàìåòðîâ;

η∗ ∈M2(0, σ2I) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îöåíêà ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì. Ïóñòü χ = χ(y̌) � îöåíêà χ∗ , ïîñòðîåí-

íàÿ ïî íàáëþäåíèþ y̌ . Áóäåì âûáèðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå χ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ

ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè j(χ)
.
= ‖y̌ − Fχ‖2 ïðè îãðàíè÷åíèè Wχ = 0 . Ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà èìååò âèä

j∗(χ, λ) = ‖y̌ − Fχ‖2 + λ>Wχ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà:{
(y̌ − Fχ)> F + λ>W = 0,

Wχ = 0.
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Òðàíñïîíèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå:{
F>Fχ− F>y̌ −W>λ = 0

Wχ = 0.
(3.7.8)

Äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñëåâà íà W
(
F>F

)−1
:

W
(
F>F

)−1
F>y̌ = (−)W

(
F>F

)−1
W>λ.

Âûðàçèì âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

λ = (−)
[
W
(
F>F

)−1
W>

]−1

W
(
F>F

)−1
F>y̌.

Íàêîíåö èç óðàâíåíèÿ (3.7.8) ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå χ :

χ =
(
F>F

)−1
F>y̌ −

(
F>F

)−1
W>

[
W
(
F>F

)−1
W>

]−1

W
(
F>F

)−1
F>y̌ =

=

[
I −

(
F>F

)−1
W>

[
W
(
F>F

)−1
W>

]−1

W

] (
F>F

)−1
F>y̌

.
=

.
= Π

(
F>F

)−1
F>y̌, (3.7.9)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå

Π
.
= I −

(
F>F

)−1
W>

[
W
(
F>F

)−1
W>

]−1

W (3.7.10)

îïèñûâàåò ìàòðèöó êîñîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî R (W⊥) âäîëü ïîäïðî-

ñòðàíñòâà R
((
F>F

)−1
W>

)
(ñì. ðàçäåë 6.5 ñ ó÷åòîì ïîäñòàíîâîê A

>
= W , B =(

F>F
)−1

W> è ðàâåíñòâ R (A) = N
(
A
>
)

= R (W⊥) ).

Îöåíêà áåç ó÷åòà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Áóäåì âûáèðàòü îïòèìàëüíîå çíà-

÷åíèå χ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè j(χ) = ‖y̌ − Fχ‖ , îïóñêàÿ îãðà-
íè÷åíèå Wχ = 0 . Íåñìîòðÿ íà íåïîëíûé ó÷åò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, òàêàÿ îöåíêà

îñòàíåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, êàê è îöåíêà (3.7.9). Èçâåñòíî, ÷òî áåçóñëîâíûé ìèíèìóì j(χ)

äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòà

χ1 =
(
F>F

)−1
F>y̌. (3.7.11)

Ñîñòîÿòåëüíîñòü è ñðàâíåíèå äâóõ îöåíîê. Äëÿ ïðîâåðêè ñîñòîÿòåëüíîñòè

ïîäñòàâèì â âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíîê (3.7.9), (3.7.11) ïðàâèëî ãåíåðàöèè èñõîäíûõ äàííûõ

(3.7.7):

χ = Π
(
F>F

)−1
F>y̌ = Π

(
F>F

)−1
F> (FW⊥ϕ∗ + η∗) =

= ΠW⊥ϕ∗ + Π
(
F>F

)−1
F>η∗.
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Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ïðîåêòîðà Π (3.7.10), èìååì ΠW⊥ϕ∗ = W⊥ϕ∗ , òîãäà

χ = W⊥ϕ∗ + Π
(
F>F

)−1
F>η∗ =

= χ∗ + Π
(
F>F

)−1
F>η∗.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà χ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ñ äèñïåðñèåé

Dχ = Π
(
F>F

)−1
Π>. (3.7.12)

Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå χL
.
= 1

L

∑L
i=1 χ(i) îöåíîê

{
χ(i)

}
,

âû÷èñëåííûõ ïî ðàçíûì ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y̌ , ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

1 (ï.í.) ïðè L→∞ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ χ∗ . Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà χL ñîñòîÿòåëü-

íà.

Îöåíêà χ1 (3.7.11) îòëè÷àåòñÿ îò χ (3.7.9) îòñóòñòâèåì ïðîåöèðóþùåãî ñîìíîæè-

òåëÿ Π è èìååò äèñïåðñèþ D1 =
(
F>F

)−1
. Íåñëîæíî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ è ïîëó-

÷èòü, ÷òî îöåíêà χ1,L
.
= 1

L

∑L
i=1 χ1,(i) òàêæå, êàê è χL , ñîñòîÿòåëüíà.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Π âûðîæäåíà (áóäó÷è ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî R (W⊥) ,

ñîáñòâåííîå â RN(r+m) ), òî âûðîæäåíà è ìàòðèöà äèñïåðñèé Dχ , ò. ê. âñå îöåíêè χ

ðàñïîëîæåíû â ïîäïðîñòðàíñòâå R (W⊥) . Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

Π
(
F>F

)−1
Π> 6

(
F>F

)−1
,

Dχ 6 D1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà χ , ó÷èòûâàþùàÿ ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, â ñðåäíåì ìåíüøå

óêëîíÿåòñÿ îò íåèçâåñòíîãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ χ∗ , ÷åì óïðîùåííàÿ îöåíêà χ1 . Íî

ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå ìàëîèíòåðåñíî.

×àñòíûé ñëó÷àé ðàçäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íà äâå ãðóïïû. Âûäåëèì â âåêòîðå

ïàðàìåòðîâ χ∗ äâå ãðóïïû êîìïîíåíò χ∗
.
= (θ∗;w∗) è ñîîòâåòñòâåííî ðàçäåëèì íà äâå

ãðóïïû ñòîëáöîâ ìàòðèöó F
.
= (K,L) , òàê ÷òî Fχ∗ = Kθ∗ + Lw∗ . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íàëîæåíû òîëüêî íà w∗ : Mw∗ = 0 . Êàê è ðàíüøå, îöåíèâàòüñÿ

áóäóò ïàðàìåòðû èç îáåèõ ãðóïï θ∗ , w∗ (òî åñòü âåñü âåêòîð χ∗ ), íî íàñ áóäåò èí-

òåðåñîâàòü òîëüêî äèñïåðñèè îöåíîê ïîäïàðàìåòðà θ∗ , òî÷íåå, çàâèñèìîñòü äèñïåðñèé

îò òîãî, ó÷èòûâàþòñÿ ëè ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå

íà w∗ . Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû w∗ â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè,

âòîðè÷íûìè
∗) ïî îòíîøåíèþ ê θ∗ .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé îáúåêòà (3.7.7) ñ ó÷åòîì ðàçäåëåíèÿ χ∗ íà äâå ãðóïïû ïàðàìåò-

∗)В литературе употребляется термин “nuisance” (“мешающие” параметры) [152]; такое название пред-
ставляется не очень точным: в ряде случаев без оценки w совместно с θ оценка θ может оказаться
несостоятельной, т. е. возможность оценить параметры w не мешает, а наоборот, помогает.
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ðîâ ïðèíèìàåò âèä:  y̌ = Fχ∗ + η∗ = Kθ∗ + Lw∗ + η∗,

Mw∗ = 0.
(3.7.13)

Áóäåì ñðàâíèâàòü äâå ìîäåëè �îáúåêòà� (3.7.13) � ïîëíóþ: y = Kθ + Lw + η,

Mw = 0.
(3.7.14)

� è óïðîùåííóþ:

y = Kθ + Lw + η. (3.7.15)

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé (3.7.13) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå îãðàíè÷åíèé

W = (0,M) . (3.7.16)

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ îöåíêè θ ïî ìîäåëè (3.7.14) è ïîêàæåì, ÷òî îíà íåâûðîæäåíà,

â îòëè÷èå îò ìàòðèöû äèñïåðñèè âñåãî âåêòîðà χ . Ïîêàæåì, ÷òî åñëè îïóñòèòü óñëîâèå

Mw = 0 , ïåðåéäÿ ê óïðîùåííîé ìîäåëè (3.7.15), òî äèñïåðñèÿ îöåíêè θ ìîæåò òîëüêî

óâåëè÷èòüñÿ.

Òåîðåìà 3.7.1. Ïóñòü θ = (I, 0)χ ,

χ
.
= (θ;w) = arg min

Mw=0
j(χ), j(χ)

.
= ‖y̌ − Fχ‖2 ,

ãäå äàííûå y̌ ïîëó÷åíû èç ñèñòåìû (3.7.13). Ñòðîêè ìàòðèöû M ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû, è ñòîëáöû ìàòðèöû F ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θ èìååò

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó äèñïåðñèè Dθ > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

(
F>F

)−1
=

(
K>K K>L

L>K L>L

)−1

.
=

(
Φθθ Φθw

Φwθ Φww

)
.
= Φ. (3.7.17)

Ïîñêîëüêó θ = (I, 0)χ , òî èìååì Dθ = (I, 0)Dχ (I; 0) , ãäå ìàòðèöà Dχ îïðåäåëåíà

âûðàæåíèÿìè (3.7.12), (3.7.10), (3.7.16). Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Dθ = Φθθ − (I, 0)ΦW> (WΦW>)−1
WΦ (I; 0) =

= Φθθ − ΦθwM> (MΦwwM
>)−1

MΦwθ. (3.7.18)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàùåíèÿ êëåòî÷íûõ ìàòðèö [23, ñ. 56]:

(
Φθθ ΦθwM

>

MΦwθ MΦwwM
>

)−1

=

(Φθθ − ΦθwM> [MΦwwM
>]−1

MΦwθ

)−1

∗
∗ ∗

 .

167



Ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:(
Φθθ ΦθwM

>

MΦwθ MΦwwM
>

)
=

(
I 0

0 M

)(
F>F

)−1

(
I 0

0 M>

)
.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê M è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ F ýòà

ìàòðèöà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè êâàäðàòíûìè äèà-

ãîíàëüíûìè ïîäìàòðèöàìè. Îòñþäà ñëåäóåò ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü

äèàãîíàëüíîé êëåòêè

Dθ = Φθθ − ΦθwM> (MΦwwM
>)−1

MΦwθ > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.7.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.7.1, ïóñòü θ1
.
= (I, 0)χ1 ,

χ1
.
= (θ1;w1) = arg min j(χ) =

(
F>F

)−1
F>y̌.

Òîãäà äèñïåðñèÿ D1 îöåíêè θ1 íå ìåíüøå Dθ , è ðàâåíñòâî D1 = Dθ äîñòèãàåòñÿ

òîëüêî è òîëüêî òîãäà, êîãäà imK ∩ imL = 0 , ò. å. K>L = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ θ1 = (I, 0)χ1 , ó÷èòûâàÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ χ1 ðàâ-

íà
(
F>F

)−1
, ïîëó÷àåì D1 = (I, 0)

(
F>F

)−1
(I; 0) = Φθθ . Ñðàâíåíèå ñ âûðàæåíèåì

(3.7.18) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó D1 > Dθ . Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðà-

âåíñòâà D1 = Dθ ÿâëÿåòñÿ Fθw = 0 èëè K>L = 0 , ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ F

(3.7.17). Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.7.3 Ìèíèìèçàöèÿ âàðèàöèîííûõ öåëåâûõ ôóíêöèé

Îïèøåì ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì Åãîðøèíà�Îñáîðíà [40, 42, 218] ìèíèìèçàöèè ôóíê-

öèîíàëà ÂÌ (3.3.12). Îñáîðí ïðèìåíÿë ýòîò àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â ñëó÷àå

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (m = 0 , r = 1 ) [219,220].

×òîáû ïîêàçàòü èäåþ àëãîðèòìà, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè (0.0.9),

(0.0.10) ïðè N = 1 . Ââåäåì ìîäåëüíîå óðàâíåíèå:

γ>v = 0, v
.
=


v1

...

vp

 ∈ Rp, γ
.
= ( 1

−θ ) . (3.7.19)

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ âñå ðåøåíèÿ v ìîäåëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ îáðàçóþò ãèïåðïëîñêîñòü Mθ ⊂ Rp ñ âåêòîðîì íîðìàëè γ = γ(θ) .

Ïóñòü äàíû íàáëþäåíèÿ v̌(1), . . . , v̌(L) êàê L òî÷åê â Rp . Âåëè÷èíû v̌>(i) ÿâëÿþòñÿ

ñòðîêàìè â ìàòðèöå V̌
.
=
(
v̌1 . . . v̌p

)
∈ RL×p èç (0.0.10). Çàìåòèì, ÷òî ìåñòî N

òåïåðü çàíèìàåò L . Ôîðìàëüíî ìîæíî áûëî áû ïîëîæèòü L = N , íî ïåðåìåííûå L è
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N èìåþò ðàçíûé ñìûñë: N åñòü äëèíà îòäåëüíîé òðàåêòîðèè (ïðîöåññà) êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à L åñòü ÷èñëî íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé òðàåêòî-

ðèé ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Åñëè ïîðÿäîê ñèñòåìû íóëåâîé, ÷èñëî N

èãðàåò ðîëü ÷èñëà íåñâÿçàííûõ òðàåêòîðèé, ïîýòîìó åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü âìåñòî

N ÷èñëî L , ïîëîæèâ N = 1 .

Ñîãëàñíî (0.0.9) òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ̂ , ìèíèìèçèðóþùåå ñóììó

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ρ2
(i)

.
= ρ2(θ, v̌(i)) îò ãèïåðïëîñêîñòè Mθ äî òî÷åê íàáëþäåíèé:

θ̂ = arg min
θ∈Rp−1

L

M
i=1

ρ2
(i), ρ2

(i) = min
γ>v(i)=0

‖v̌(i) − v(i)‖2. (3.7.20)

Èìåÿ â âèäó îïðåäåëåíèå ìàòðèöû V̌ , ìîæåì íàïèñàòü

θ̂ = arg min
θ∈Rp−1

min
V γ=0

γ=d+Dθ

‖V̌ − V ‖2.

Ïðè d = ( 1
0 ) , D = ( 0

I ) ýòî çàäà÷à (0.0.9).

Íàïîìíèì ðåøåíèå. Èìååì çàäà÷ó äâóõýòàïíîé ìèíèìèçàöèè. Íà ïåðâîì ýòàïå íà-

õîäèì ðåøåíèÿ v̂(i) ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.7.19), íàèáîëåå áëèçêèå ê íàáëþäåíèÿì:

v̂(i) = arg min
γ>v=0

‖v̌(i) − v‖2.

Âåêòîðû v̂(i) ìîæíî íàçâàòü àïïðîêñèìàöèÿìè âåêòîðîâ íàáëþäåíèé v̌(i) ñ òî÷êè çðå-

íèÿ ìîäåëè γ>v = 0 . Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè èùåòñÿ ñòàíäàðòíûì

ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

v̂(i) =

(
I − γγ>

γ>γ

)
v̌(i).

Êàê âèäèì, v̂(i) åñòü ïðîåêöèÿ v̌(i) íà ãèïåðïëîñêîñòü ñ íîðìàëüþ γ . Ìàòðèöû (I − Πγ)

è Πγ
.
= γγ>

γ>γ
ñóòü ìàòðèöû ïðîåêòîðîâ ñî ñâîéñòâîì Π2 = Π . Èñêîìûå êâàäðàòû ðàñ-

ñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

ρ2
(i) = ‖v̌(i) − v̂(i)‖2 = v̌>(i)

γγ>

γ>γ
v̌(i).

Íà âòîðîì ýòàïå íàõîäèì îöåíêó θ̂ êàê àðãóìåíò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñóììû

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

θ̂ = arg min
θ∈Rp

J(θ), (3.7.21)

J(θ) = 1
L

L∑
i=1

v̌>(i)
γγ>

γ>γ
v̌(i) = 1

L

γ>V̌ >V̌ γ

γ>γ
, V̌

.
=


v̌>(1)
...

v̌>(L)

 . (3.7.22)

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ J(θ) îäíîðîäíà ïî γ (ò. å. íå çàâèñèò îò íîðìû γ ). Ïðè γ
.
= ( 1

−θ )
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çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ìèíèìèçàöèè ïî âåêòîðó íîðìàëè γ ñ óñëîâèåì (10 . . . 0) γ = 1 :

θ̂ = arg min
(10...0)γ=1

1
L

γ>V̌ >V̌ γ

γ>γ
. (3.7.23)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èäåÿ êîòîðîãî ïî÷òè î÷åâèäíà. Îíî óñòàíàâ-

ëèâàåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì çàäà÷è ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ ñ öå-

ëåâûìè ôóíêöèÿìè, íå çàâèñÿùèìè îò íîðìû γ , ðàâíîñèëüíû çàäà÷àì íà ñîáñòâåííûå

íàïðàâëåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíûõ ( r = 1 ) îäíîðîäíûõ (m = 0 ) ìîäåëåé ýòî óòâåð-

æäåíèå ïðèâîäèëîñü â ñòàòüå [220]. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.7.1. Ïóñòü íåíóëåâîé âåêòîð e ∈ Rp+1 íå ïåðïåíäèêóëÿðåí ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû V >V , äðóãèìè ñëîâàìè, ðàâåíñòâî V >V γ = µγ âëå÷åò

e>γ 6= 0 ; è ïóñòü J(γ)
.
= γ>V >V γ

γ>γ
. Òîãäà:

1) Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ýêâèâàëåíòíû:

min
e>γ=1

J(γ) = min
γ>γ=1

J(γ).

2) Ýêñòðåìàëüíûå íàïðàâëåíèÿ J(γ) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðè-

öû V >V . Çíà÷åíèÿ J(γ) íà ýêñòðåìàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë V >V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå øèðîêî èçâåñòíî [58, 105, ñ. 65]. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ïåðâîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå

óñëîâèþ íà ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè. Èìååì ôóíêöèè Ëàãðàíæà

J∗1 = J(γ) + λ1(e>γ − 1), J∗2 = J(γ) + λ2(γ>γ − 1).

Óñëîâèÿ íà ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè èìåþò âèä: (J∗1 )′γ = J ′γ + λ1e
> = 0, e>γ = 1,

(J∗2 )′γ = J ′γ + 2λ2γ
> = 0, γ>γ = 1.

(3.7.24)

Çàìåòèì, ÷òî J(γ) çàâèñèò òîëüêî îò íàïðàâëåíèÿ γ è íå çàâèñèò îò íîðìû γ , òîãäà

ïðîèçâîäíàÿ J ′γ êàê âåêòîð äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ γ : J ′γγ = 0 .

Äåéñòâèòåëüíî,

J ′γγ =

[
2γ>V >V

γ>γ
− 2γ>

γ>γ
J(γ)

]
γ = 0.

Óìíîæèì îáà óðàâíåíèÿ (3.7.24) ñïðàâà íà γ , ïîëó÷èì λ1 = λ2 = 0 è îäíî è òî æå

óðàâíåíèå íà ýêñòðåìàëüíûå íàïðàâëåíèÿ γ

J ′γ =
2γ>V >V

γ>γ
− 2γ>

γ>γ
J(γ) = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò óñëîâèå
(
J(γ)I − V >V

)
γ = 0 . Çíà÷èò, γ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

170



âåêòîðîì ìàòðèöû V >V , ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ íà âåêòîð e ãàðàíòèðóåò ðàçðåøèìîñòü

óðàâíåíèÿ e>γ = 1 . Ïîäñòàíîâêîé V >V γ = µγ óáåæäàåìñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ J(γ) íà

ýêñòðåìàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû

V >V . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.7.23) ìåòîäà ÎÐ ïðè r = 1 èìååò ðîâíî v + 1 ýêñ-

òðåìóìîâ, ãäå v � ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ .

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.7.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè íåîñîáåííîñòè ìàòðèöû V̌ >V̌ ïîèñê

ìèíèìóìà â (3.7.23) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì ïîèñêà ìèíè-

ìàëüíîãî (ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó) ñîáñòâåííîãî âåêòî-

ðà [34] ìàòðèöû V̌ >V̌ ñ ïðèâåäåíèåì ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ê åäèíèöå:

γ(k)
.
=

(
1

θ(k)

)
,

{
τ
.
=
(
V̌ >V̌

)−1
γ(k),

γ(k+1) = 1
(10...0)τ

τ.
(3.7.25)

Òåïåðü, ïîñëå èçëîæåíèÿ èäåè, óñëîæíèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè. Íàëîæèì îãðàíè÷å-

íèå γ = Dθ + d , ãäå ìàòðèöà D è âåêòîð d çàäàíû, ñîñòàâíàÿ ìàòðèöà (d,D)
.
= D̃

èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû. Îáîçíà÷èì
(

1 θ>
)
.
= ϑ> , òîãäà γ = D̃ϑ . Çà-

äà÷à (3.7.23) ïðèíèìàåò âèä

θ̂ = arg min
θ∈Rp

1
L

ϑ>D̃>V̌ >V̌ D̃ϑ

ϑ>D̃>D̃ϑ

.
= arg min

(10...0)ϑ=1
J(ϑ), J(ϑ)

.
=
ϑ>Aϑ

ϑ>Bϑ
.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3.7.1, íåñëîæíî ïîêàçàòü (ñì. òàêæå [220]), ÷òî

çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ìèíèìèçàöèè J(ϑ) íà ñôåðå ϑ>ϑ = 1 è óñëîâèåì ýêñòðåìóìà

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

J ′ϑ =
2ϑ>

ϑ>Bϑ
(A− J(ϑ)B) = 0.

Ðàçëîæèì íåîñîáåííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû A , B â ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàò-

ðèö A = A >/2A 1/2 , B = B >/2B 1/2 . Ââåäåì âåêòîð ω
.
= B 1/2ϑ . Òîãäà óñëîâèå ýêñòðå-

ìóìà ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(J(ω)I −Q)ω = 0, Q
.
= B−

>/2AB−
1/2.

Ýêñòðåìàëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè ω ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Q , è ýêñ-

òðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè J(ω) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà Q . Àëãîðèòì ìèíèìèçà-

öèè ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ Q èìååò âèä{
τ
.
= Q−1ω(k),

ω(k+1) = τ/‖τ‖,
⇔

{
τ
.
= A−1Bϑ(k),

ϑ(k+1) = τ/‖τ‖.
(3.7.26)

Ââèäó òîãî, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ J(ϑ) íå çàâèñèò îò íîðìû ϑ , â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

ìîæíî ïðîâîäèòü íîðìèðîâàíèå, ïðèâîäÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò ϑ ê åäèíèöå: ϑ(k+1) =
1

(10...0)τ
τ . Òîãäà âåêòîð γ âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ γ = D̃ϑ .
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Ïåðåéäåì ê èòåðàöèÿì Åãîðøèíà�Îñáîðíà. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.3.12) â ïðèíÿòûõ

îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

J(θ)
.
= JV(ϑ) = ϑ>D̃>V̌ >C(ϑ)V̌ D̃ϑ.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå C(ϑ) =
(
GθG

>
θ

)−1
íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî JV(ϑ) íå çàâèñèò îò

íîðìû ‖ϑ‖ . Òîãäà ìîæíî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè JV(ϑ) , ïî èäåå áëèçêèé

ê àëãîðèòìó 3.7.26:

ϑ(k)
.
=

(
1

θ(k)

)
, Q(k)

.
= D̃>V̌ >C(k)V̌ D̃,

{
τ
.
= Q−1

(k)D̃
>D̃ϑ(k),

ϑ(k+1) = 1
(10...0)τ

τ.
(3.7.27)

Îñíîâíîå îòëè÷èå îò èòåðàöèé ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñîñòîèò â ïå-

ðåñ÷åòå íà êàæäîì øàãå îáðàùàåìîé ìàòðèöû Q(k) . Äëÿ èòåðàöèé 3.7.27 À.Î.Åãîðøèíûì

[40,42] áûëî ïðåäëîæåíî íàçâàíèå ÈÏ ÑÂ (�èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ñîáñòâåííîãî âåê-

òîðà�).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû [30, 70, 83] ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÈÏ ÑÂ è

ìàëóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè àëãî-

ðèòìà Åãîðøèíà�Îñáîðíà èññëåäîâàëèñü â [30]. Ïðîáëåìà òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ

ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ÈÏ ÑÂ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

3.7.4 ×èñëåííûé ïðèìåð

Êðàòêî îïèøåì îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà (3.3.12).

Êîìïëåêñ ïðîãðàìì çàíèìàåò íà âíåøíåì íîñèòåëå äî 1 Ìá. Îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ìîäåëè. Åãî îöåíêó ìîæíî ñäåëàòü ïî ôîðìóëå:

100 ∗ PSr + 16 ∗NSr + 24 ∗NS + 16 ∗ PSrv+

+8 ∗ PSr ∗ PSr + 16 ∗ PS ∗ PS ∗ r + 100.000 áàéò,

ãäå P
.
= p + 1 � ïîðÿäîê óðàâíåíèé +1 , S

.
= m + r � ÷èñëî ñèãíàëîâ, r � ÷èñëî

óðàâíåíèé, N � äëèíà òðàåêòîðèè, v � ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Îáúåì ïàìÿòè äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé p , m , r , N , v ïðèâåäåí â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1

p m r N v ïàìÿòü

6 3 5 500 10 1500 K

6 3 5 * 10 1100 K

4 3 1 500 10 200 K

4 3 1 * 10 150 K
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Çíà÷êîì ∗ îòìå÷åí áîëåå ìåäëåííûé ðåæèì ðàáîòû áåç ïîëíîãî çàíåñåíèÿ îáðàáà-

òûâàåìîé òðàåêòîðèè ñ âíåøíåãî íîñèòåëÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà

òðàåêòîðèè N íå îãðàíè÷åíà.

Âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äëÿ íèæåñëåäóþùåãî ïðèìåðà íà âû÷èñëèòåëå PC-AT-386

ïî ó÷àñòêó òðàåêòîðèè äëèíîé 1.5 ñ ñîñòàâëÿåò 7�9 ñ. Ïðè îòêëþ÷åíèè ñîâìåñòíîãî ñ

èäåíòèôèêàöèåé îöåíèâàíèÿ ñèãíàëîâ âðåìÿ óìåíüøàåòñÿ äî 2�3 ñ. Äàëüíåéøåå ñîêðà-

ùåíèå â 3�5 ðàç ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî íàïèñàíèåì ïðîãðàìì íà ÿçûêå íèçêîãî óðîâíÿ

è ðàñïàðàëëåëèâàíèåì àëãîðèòìîâ. Ýòî ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèé â ðåàëüíîì

âðåìåíè, ïðè ìîùíîñòè âû÷èñëèòåëÿ îêîëî 2 ìëí. îïåðàöèé â ñåêóíäó è îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè 0.5�2Ìá (â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè ìîäåëè). Â îòñóòñòâèå èçìåðèòåëüíûõ

âîçìóùåíèé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê èñòèííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ çà îäèí øàã, íåçà-

âèñèìî îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ñèñòåìû èç äâóõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:{
α̇ = cαα + ω + cϕϕ

ω̇ = mαα + mωω + mϕϕ
(3.7.28)

Â êà÷åñòâå íàáëþäåíèÿ (L = 1) ïðèíèìàëñÿ îòðåçîê òðàåêòîðèè, ïîñòðîåííûé ìå-

òîäîì Ýéëåðà ïî ñèñòåìå (3.7.28) ñ ýòàëîííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ cα , cϕ ,

mα , mω , mϕ (ñì. òàáë. 2). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå. Âõîäíûå ñèãíàëû äâóõ òèïîâ:

à) N-îáðàçíàÿ ïåðåêëàäêà íà ïðîòÿæåíèè ïîëîâèíû èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ (ìåòêà �ï�

â òàáë. 2) è á) ñèãíàë èç çàìêíóòîãî êîíòóðà ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ (ìåòêà �ê�

â òàáë. 2). Äëèíà îáðàáàòûâàåìîãî ó÷àñòêà ðàâíà 1.5 ñ � äåñÿòîé äîëå õàðàêòåðíîãî

âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Äèñêðåòíîñòü � 50 òî÷åê íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ.

Íîðìàëüíûå âîçìóùåíèÿ ìîäåëèðîâàëèñü äàò÷èêîì ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Îòíî-

ñèòåëüíîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå øóìà, äîáàâëåííîãî ê ñèãíàëàì α , ω , ϕ ,

ñîñòàâëÿëî σ=5, 20 è 100%.

Â ñëó÷àå σ=100% íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáèðàëèñü èç èíòåðâàëà [−20.; 20.] .

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà � 6�12 èòåðàöèé. Ñ óìåíüøåíèåì àìïëèòóäû øóìà â

ïÿòü ðàç (σ=20%) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èäåò óñòîé÷èâî äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èç

èíòåðâàëà [−200.; 200.] . Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè � 5�8 èòåðàöèé.

Ïðèíóäèòåëüíîå ñîêðàùåíèå ÷èñëà èòåðàöèé äî 3-õ óõóäøàåò ñâîéñòâà îöåíîê íåçíà-

÷èòåëüíî � ìåíåå, ÷åì íà 1%.

Ïðè 50 ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèÿõ øóìà áûëè âû÷èñëåíû ñòàòèñòèêà Ñòüþäåíòà t [52]

è ñ. ê. î. Σ îöåíîê ïàðàìåòðîâ:

t = (X̄ − E) ∗ n1/2/Σ ,

Σ = [D/(n− 1)]1/2, n = 50 ,

ãäå X̄ � ñðåäíåå çíà÷åíèå îöåíêè ïàðàìåòðà, D � ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îöåíêè
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îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, E � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè âû÷èñ-

ëåíû õàðàêòåðèñòèêè îöåíîê ëèíåéíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáë. 2. Ðÿäîì ñ êàæäûì çíà÷åíèåì ìîäóëÿ ñòàòèñòèêè

t ÷åðåç çíàê äðîáè (/) óêàçàí óðîâåíü çíà÷èìîñòè p â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê (ïî òàáë. 5 èç [52]).

Òàáëèöà 2

Ïàðàìåòð Ìåòîä

îöåíè-

âàíèÿ

Òèï

âõîä-

íîãî

ñèãíà-

ëà

cα cϕ mα mω mϕ

σ,

%

Ýòàëîí,

E
−0.086 −0.0072 −0.860 −0.049 −0.830

1.0/0.3 0.2/0.8 1.2/0.2 0.6/0.5 0.6/0.6 ÂÌ ï
0.03/0.9 0.5/0.6 1.8/ ∗ 1.6/0.1 7.0/ ∗ ÌÍÊ 100
0.09/0.9 0.1/0.9 0.3/0.8 0.9/0.4 0.6/0.5 ÂÌ ê
0.08/0.9 1.1/0.3 0.15/0.9 0.7/0.5 3.1/ ∗ ÌÍÊ

0.04/0.9 0.7/0.5 0.8/0.4 0.7/0.5 0.2/0.9 ÂÌ ï
|t|/p 0.06/0.9 0.03/0.9 2.0/ ∗ 1.0/0.3 4.8/ ∗ ÌÍÊ 20

0.2/0.9 0.5/0.6 1.2/0.2 1.4/0.2 0.03/0.9 ÂÌ ê
0.7/0.5 1.7/ ∗ 0.1/0.9 0.4/0.7 2.5/ ∗ ÌÍÊ

0.1/0.9 1.1/0.3 0.8/0.4 0.6/0.5 0.1/0.9 ÂÌ ï
0.3/0.8 0.5/0.6 0.6/0.5 0.6/0.5 1.6/0.1 ÌÍÊ 5
0.2/0.9 0.5/0.6 1.2/0.2 1.4/0.2 0.2/0.8 ÂÌ ê
0.8/0.4 1.8/ ∗ 0.9/0.4 0.8/0.4 0.7/0.5 ÌÍÊ

0.5 0.10 1.8 0.90 0.24 ÂÌ ï
1.0 0.25 6.2 0.93 0.49 ÌÍÊ 100
0.44 0.14 1.5 1.1 0.38 ÂÌ ê
0.87 0.81 4.7 2.3 1.30 ÌÍÊ

0.09 0.019 0.32 0.18 0.046 ÂÌ ï
Σ 0.12 0.026 0.64 0.18 0.058 ÌÍÊ 20

0.08 0.029 0.26 0.19 0.073 ÂÌ ê
0.21 0.070 0.70 0.43 0.120 ÌÍÊ

0.022 0.0046 0.079 0.045 0.012 ÂÌ ï
0.026 0.0051 0.099 0.047 0.014 ÌÍÊ 5
0.020 0.0074 0.067 0.047 0.018 ÂÌ ê
0.051 0.0120 0.130 0.078 0.024 ÌÍÊ

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê âàðèàöè-

îííîãî ìåòîäà (ÂÌ) è ëèíåéíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Îáîçíà÷åíèÿ

äàíû ïî òåêñòó. Çíà÷îê ¾*¿ ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ çíà÷èìîñòè p < 0.1 .
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Êàê âèäíî èç òàáëèöû, äëÿ îöåíîê ÂÌ ìîäóëü t íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 1.4, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ çíà÷èìîñòè p > 0.2 . Ýòî ãîâîðèò â ïîëüçó íåñìåùåííîñòè îöåíîê

âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Äëÿ îöåíîê ÌÍÊ òàêîãî âûâîäà ñäåëàòü íåëüçÿ.

Çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì, ñ. ê. î. îöåíîê ÂÌ â 1.1�10 ðàç ìåíüøå ñ. ê. î. îöåíîê ÌÍÊ.

Óâåëè÷åíèå äëèíû çàïèñè â 2 ðàçà � äî 1/5 âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà � óìåíü-

øàåò ñìåùåíèÿ è ñ. ê. î. îöåíîê ÂÌ cα , mα , mϕ â 1.5�2 ðàçà, ñâîéñòâà îöåíîê cϕ , mω

ïðè ýòîì íå óëó÷øàþòñÿ (ïðè âõîäíîì ñèãíàëå òèïà �ê� è σ=20%).

3.7.5 Ïðèìåð èòåðàöèé ÎÐ â çàäà÷å ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè

âåêòîðà íàáëþäåíèé

Ïðèâåäåì òåêñò ïðîãðàììû íà ÿçûêå âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäû Scilab [5] äëÿ äåìîíñòðà-

öèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà (3.3.12) â çàäà÷å ñ âîçìóùåíèåì â íåâÿçêå. Ýòà çàäà÷à ñâî-

äèòñÿ ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å (3.3.12) ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà íàáëþäåíèé

ž .

Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (3.1.1): p = 2 , r = 1 , m = 0 , N = 100 . ×èñëî òðàåêòîðèé

L = 1 . Óðàâíåíèå èäåíòèôèöèðóåìîãî îáúåêòà:

z∗[k + 2] + γ∗1z
∗[k + 1] + γ∗0z

∗[k] = c∗e∗[k], e[k] ∈ N(0, σ2),

σ = 0.1 , c∗ = 0.1 . Âåêòîð îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ: θ = (γ0; γ1) . Çíà÷åíèÿ γ∗i èñòèí-

íûõ ïàðàìåòðîâ âûáðàíû èñõîäÿ èç æåëàåìîãî âèäà ðåøåíèÿ ïðè e∗[k] = 0 :

z[k] = A exp(−k/50) · sin(4π ∗ k/50 + ϕ0), k ∈ 1, 100.

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ îáúåêòà:

G∗z∗ + c∗Ie∗ = 0,

ìàòðèöà G∗ = Gθ∗ ïðåäñòàâëåíà â (0.0.15). Ìàòðèöà ìîäåëè: A = (Gθ, c
∗I) . Âåêòîð

ïðîöåññà ìîäåëè: y = ( ze ) . Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ:

J(θ) = min
Aθy=0

‖y̌ − y‖2.

Íàáëþäåíèÿ: y̌ = ( ž0 ) , ž = z∗ + η . Â òåêñòå ïðîãðàììû η = 0 . Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

(îöåíêà) ïðîöåññà: ŷ =
(
I − A>

(
AA>

)−1
A
)
y̌
.
= ( ẑê ) .

// Scilab
N=100;
// К-ты диф. уравнения
p=2; c=0.1; // к-т при невязке в уравнении
sigma_e=0.1; // амплитуда (с.к.о.) невязки при моделировании (до 2.0)
a=-1/50; b=2*%pi*2/50; g1=-2*a; g0=a^2+b^2; g=[g0;g1;1];
// Интервал дискретизации
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tau=1;
// К-ты разностного уравнения
T=[1 -tau tau^2/2 ; 1 0 0; 1 tau tau^2/2 ]; gamma=inv(T’)*g;
gamma=gamma/gamma(length(gamma));
// Моделирование наблюдений
z=zeros(N)’; z(1)=1; z(2)=1; em=zeros(N-p)’;
for k=1:N-p
em(k)= grand(1,1,’nor’, 0, sigma_e);
z(k+p)=-gamma(1:length(gamma)-1)’*z(k:k+p-1) - em(k);
end
// Дополнение наблюдений нулями
xm = [z;zeros(N-p,1)];
// Матрица разностной системы
row=[gamma’ zeros(1,N-p-1) ] ; col=[gamma(1) ; zeros(N-p-1,1) ];
G=toeplitz(col,row);
A=[G c*eye(N-p,N-p)];
// Проектор на подпространство решений системы
C = inv(A*A’); Pi = eye(A’*A) - A’*C*A;
// Оценка траектории
xp = Pi * xm; zp = xp (1:N); ep = xp (N+1:N+N-p);
//// Итерации по параметрам:
// Матрица наблюдений:
V=zeros(N-p,p+1); for k=1:p+1 V(:,k)=z(k:N-p-1+k); end
// Начальное значение параметров:
theta=[g0;g1] //[1;1]; // [g0;g1];
v=2; // (размерность theta)
phi=[theta;1];
// Связь коэффициентов с параметрами:
Dg=[ 1 0; 0 1; 0 0]; dg=[0;0;1]; D=inv(T’)*Dg; d=inv(T’)*dg; Dv=[D,d];
D0=[D;zeros(1,v)]; d0=[d;c];
Dv0=[D0,d0];
// Матрицы для итераций ОР:
P=Dv’*V’*V*Dv; Pinv=inv(P); B=Dv0’*Dv0;
// итерации:
for k=1:10 tt = Pinv*B*phi; phi = tt/tt(length(tt)); phi’ end
// эталон:
etalon=[g0 g1 1]
// оценка траектории по оценкам параметров:
gamma=Dv*phi; row=[gamma’ zeros(1,N-p-1) ] ; col=[gamma(1) ; zeros(N-p-1,1) ];
G=toeplitz(col,row); A=[G c*eye(N-p,N-p)]; C = inv(A*A’); Pi = eye(A’*A) - A’*C*A;
xp = Pi * xm; zp = xp (1:N); ep = xp (N+1:N+N-p);
plot(z); plot(zp,’g’); plot(ep,’r’); plot(em,’b’)
// конец программы
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Íà ðèñóíêå çåëåíûì è êðàñíûì îòîáðàæåíû îöåíêè ïðîöåññà ẑ è íåâÿçêè ê , ñèíèì �

íàáëþäåíèÿ ž è ïðîöåññ íåâÿçêè e .

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
(
θ>, 1

)
:

1 1 1

Èòåðàöèè ÈÏ ÑÂ (ðàçäåë 3.7.3):

0.0502308 0.0123312 1.

0.0497862 - 0.0003573 1.

0.0497858 - 0.0004678 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

0.0497858 - 0.0004688 1.

Ýòàëîí
(
θ∗>, 1

)
= (γ∗0 , γ

∗
1 , 1) :

0.0635655 0.04 1.
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3.7.6 Ïðîâåðêà ñîñòîÿòåëüíîñòè (ê òåîðåìå 3.4.1)

Ïðèâåäåì òåêñò ïðîãðàììû íà Scilab äëÿ ÷èñëåííîé ïðîâåðêè ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê

ÂÌ â ïðåäåëå L→∞ . Ñèñòåìà òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå 3.7.5, íî áåç øóìà â

íåâÿçêå: e∗ = 0 , c∗ = 0 . Óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî M = 50 ðåàëèçàöèÿì øóìà (ïðè

M = 500 ðåçóëüòàòû ïðèìåðíî òå æå). Ýòàëîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: θ∗1 = 0.0636 ,

θ∗2 = 0.004 . Îñòàëüíûå äåòàëè ðàñ÷åòîâ âèäíû èç òåêñòà ïðîãðàììû.

// Исследуется зависимость дисперсии и смещения оценок от L
// L меняется от 1 до Lmax.
// Для каждого L проводится стандартный эксперимент по числу реализаций шума
// от 1 до M с накоплением среднего и с.к.о. оценок параметров
//Длина траектории (40)
N=40;
// амплитуда (с.к.о.) ошибок наблюдений
sigma=1;
// Число реализаций шума для вычисления с.к.о. и среднего оценок (50)
M=50;
// К-ты диф. уравнения (эталон)
p=2; //(порядок уравнения)
a=-1/50; b=2*%pi*2/50; g1=-2*a; g0=a^2+b^2; g=[g0;g1;1];
// Интервал дискретизации
tau=1;
// К-ты разностного уравнения (эталон)
T=[1 -tau tau^2/2 ; 1 0 0; 1 tau tau^2/2 ]; // (тейлоровская матрица)
gamma0=inv(T’)*g;
gamma0=gamma0/gamma0(length(gamma0));
v=2; // (размерность theta)
theta_etalon=[g0;g1]; // (эталон параметров)
// Начальное значение параметров:
theta0=[1;1]; //[1;1]; // [g0;g1];
// Связь коэффициентов разн. уравнения с параметрами:
Dg=[1 0; 0 1; 0 0]; dg=[0;0;1]; // матрицы перехода от theta к диф.уравн.g
D=inv(T’)*Dg; d=inv(T’)*dg; // матрицы перехода от theta к разн.уравн. gamma0,1
Dv=[D,d];
// Число отрезков траекторий
L=480;
//// Стат. эксперимент для данного значения L
z_all=zeros(N,1);// (накопитель отрезков траекторий)
//накопится матрица размера (N,L+1) (первый столбец нулевой)
for l=1:L // насчитывание L отрезков траекторий без шума
z=zeros(N,1);
// Случайные нач. условия
z(1)=grand(1,1,’nor’, 0, 2);
z(2)=grand(1,1,’nor’, 0, 2);
for k=1:N-p z(k+p)=-gamma0(1:length(gamma0)-1)’*z(k:k+p-1);
end//k
z_all=[z_all, z];
end//l (конец цикла насчитывания отрезков траекторий)
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// Цикл по разным реализациям шума
// Накопитель значений вектора параметров
theta_all=theta_etalon; // (первый столбец -- эталон)
// накопится до размера (p,M+1)
for m=1:M
V_all=zeros(N-p,p+1);// (накопитель L матриц V)
//накопится матрица размера ((N-p)*(L+1),p+1)
//(первая клетка размера (N-p,p+1) нулевая)
for l=1:L // добавляем шум к каждому отрезку от 1 до L
zm=zeros(N,1);
for k=1:N zm(k)=z_all(k,l+1) + grand(1,1,’nor’, 0, sigma);
end//k
// Формируем матрицу наблюдений:
V=zeros(N-p,p+1);
for k=1:p+1 V(:,k)=zm(k:N-p-1+k); end
V_all=[V_all;V]; // (накопление матриц наблюдений для L отрезков)
end //l (конец добавления шума ко всем отрезкам наблюдений)
//// Итерации по параметрам:
// Начальное значение матриц:
phi=[theta0;1]; gamma1=Dv*phi;
row=[gamma1’ zeros(1,N-p-1) ]; col=[gamma1(1) ; zeros(N-p-1,1) ];
G=toeplitz(col,row); C = inv(G*G’);
// итерации ИП СВ:
phi_print=phi’; //(накопитель значений phi’ на итерациях)
for k=1:8 // (число итераций)
// Матрицы для итераций ВМ:
VTCV=zeros(p+1,p+1);
for l=1:L V=V_all( (l)*(N-p)+1:(l+1)*(N-p) , 1:p+1 ); VTCV=VTCV+V’*C*V;
end//l
VTCV=(1/L)*VTCV;
P=Dv’*VTCV*Dv;
Pinv=inv(P);
B=Dv’*Dv; tt = Pinv*B*phi; phi = tt/tt(length(tt));
phi_print=[phi_print;phi’];
gamma1=Dv*phi;
row=[gamma1’ zeros(1,N-p-1) ];
col=[gamma1(1) ; zeros(N-p-1,1) ];
G=toeplitz(col,row); C = inv(G*G’);
end//k (конец итераций)
//Запись значения параметров в конце итераций:
theta=phi(1:p); theta_all=[theta_all, theta]; //phi_print
// (печать значений phi’ на разных итерациях)
end//m (конец цикла разных реализаций шума)
// Расчет среднего и с.к.о. параметров:
theta_mean=zeros(p,1);
for m=1:M theta_mean = theta_mean + theta_all(:,m+1);
end
theta_mean = (1/M)*theta_mean; theta_sko=zeros(p,1);
for m=1:M theta_sko = theta_sko + (theta_all(:,m+1) - theta_mean).^2 ;
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end
theta_sko = sqrt( (1/M)*theta_sko ); theta_err = theta_mean - theta_etalon;
// Печать:
N
sigma
M
L
theta_etalon’
theta_err’
theta_sko’
//// Оценка траектории по оценкам параметров:
//Pi = eye(G’*G) - G’*C*G; zp = Pi * zm; plot(z); plot(zm,’g’); plot(zp,’r’);
// конец программы

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ:

L ∆θ1 ∆θ2 ñ. ê. î. θ1 ñ. ê. î. θ2

10 0.0000417 0.0004888 0.0004824 0.0021715

40 - 0.0000391 0.0000042 0.0001597 0.0008917

160 0.0000170 - 0.0000908 0.0000846 0.0004014

480 - 0.0000075 - 0.0001547 0.0000458 0.0002573

Èç òàáëèöû õîðîøî âèäíà çàâèñèìîñòü ñ. ê. î. ∼ L− 1/2 .
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Ãëàâà 4

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

Âåðîÿòíîñòü ... �åñòü òîëüêî ñðåäñòâî äëÿ óñëîâíîãî ñðàâíåíèÿ

äîñòîèíñòâà ðàçëè÷íûõ íàáëþäåíèé�

(À.À.Ìàðêîâ (1916) [91, ñ.525-535])

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âàðèàöèîííûõ îöåíîê (òåîðå-

ìû 4.1.2, 4.1.3) è óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä ðàñïðåäåëåíèé íàáëþäåíèé, ïðè êîòîðûõ âàðèà-

öèîííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè (òåîðåìà 4.4.2).

Ñóùåñòâåííî, ÷òî âñå âûêëàäêè èñïîëüçóþò ñâîéñòâî êëåòî÷íîé òåïëèöåâîñòè ìàò-

ðèöû Gθ ïðè p > 0 . Ñèñòåìû ïîðÿäêà p = 0 íàèáîëåå ïîëíî áûëè èññëåäîâàíû

Ó.Ôóëëåðîì (1987) [154]. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îäíà èç îñíîâíûõ òåîðåì Ó.Ôóëëåðà

(òåîðåìà 4.1.5 [154] îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ) ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðå-

ìû 4.1.2 (ñì. íèæå). Êðîìå òîãî, ìû ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îïòèìàëüíîñòè

âàðèàöèîííûõ (îðòîðåãðåññèîííûõ) îöåíîê ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ íèæíåé ãðàíèöåé â èí-

ôîðìàöèîííîì íåðàâåíñòâå Êðàìåðà�Ðàî, âïåðâûå âû÷èñëÿÿ ýòó ãðàíèöó. Ýòè âàæíûå

âîïðîñû íå îñâåùàëèñü â ìîíîãðàôèè [154]. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå â ýòîé ãëàâå òåîðåìû

ÿâëÿþòñÿ ïî ñóùåñòâó íîâûìè.

Âïåðâûå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ÂÌ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû-

ìè (ò. å. èõ äèñïåðñèÿ ñîïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé â èíôîðìàöèîííîì íåðàâåíñòâå

Êðàìåðà�Ðàî) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ( %/σ)2 → ∞ , ãäå ( %/σ)2 åñòü îòíîøåíèå äèñïåð-

ñèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàøóìëåííûõ ïðîöåññîâ (òðàåêòîðèé) ñèñòåìû ê äèñïåðñèè øó-

ìîâ íàáëþäåíèé (òåîðåìà 4.4.2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îðòîðåãðåññèîííûé ìåòîä ñ öå-

ëåâîé ôóíêöèåé ÂÌ (òèïà À.Î.Åãîðøèíà, GTLS èëè STLS) ñòàòèñòè÷åñêè îïòèìàëåí

â óñëîâèÿõ íàèáîëüøåé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè �èñòèííûõ� ïðîöåññîâ (òðàåêòî-

ðèé) èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìû. Ýòîò îðèãèíàëüíûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó,

ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îñìûñëèòü èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå îðòî-

ðåãðåññèîííûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ.

Èç ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ñâîéñòâàì îöåíîê ÎÐ ìîæíî

óïîìÿíóòü ñòàòüþ [211], ãäå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè ìå-

òîäà ìîìåíòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå p = 0 , r = 1 . Ñóäÿ ïî îáçîðíûì

181



ñòàòüÿì [157, 245], ñëó÷àé p > 0 èññëåäóåòñÿ òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ

ðåêóððåíòíîãî ÌÍÊ (ò. å. ïðÿìûõ ìåòîäîâ, ñì. ââåäåíèå).

4.1 Èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ

Ñíà÷àëà èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèîííîå íåðàâåíñòâî [63, ñ. 121, 359], âû÷èñëèì íèæíþþ

ãðàíèöó äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìó-

ùåíèé η∗(i) . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ñèñòåì (m = 0 ) ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè

ðåøåíèÿìè áëèçêèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòàõ Ì.Îñáîðíà è Ã.Ñìèòà (1991,

1995) [220, ðàçäåë 7], [221, òåîðåìà 4.1].

Òåîðåìà 4.1.1. Â çàäà÷å (3.2.1) ñ L = 1 , z∗(1) = z∗ è η∗(i) ∈ N(0, σ2I) ïðè óñëîâèè ïîë-

íîòû (3.2.4) íèæíÿÿ ãðàíèöà Êðàìåðà�Ðàî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè îöåíîê

ïàðàìåòðà θ∗ èìååò âèä

lim
L→∞

covL
1/2 (θL − θ∗) > σ2

(
D>V >∗ CV∗D

)−1
. (4.1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó H = H(θ) (3.3.21). Ïóñòü Hx,0 � áàçèñ ëè-

íåéíîé îáîëî÷êè ñòðîê ïîäìàòðèöû Hx
.
= (C;CA; . . .) . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðîêè Hx,0 ∈ Rn×n ðàñïîëîæåíû íà ïåðâûõ ìåñòàõ â Hx (â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íàäî ïåðåóïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû âåêòîðà z ). Ïóñòü zy,0 � âåêòîð èç ïåðâûõ n

êîìïîíåíò z ; îáîçíà÷èì z
.
= (zy,0; zy; zu) , zu

.
= (u1; . . . ;uN) . Òàêæå îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ãðóïïû ñòîëáöîâ â ìàòðèöå G ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3.1):

G
.
=
(
Gy,0 Gy Gu

)
. (4.1.2)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå F
.
=

 0

−
(
Gy

)−1

0

 .

Óòâåðæäåíèå 4.1.1. Ïóñòü ž = z + η , z = H(θ)w , η ∈ N(0, K) , detK 6= 0 . Òî-

ãäà èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðå χ = (w; θ) â ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èíû ž îïèñûâàåòñÿ

ìàòðèöåé

I (θ, w) =

(
D>V >F>K−1FV D D>V >F>K−1H

H>K−1FV D H>K−1H

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1.1) åñòü R (H) , ãäå ìàòðè-

öà H
.
= H(θ) äàíà â (3.3.21). Îïèøåì ñïåöèàëüíûé áàçèñ â R (H) , íàèáîëåå ïðîñòî

ñâÿçàííûé ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû G (3.3.1), (4.1.2).
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Ñîãëàñíî (4.1.2) âûäåëèì ãðóïïû ñòðîê â ìàòðèöàõ Hx è Hu :

Hx
.
=

Hx,0

Hx

0

 , Hu
.
=

Hu,0

Hu

I

 , H
.
=

 Hx,0 Hu,0

Hx Hu

0 I

 .

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ z = Hw ñëåäóåò zy,0 = Hx,0x0 +Hu,0zu , zy = Hxx0 +Huzu . Ââåäåì

âåêòîð ïåðåìåííûõ

w]
.
= (zy,0 ; zu) = Tw, T

.
=

(
Hx,0 Hu,0

0 I

)
.

Òîãäà

z = Hw = H]w], H] .= HT−1, H] .=

 I 0

H
]

x H
]

u

0 I

 .

Âûðàçèì H] ÷åðåç ýëåìåíòû G . Â ñèëó ðàâåíñòâà Gz = 0 èìååì

GH] =
(
Gy,0 , Gy , Gu

) I 0

H
]

x H
]

u

0 I

 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò H
]

x = −
(
Gy

)−1
Gy,0, H

]

u = −
(
Gy

)−1
Gu . Îáîçíà÷èâ F

.
= −

(
Gy

)−1
,

çàïèøåì

H] .=

 I 0

FGy,0 FGu

0 I

 . (4.1.3)

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåê-

òîðà ž ïðè ôèêñèðîâàííîì χ
.
=
(
θ;w]

)
èìååò âèä:

p(ž|χ) = C0 exp
{
−1

2
‖η‖2

K−1

}
= C0 exp

{
−1

2
‖ž −H](θ)w]‖2

K−1

}
.

Èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà I (χ) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè [63, c. 119]:

I (χ)
.
= ‖I ij(χ)‖, I ij(χ) = M

∂

∂χi
log p(ž|χ)

∂

∂χj
log p(ž|χ).

Îáîçíà÷èì

l
.
= log p(ž|χ)− logC0 = −1

2
‖ž −H](θ)w]‖2

K−1 . (4.1.4)

Òîãäà

I (χ) =

∫ (
∂l

∂χ

)(
∂l

∂χ

)>
p(ž|χ) dž =

∫ (
∂l

∂χ

)(
∂l

∂χ

)>
p(z + ξ |χ) dξ.
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Èç (4.1.4) ñëåäóåò

∂l

∂χ
=

(
∂l

∂θ
,
∂l

∂w]

)
,

∂l

∂θ
= w]>

∂H]>

∂θ
K−1η,

∂l

∂w]
= H]>K−1η. (4.1.5)

Âû÷èñëèì ∂H]

∂θ
w] , èñõîäÿ èç ôîðìóëû äëÿ ïðèðàùåíèé:

dH] =

 0 0

dH
]

x dH
]

u

0 0

 =
∂H]

∂θ
dθ.

Ó÷èòûâàÿ (4.1.3), ïîëó÷àåì

dH
]

x = F
(
dGy

)
FGy,0 + FdGy,0, dH

]

u = F
(
dGy

)
FGu + FdGu.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(
dH]

)
w] = F

 0(
dGy

)
FGy,0zy,0 + (dGy,0) zy,0 +

(
dGy

)
FGuzu + (dGu) zu

0

 .

Ïðèâëåêàÿ ðàâåíñòâî Gy,0zy,0 +Gyzy +Guzu = 0 , ïîëó÷èì

(
dH]

)
w] = F

 0(
dGy

)
zy + (dGy,0) zy,0 + (dGu) zu

0

 =

=

 0

F
(
dG
)
z

0

 =

 0

FV Ddθ

0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂H]

∂θ
w] =

 0

FV (z)D

0

 , z = H]w]. (4.1.6)

Èç (4.1.5), (4.1.6) ñëåäóåò

I (χ) =

 M ∂l
∂θ

∂l>

∂θ M ∂l
∂θ

∂l>

∂w]

M ∂l
∂w]

∂l>

∂θ M ∂l
∂w]

∂l>

∂w]

 =

=

(
D>V >F>K−1FV D D>V >F>K−1H]

H]>K−1FV D H]>K−1H]

)
,
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V = V (z), z = H]w], F
.
=

 0

F

0

 =

 0

−
(
Gy

)−1

0

 .

Ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ w = T−1w] ïîëó÷èì

I (θ, w) =

(
D>V >F>K−1FV D D>V >F>K−1H

H>K−1FV D H>K−1H

)
.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.1. Ïóñòü θL � îöåí-

êà ïàðàìåòðà θ∗ =
(
I 0

)( θ∗

w∗

)
. Òîãäà íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñ-

ïåðñèè θL îïðåäåëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííûì íåðàâåíñòâîì [63, ñ. 359]

covL
1/2 (θL − θ∗) >

(
I 0

)
I (θ∗, w∗)

−1

(
I

0

)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì âûðàæåíèè åñòü íèæíÿÿ ïðàâàÿ êëåòêà â îáðàòíîé èíôîðìàöèîí-

íîé ìàòðèöå I (θ∗, w∗)
−1 . Ïðè K = σ2I ïî ôîðìóëå Ôðîáåíèóñà [23, ñ. 57] ïîëó÷àåì

(
I 0

)
I (θ∗, w∗)

−1

(
I

0

)
= σ2

(
D>V >∗ F

>
[
I −H

(
H>H

)−1
H>
]
FV∗D

)−1

.

Ó÷òåì, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ åñòü ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöèðî-

âàíèÿ íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ G> :

I −H
(
H>H

)−1
H> = G>

(
GG>

)−1
G = G>CG.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè â èíôîðìàöèîííîì íåðàâåíñòâå:

covL
1/2 (θL − θ∗) > σ2

(
D>V >∗ F

>G>CGFV∗D
)−1

.

Ñîãëàñíî (4.1.2) GF = −I , ïîýòîìó

covL
1/2 (θL − θ∗) > σ2

(
D>V >∗ CV∗D

)−1
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü âû÷èñëèì àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ θL . Ïóñòü γij � ij -é ýëåìåíò ìàò-

ðèöû γθ èç (3.1.4), òîãäà ñòðîêà γi èìååò âèä

γi =
(
γi0, γ

i
1, . . . , γ

i
p

)
.
=
(
γi1, γi2, . . . , γit

)
, t

.
= (p+ 1)(r +m).
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Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû γij èíäåêñîì

q = i+ (j − 1)r, q ∈ 1, r(p+ 1)(r +m). (4.1.7)

Îáîçíà÷èì

Π
.
= I −G>CG, Eq

.
= Eij

.
=

∂G

∂γij
, ẑ

.
= Πž. (4.1.8)

Ìàòðèöà Eq
.
= Eij ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå íå

áîëåå îäíîé åäèíèöû.

Ðàñïîëîæèì ñòðîêè â G ñîãëàñíî (3.1.9). Ìàòðèöó V èç (3.1.9) ðàçîáüåì íà êëå-

òî÷íûå ñòîëáöû:

V =


V 0

. . .

0 V

 = Ir ⊗V
.
=
(
V1 . . . Vr

)
,

V1
.
=


V

0
...

0

 , . . . , Vr
.
=


0
...

0

V

 .

Îáîçíà÷èì Vij j -é ñòîëáåö ìàòðèöû Vi . Îòìåòèì, ÷òî Vij
.
= Vq åñòü ñòîëáåö ìàòðè-

öû V , ïîðÿäêîâûé íîìåð q êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïî äâîéíîìó èíäåêñó ij ñîãëàñíî

ïðàâèëó (4.1.7).

Ñèìâîëîì ∗ îáîçíà÷àåì ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö: SpA∗B =
∑
AiiBii .

Òåîðåìà 4.1.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.4.1 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïî-

íåíòû êàæäîãî èç âåêòîðîâ âîçìóùåíèé η∗(i) åñòü íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå íà R ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì èç êëàññà M4(0, σ2, 0, ω4) , ò. å.

èìåþò íóëåâûå 1-é è 3-é ìîìåíòû, 2-é ìîìåíò σ2 è 4-é ìîìåíò ω4 . Òîãäà îð-

òîðåãðåññèîííàÿ îöåíêà θL âèäà (3.3.13) èëè (3.3.12) àñèìïòîòè÷åñêè ïî L → ∞
íîðìàëüíà ñ äèñïåðñèåé, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèÿìè

(1) covL
1/2 (θL − θ∗) −→

L→∞
(M J ′′1 )

−1 (
M J ′1J

′>
1

)
(M J ′′1 )

−1
,

(2) M J ′1J
′>
1 = σ2

M J ′′1 + σ4D>X>XD + (ω4 − 3σ4)D>Y >Y D,

(3) M J ′′1 = MD>V >∗ CV∗D,

D>X>XD
.
= 1

σ2 MD>
(
V̂ − V∗

)>
C
(
V̂ − V∗

)
D =

(4) = D>
∥∥Sp ΠE>q CElΠ

∥∥q
l
D

.
= D> ‖xkl‖ql D,
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Y >Y
.
= ‖ykl‖ql =

∥∥Sp
(
W>
q ∗Wl

)∥∥q
l
, Wl

.
= G>CElΠ,

(5) y2
ql 6 xqqxll,

V̂
.
= V (ẑ), V∗

.
= V (z∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå, ðàçäåë 4.6.1.

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ η∗(i) ∈ N(o, σ2) ïîëó÷àåì ω4 =

3σ4 , âñëåäñòâèå ÷åãî òðåòüå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (2) òåîðåìû îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Äëÿ îöåíîê ÎÐ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé G íà GOR è V íà

VOR .

Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííûå îöåíêè (3.3.16). Îíè îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî âûðàæå-

íèå G>
(
GORG

>
OR

)−1
G â öåëåâîé ôóíêöèè (3.3.16)

JM(θ) = ϑ>D̃>V̌ >CORV̌ D̃ϑ = ž>G>
(
GORG

>
OR

)−1
Gž

óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ìàòðèöåé ñî ñâîéñòâîì Π2 = Π , êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ

îöåíîê ÎÐ è ÂÌ. Ýòîò ôàêò ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò îòäåëüíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëü-

ñòâà, â ñèëó ÷åãî äëÿ îöåíîê ÎÐÌ íåêîòîðûå èç òî÷íûõ âûðàæåíèé çàìåíÿåì îöåíêàìè

ñâåðõó.

Òåîðåìà 4.1.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1.2 ìîäèôèöèðîâàííàÿ îðòîðåãðåññèîííàÿ îöåí-

êà θL èç (3.3.16) àñèìïòîòè÷åñêè ïî L → ∞ íîðìàëüíà ñ äèñïåðñèåé, îïðåäåëÿåìîé

âûðàæåíèÿìè

(1) covL
1/2 (θL − θ∗) −→

L→∞
(M J ′′1 )

−1 (
M J ′1J

′>
1

)
(M J ′′1 )

−1
,

(2) M J ′1J
′>
1 = σ2

MD>V >∗ CORV∗D + σ4D>WD,

0 < W < c1I,

c1
.
= r

(
σ−4ω4 +N(r +m)− 1

)
N2(p+ 1)3(r +m)2Sp

(
γ>θ γθ

)−1
.

(3) M J ′′1 = MD>V >∗ CORV∗D + σ2Sp
(
CORC

−1
)′′
θθ
,

(4) Sp
(
CORC

−1
)′′
θθ
6 4 (p+ 1)

3/2 N2 (r +m)2 ‖DD>‖Sp
(
γ>θ γθ

)−1
.

V∗
.
= V (z∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå, ðàçäåë 4.6.2.
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Ñëåäñòâèå 4.1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 4.1.2, 4.1.3. Òîãäà â ïðåäåëå σ → 0

çíà÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ äèñïåðñèé îöåíîê ÂÌ, ÎÐ è ÎÐÌ ðàâíû ïåðâûì ñëàãàå-

ìûì â ôîðìóëàõ (2) óòâåðæäåíèé òåîðåì:

covL1/2 (θL − θ∗) −→
L→∞

σ2 (M J ′′1 )
−1
, σ → 0,

ãäå äëÿ îöåíîê ÂÌ

M J ′′1 −→
σ→0

MD>V >∗ CV∗D, (4.1.9)

äëÿ îöåíîê ÎÐÌ

M J ′′1 −→
σ→0

MD>V >∗ CORV∗D, (4.1.10)

è äëÿ îöåíîê ÎÐ

M J ′′1 −→
σ→0

MD>V >OR∗CORVOR∗D. (4.1.11)

Íàïîìíèì, îöåíêà θL íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé, åñëè åå àñèìïòîòè-

÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé â èíôîðìàöèîííîì íåðàâåíñòâå (4.1.1)

[63, ñ. 359].

Ñëåäñòâèå 4.1.2. Ïóñòü âîçìóùåíèÿ ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî: η∗(i) ∈ N (0, σ2I) . Òî-

ãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííûõ z∗ = Hw∗ ïðè óñëîâèè ïîëíîòû M∗
.
=

{z∗} (îïðåäåëåíèå 3.2.1 è óòâåðæäåíèå 3.2.1) â ïðåäåëå σ → 0 îöåíêà ÂÌ ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïåðåìåííûå z∗ , w∗ ôèêñèðîâàíû, òî â (4.1.9) îïóñêàåòñÿ çíàê

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, è äàëåå òåîðåìà 4.1.1.

4.2 Ñëó÷àé íàáëþäåíèé îäíîé òðàåêòîðèè (îöåíêà ÌÏ)

Ïóñòü äàíû íàáëþäåíèÿ

ž(i) = z∗ + η(i), i = 1, L, (4.2.1)

òðàåêòîðèè z∗ , Gz∗ = 0 , G = Gθ . Ãèïîòåòè÷åñêîé îøèáêîé íàáëþäåíèé íàçîâåì âåëè-

÷èíó

J = 1
L

L∑
1

‖ž(i) − ẑ‖2 = min
Gθz=0

1
L

L∑
1

‖ž(i) − z‖2. (4.2.2)

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ = θ̂ , ìèíèìèçèðóþùåå ãèïîòåòè÷åñêóþ

îøèáêó íàáëþäåíèé:

θ̂ = arg min
θ
J. (4.2.3)

Ýòî åñòü îöåíêà ïî âàðèàöèîííîìó ìåòîäó (3.3.11), (3.3.12), èëè îðòîðåãðåññèîííàÿ

îöåíêà (3.3.13), â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû Gθ (ñì. ðàçäåë 3.3),

íî ñ äîáàâëåííûì óñëîâèåì

∀ i ∈ 1, L ẑ(i) = ẑ, z(i) = z.

188



Â íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè (4.2.2), (4.2.3) ÿâëÿþòñÿ îöåí-

êàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÏ) è, êàê ñëåäñòâèå, àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâ-

íûìè (íàèëó÷øèìè) [13, ãë.2, ï.16]. Ïîäîáíîãî ðîäà îöåíêè ÌÏ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

îäíîðîäíûõ ñêàëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ( p > 0 , r = 1 , m = 0 ) èññëåäîâàëèñü

â [220, 221]. Ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåííûé âûðàæåíèÿìè (4.2.2),

(4.2.3), â ïðèìåíåíèè ê îäíîðîäíûì ñèñòåìàì â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ åùå ìîäèôè-

öèðîâàííûì ìåòîäîì äå Ïðîíè [219] è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè èçìåðåíèé

äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûìè ýêñïîíåíòàìè [220,221], ñèíóñîèäàìè [167,205], ñèíóñîèäàìè ñ

ýêñïîíåíöèàëüíûìè àìïëèòóäàìè [182].

Òåîðåìà 4.2.1. Ïðè óñëîâèè (4.2.1) è í. î. ð. η(i) ∈ N(0, σ2I) îöåíêà (4.2.2), (4.2.3)

åñòü îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÏ) è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ôàêòà, åå

äèñïåðñèÿ ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�Ðàî, óñòàíîâëåííîé â

òåîðåìå 4.1.1, ò. å. ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âñåõ íàáëþ-

äåíèé s
.
= 1

L

∑L
1 ži . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè θ̂ ïî íàáëþäåíèÿì ž(1), . . . , ž(L) äîñòàòî÷íî

çàìåíèòü íàáëþäåíèÿ åäèíñòâåííûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì s è L ñëàãàåìûõ â öåëåâîé

ôóíêöèè J çàìåíèòü îäíèì ñëàãàåìûì ñ L = 1 , ž(1) = s . Èíà÷å ãîâîðÿ:

Óòâåðæäåíèå 4.2.1. arg minθ J = arg minθ J̃ , ãäå J̃
.
= s>G>

(
GG>

)−1
Gs .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëèì îöåíêó òðàåêòîðèè

ẑ = arg min
Gz=0

1
L

L∑
1

‖ži − z‖2.

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû ẑ(i)
.
= Πž(i) , ãäå

Π
.
= I −G>

(
GG>

)−1
G

.
= I − Π̄.

Çàïèøåì îöåíêó òðàåêòîðèè â âèäå

ẑ = arg min
Gz=0

1
L

L∑
1

‖ž(i) − ẑ(i) + ẑ(i) − z‖2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðà ž(i) − ẑ(i) è ẑ(i) − z âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, èìååì

ẑ = arg min
Gz=0

1
L

L∑
1

‖ž(i) − ẑ(i)‖2 + ‖ẑ(i) − z‖2 =

= arg min
Gz=0

1
L

L∑
1

‖ẑ(i) − z‖2.
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Ïîèñê ìèíèìóìà ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ýëåìåíòàðåí (íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âñå òî÷êè

ẑ(i) , z ëåæàò â ïëîñêîñòè N (G) ) è ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó ẑ = 1
L

∑L
1 ẑ(i) . Òîãäà ìîæåì

íàïèñàòü:

ẑ = 1
L

L∑
1

ẑ(i) = 1
L

L∑
1

Πž(i) = Π 1
L

L∑
1

ž(i) = Πs.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå ïàðàìåòðà θ̂ = arg minθ J . Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî ôóíêöèÿ

ïîòåðü èìååò âèä

J = 1
L

L∑
1

‖ž(i) − Πs‖2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñðåäíèõ óêëîíåíèé ž(i) îò ñðåäíåãî: e(i)
.
= ž(i)−s . Òîãäà ìîæåì

çàïèñàòü

‖ž(i) − Πs‖ = ‖e(i) + (I − Π)s‖ .= ‖e(i) + Π̄s‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,

J = 1
L

L∑
1

‖e(i) + Π̄s‖2.

Îöåíêà θ̂ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ J ′θ = 0 . Ðàñïèøåì ïðîèçâîäíóþ, ïîëüçóÿñü òîæ-

äåñòâîì
(
a>a

)′
θ

= 2a>a′θ :

J ′θ = 1
L

L∑
1

(
‖e(i) + Π̄s‖2

)′
θ

= 1
L

L∑
1

2
(
e(i) + Π̄s

) (
Π̄s
)′
θ
.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è âûïîëíåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ââèäó ðàâåíñòâà
1
L

∑L
1 e(i) = 0 îáðàòèòñÿ â íîëü, è ïîëó÷èì

J ′θ = 2
L

L∑
1

(
Π̄s
) (

Π̄s
)′
θ
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òî÷íî òàêóþ æå ïðîèçâîäíóþ J̃ ′θ = J ′θ èìååò ôóíêöèÿ ïîòåðü

J̃ = 1
L

L∑
1

(
Π̄s
)> (

Π̄s
)

=
(
Π̄s
)> (

Π̄s
)

= s>Π̄s = s>G>
(
GG>

)−1
Gs.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çàäà÷å ïîëó÷åíèÿ îöåíêè θ̂ ïî åäèí-

ñòâåííîìó íàáëþäåíèþ, ðîëü êîòîðîãî èãðàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå s = 1
L

∑L
1 ž(i) . Óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

(4.2.2) ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû è ïîñòîÿííîãî ñîìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé

ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñòðîåííîé ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé (4.2.1). Äåéñòâè-

òåëüíî, ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ž(i) (4.2.1) èìååò âèä

p(ž(1), . . . , ž(L)) = const · e−
1

2σ2 ‖ž(1)−z‖2 . . . e−
1

2σ2 ‖ž(L)−z‖2 .
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Òîãäà ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî è óìíîæåíèÿ

íà êîíñòàíòó ðàâåí

− ln p = const + 1
L

L∑
1

‖ž(i) − z‖2 .
= l(θ, z).

Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëó÷àåòñÿ ìàêñèìèçàöèåé l(θ, z) ïî θ è z ïðè

óñëîâèè Gθz = 0 . Ýòî åñòü îöåíêà (4.2.2), (4.2.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ìàëîé àìïëèòóäû øóìîâ

Ïðè L = 1 èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ âàðèàöèîííûõ îöåíîê ÷ðåçâû÷àéíî çàòðóäíåíî ââè-

äó ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè (3.3.11) è ñëîæíîé êàðòèíû åå èçî-

ïîâåðõíîñòåé (ñì. ñòàòüè Â.È.Êîñòèíà (1984) [57], Â. Ã.Äåìèäåíêî (2010) [32]). Ýòà

îñîáåííîñòü âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïðîÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ìàëîñòè ðàäèóñà ñõîäè-

ìîñòè óíèâåðñàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð ìèíèìèçàöèè (ãðàäèåíòíûõ, Íüþòîíà è

äð.) [30,32,57,242]. Îáùèì ïîäõîäîì â òàêîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðåäåëà

ìàëûõ øóìîâ σ → 0 ñ îãðàíè÷åíèåì äèàìåòðà îáëàñòè íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì

ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè covL1/2 (θL − θ∗) ,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè, è âûâåñòè äëÿ ðàçíûõ îöåíîê âûðàæåíèÿ, â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçêèå ê (4.1.9), (4.1.10), (4.1.11).

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, ž � íàáëþäåíèå òðàåêòîðèè, L = 1 . Îöåíêà ïàðàìåòðîâ θ
.
= θ1

èç (3.3.13) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

J ′θ(ž, θ) = 0, (4.3.1)

ãäå J ′θ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ J ïî θ . Ó÷èòûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå âñåõ íåîáõî-

äèìûõ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè J(ž, θ) (ñì. ðàçäåë 4.6.1.2), èç óðàâíåíèÿ (4.3.1)

ïîëó÷àåì íåÿâíóþ ôóíêöèþ

θ(ž) = θ0 + ∆θ(∆z) + ∆2θ(∆z) + . . .

∆z
.
= ž − z0, J ′θ(z0, θ0) = 0. (4.3.2)

Ïðè ìàëûõ óêëîíåíèÿõ íàáëþäåíèé ž îò îïîðíîé òî÷êè z0 îöåíêà θ áóäåò ìàëî óêëî-

íÿòüñÿ îò çíà÷åíèÿ θ0
.
= θ(z0) . Áóäåì ñ÷èòàòü óêëîíåíèÿ ∆z ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ

ðàñïðåäåëåíèåì èç êëàññà M2,cσ(0, σ2I) . Ýòî çíà÷èò, ÷òî íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ∆z

èìååò äèàìåòð íå áîëüøå cσ , ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà ìîæíî îïèñàòü ðàñ-

ïðåäåëåíèå îöåíêè θ , îòòàëêèâàÿñü îò èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé ž .
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Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.3.1) â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè (z0, θ0) :

J ′θ(ž, θ) = J ′θ(z0, θ0) + J ′′θz(z0, θ0)∆z + J ′′θθ(z0, θ0)∆θ +Oz,θ,2,

ãäå îáîçíà÷åíî Oz,θ,2
.
= O(‖∆z‖2) +O(‖∆θ‖2). Ó÷èòûâàÿ (4.3.1), (4.3.2), ïîëó÷àåì

J ′′θz(z0, θ0)∆z + J ′′θθ(z0, θ0)∆θ +Oz,θ,2 = 0,

îòêóäà

∆θ = − (J ′′θθ)
−1
J ′′θz∆z +Oz,θ,2. (4.3.3)

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ∆θ ñ íîðìèðîâàííûì óêëîíåíèåì èç óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1.2:

∆θL
.
= L

1/2 (θL − θ∗) . (4.3.4)

Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü ∆z
.
= η∗ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàñïðåäåëåíèåì èç

êëàññà M2,cσ(0, σ2I) . Òîãäà äëÿ îöåíîê ÂÌ, ÎÐ è ÎÐÌ óêëîíåíèå ∆θ èç (4.3.3) â

ïðåäåëå σ → 0 è óêëîíåíèå ∆θL èç (4.3.4) â ïðåäåëå L → ∞ èìåþò îäèíàêîâóþ

äèñïåðñèþ

D∆θ
.
= σ2Q−1

∗ , ãäå


Q∗ = D>V >∗ CV∗D äëÿ îöåíîê ÂÌ,

Q∗ = D>V >∗ CORV∗D äëÿ îöåíîê ÎÐÌ,

Q∗ = D>V >OR∗CORVOR∗D äëÿ îöåíîê ÎÐ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ îöåíîê ÂÌ èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ J ′θ ,

J ′′θθ èç ëåììû 4.6.2 (ïðèëîæåíèå, ðàçäåë 4.6.1.2):

J = ž>G>CGž,

J ′θ =
(
θ>D> + d>

)
V̌ >CV̂ D = z>G>CV̂ D

⇒ J ′′θz =
∂J ′>θ
∂z

= D>V̂ >CG, (4.3.5)

J ′′θθ = D>V̂ >CV̂ D +Oz,1, Oz,k
.
= O(‖∆z‖k). (4.3.6)

Ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êàõ z0 , θ0 , è ñãëàæåííîå çíà÷åíèå òðàåêòîðèè ẑ ïîíèìàåòñÿ

êàê ïðîåêöèÿ ž íà ïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé ìîäåëè ñ ïàðàìåòðàìè θ0 .

Ïîäñòàâëÿÿ (4.3.5), (4.3.6) â (4.3.3), âûðàçèì çàâèñèìîñòü ∆θ(∆z) :

∆θ = −
(
D>V̂ >CV̂ D +Oz,1

)−1

D>V̂ >CG∆z +Oz,2 =

= −
(
D>V̂ >CV̂ D

)−1

D>V̂ >CG∆z +Oz,2.
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Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ∆θ :

D∆θ = M ∆θ∆θ> =

= M

{(
D>V̂ >CV̂ D

)−1

D>V̂ >CG
(
∆z∆z>

)
×

×G>CV̂ D
(
D>V̂ >CV̂ D

)−1
}

+Oz,3 =

= σ2Q̂−1 +Oz,3, (4.3.7)

Q̂
.
= D>V̂ >CV̂ D.

2) Âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè óêëîíåíèÿ îöåíêè ÂÌ ∆θL (4.3.4) ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 4.1.2 èìååò âèä:

D∆θL
.
= covL

1/2(θL − θ∗) →

→ (Q∗)
−1 (σ2Q∗ + σ4D>X>XD + (ω4 − 3σ4)D>Y >Y D

)
(Q∗)

−1 =

= σ2Q−1
∗ +Oz,4, (4.3.8)

Q∗
.
= D>V >∗ CV∗D.

Ñðàâíèì ôîðìóëû (4.3.7) è (4.3.8) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå σ → 0 ( ‖∆z‖ → 0 ) ïðè

óñëîâèè z0 = z∗ , θ0 = θ∗ . Ïðè ‖∆z‖ → 0 îöåíêà òðàåêòîðèè ẑ ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ z∗ ,

è ñîîòâåòñòâåííî, Q̂→ Q∗ . Çäåñü âàæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó σ
2Q̂−1 è σ2Q−1

∗

èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû íå áîëüøå îñòàòêà Oz,3 â ôîðìóëå (4.3.7). Äåéñòâèòåëüíî, èç

ðàçëîæåíèÿ ‖ž−z∗‖2 = ‖ẑ−z∗‖2 +‖ž− ẑ‖2 ñëåäóåò ‖ẑ−z∗‖ < ‖ž−z∗‖ = ‖∆z‖ . Çíà÷èò,
‖V̂ − V∗‖ = Oz,1 , è â ñèëó ðàâåíñòâà

Q̂−Q∗ = (V̂ − V∗)>C(V̂ − V∗)+

+V >∗ C(V̂ − V∗) + (V̂ − V∗)>CV∗

ïîëó÷àåì Q̂−Q∗ = Oz,1 . Äàëåå,

Q̂−1 −Q−1
∗ = −Q−1

∗

(
Q̂−Q∗

)
Q−1
∗ +O

(
‖Q̂−Q∗‖2

)
= O

(
‖Q̂−Q∗‖

)
= Oz,1.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ2Q̂−1 − σ2Q−1
∗ = Oz,3 . Çíà÷èò, óêëîíåíèå ∆θ (4.3.3) â ïðåäåëå σ → 0

è óêëîíåíèå ∆θL (4.3.4) â ïðåäåëå L→∞ èìåþò îäíó è òó æå äèñïåðñèþ

D∆θ
.
= σ2Q−1

∗ , Q∗ = D>V >∗ CV∗D.

3) Äëÿ îöåíîê ÎÐ âñå âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå ñ çàìåíîé G íà GOR , C íà COR

è V íà VOR :

Q∗ = D>V >OR∗CORVOR∗D.
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4) Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ îöåíîê âìåñòî ëåììû 4.6.2 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ëåì-

ìó 4.6.5 (ïðèëîæåíèå, ðàçäåë 4.6.1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4 Ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåíèé, ïðè êîòîðîì âàðèàöè-

îííûå îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû

Ïóñòü äàíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèé z∗ = Hw , è ñëó÷àéíûå âåêòîð w ðàñïðåäåëåí

íîðìàëüíî: w ∈ N(0, %2I) . Íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà z = z∗ + η , ãäå η ∈
N(0, I) � âîçìóùåíèÿ. Ñëó÷àé äðóãîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû äèñïåðñèè (íåâûðîæäåííîé)

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîñòðîèì ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé z è ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäåëå

% → ∞ ïëîòíîñòü p(z) ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè, ìèíóñ-ëîãàðèôì

êîòîðîé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîìíîæèòåëÿ è êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ öåëåâîé ôóíêöèåé âàðè-

àöèîííîãî ìåòîäà. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âàðèàöèîííûå îöåíêè (3.3.11) ÿâëÿþòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå êàê ìîæíî áîëåå ñèëüíî ðàñ-

ñðåäîòî÷åíû íà ìîäåëüíîé ïëîñêîñòè imH .

Âûøå áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìà 3.4.1 î ñîñòîÿòåëüíîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïðè

ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ w . Â ýòîé òåîðåìå óñëîâè-

åì ñîñòîÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîëíîòà íàáëþäåíèé. Ðàññóæäåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå

ïîäâîäÿò ê ìûñëè, ÷òî ñîñòîÿòåëüíîñòü âàðèàöèîííûõ îöåíîê íà øèðîêîì êëàññå ðàñ-

ïðåäåëåíèé äîñòèãàåòñÿ èìåííî çà ñ÷åò �íàöåëåííîñòè� âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ íà íàè-

áîëåå ðàññðåäîòî÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ w . Åñëè ó÷èòûâàòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î

ðàñïðåäåëåíèè êîîðäèíàò w è ñòðîèòü íà ýòîé îñíîâå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ (ÌÏ), òî îíè áóäóò â ñèëó èçâåñòíûõ òåîðåì àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè è

ïîýòîìó ëó÷øå âàðèàöèîííûõ îöåíîê. Íî îöåíêè ÌÏ ïî ïîñòðîåíèþ íå ÿâëÿþòñÿ ðî-

áàñòíûìè ê îøèáêàì â óêàçàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ w , â îòëè÷èå îò âàðèàöèîííûõ îöåíîê.

Ïðè íåèçáåæíûõ îøèáêàõ â çàäàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ w áîëåå òî÷íûå îöåíêè (ÌÏ) ìîãóò

îêàçàòüñÿ íå òîëüêî íå íàèëó÷øèìè â àñèìïòîòèêå, íî äàæå è íå ñîñòîÿòåëüíûìè.

Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî âàðèàöèîííûå îöåíêè (ÎÐ, ÂÌ) ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè â óñëî-

âèÿõ íàèáîëüøåé ðàññðåäîòî÷åííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ w .

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð z∗ ∈ Rn ñâÿçàí óðàâíåíèåì Gθz∗ = 0 ,

èëè (ðàâíîñèëüíî) z∗ = Hw , ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû H ∈ Rn×n‖ ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì

íóëü-ïðîñòðàíñòâà N (Gθ) . Ïóñòü ïðè ýòîì âåëè÷èíà w ∈ Rn‖ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì

âåêòîðîì ñ ðàñïðåäåëåíèåì îäíîãî èç äâóõ âèäîâ: (à) íîðìàëüíîå w ∈ N(0, %2I) èëè

(á) ðàâíîìåðíîå íà øàðå B% ðàäèóñà % ñ öåíòðîì â íóëå, w ∈ U(0, B%) . Ïóñòü íà-

áëþäàåòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð z = z∗ + η , ãäå η ∈ N(0, In) . Òîãäà â ïðåäåëå % → ∞
ïëîòíîñòü p(z) ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé z ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè, ìèíóñ-ëîãàðèôì

êîòîðîé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîìíîæèòåëÿ è êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ öåëåâîé ôóíêöèåé

âàðèàöèîííîãî ìåòîäà J(θ) = z>G>θ
(
GθG

>
θ

)−1
Gθz .
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Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè ïîëó÷àåòñÿ çà-

ìåíîé êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû Gθ (3.3.12) íà êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ (3.3.13).

Ââèäó òîãî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ìèíóñ-ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ ïðèâî-

äèò ê îöåíêàì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, â ñèëó èçâåñòíûõ ñâîéñòâ îïòèìàëüíîñòè

ýòèõ îöåíîê [89] ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû îöåíêè ÎÐ (ÂÌ) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåê-

òèâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. à) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé w ∈ N(0, %2I) . Âåëè÷èíà z =

z∗+ η ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ââèäó íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëàãàåìûõ z∗ è η .

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé

p(z) =

∫
p(z|w)p(w)dw, (4.4.1)

ãäå p(z|w) = p(z,w)
p(w)

= p(z,w)R
p(z,w)dz

� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ z ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà-

÷åíèè w (óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü):

p(z|w) = const · e−
1
2
‖z−Hw‖2 , p(w) = const · e−

1
2%2
‖w‖2

,

p(z) = const ·
∫
e
− 1

2
‖z−Hw‖2− 1

2%2
‖w‖2

dw. (4.4.2)

Çàïèøåì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â âèäå

−1
2
‖z −Hw‖2 − 1

2%2‖w‖2 .
=

.
= −1

2

(
z>B11z + z>B12w + w>B21z + w>B22w

)
è âûäåëèì èç âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ïîëíûé êâàäðàò (ñóììó áåç ñëàãàåìûõ ñ ïåðåêðåñò-

íûìè ÷ëåíàìè):

z>B11z + z>B12w + w>B21z + w>B22w =

= y>y + z>
(
B11 −B12B

−1
22 B21

)
z,

y
.
= B

− >/2
22 B21z +B

1/2
22 w.

Çäåñü B
1/2

22 � ïðîèçâîëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàò-

ðèöû B22 (ýòîò êîðåíü îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ îðòîãî-

íàëüíóþ ìàòðèöó): B22 = B
>/2

22 B
1/2

22 .

Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà â âûðàæåíèè (4.4.2) ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé w : ∫
e
− 1

2
‖z−Hw‖2− 1

2%2
‖w‖2

dw =

= e−
1
2
z>(B11−B12B

−1
22 B21)z ·

∫
e−

1
2
y>ydw =
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= const · e−
1
2
z>(B11−B12B

−1
22 B21)z.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ:∫
e−

1
2
y>ydw =

∣∣∣B 1/2
22

∣∣∣−1

·
∫
e−

1
2
y>ydy = const.

Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà (4.4.2) íåñëîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå êîíñòàíòû â âûðàæå-

íèè äëÿ ïëîòíîñòè, à èìåííî:

p(z) =
1√∣∣∣2π (B11 −B12B

−1
22 B21

)−1
∣∣∣ · e

− 1
2
z>(B11−B12B

−1
22 B21)z =

=
1√

(2π)n
∣∣B11 −B12B

−1
22 B21

∣∣ 1/2 · e−
1
2
z>(B11−B12B

−1
22 B21)z.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ìàòðèö:

B11 = I, B12 = B>21 = −H,

B22 = H>H + %−2I.

Òîãäà

p(z) =
1√

(2π)n

∣∣∣I −H (H>H + %−2I
)−1

H>
∣∣∣ 1/2

× (4.4.3)

×e−
1
2
z>
“
I−H(H>H+%−2I)

−1
H>

”
z .

=

.
=

1√
(2π)n

|R| 1/2 · e−
1
2
z>Rz .

=
1√
|2πQ|

· e−
1
2
z>Q−1z.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò 2 ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: %→ 0 . Âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëå (4.4.3)

ñòðåìèòñÿ ê %−2I , è ïîñëå îáðàùåíèÿ ïîëó÷àåì çíà÷åíèå %2I → 0 , îòêóäà ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü

H
(
H>H + %−2I

)−1
H> → %2HH> → 0,

p(z)→ (2π)−
n/2 · e−

1
2
z>z.

Âòîðîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: % → ∞ . Âûðàæåíèå â òåõ æå êðóãëûõ ñêîáêàõ ñòðå-

ìèòñÿ ê H>H , è ïîñëå îáðàùåíèÿ ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ê ïðîåêòîðó

Π = G>
(
GG>

)−1
G = I −H

(
H>H

)−1
H>,

êîòîðûé âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîòåðü ÂÌ J = z>Πz :

p(z)→ (2π)−
n/2
∣∣∣I −H (H>H)−1

H>
∣∣∣ 1/2

· e−
1
2
z>
“
I−H(H>H)

−1
H>

”
z

=
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= (2π)−
n/2
∣∣∣G> (GG>)−1

G
∣∣∣ 1/2

· e−
1
2
z>G>(GG>)

−1
Gz.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðàâíî íóëþ, ââèäó ðàâåíñòâà íóëþ

îïðåäåëèòåëÿ ïðîåêòîðà |Π| = 0 . Ñõîäèìîñòü íîðìèðóþùåãî ñîìíîæèòåëÿ ê íóëþ

íåîáõîäèìà ââèäó íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà ìåðû íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè %→∞ .

×òîáû èçó÷èòü ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàçëîæèì

ïëîòíîñòü â ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ ïîìî-

ùüþ ëåììû îá îáðàùåíèè ïðåäñòàâèì ìàòðèöó R , îïðåäåëåííóþ â ôîðìóëå (4.4.3),

êàê ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ:

R = I −H
(
H>H + %−2I

)−1
H> =

= I −HUH> +HU
(
U + %2I

)−1
UH>

.
= R⊥ +R‖, (4.4.4)

R⊥
.
= I −HUH>, U

.
=
(
H>H

)−1
.

Íàéäåì ïåðåìåííûå, äèñïåðñèè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè R⊥ è R‖ . Ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ è áóäóò ñîìíîæèòåëÿìè â èñêîìîì ðàçëîæåíèè

ïëîòíîñòè p(z) .

Ìàòðèöà U ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

U = MΛM>, M>M = I, Λ = diag
i=1,n

{λi} .

Ïîäñòàíîâêîé â (4.4.4) ïîëó÷àåì

R‖ = HU
(
U + %2I

)−1
UH> =

= H
(
MΛM>) (MΛM> + %2I

)−1 (
MΛM>)H> =

= HMΛ
(
Λ + %2I

)−1
ΛM>H> =

= HM

(
diag

{
λ2
i

λi + %2

})
M>H>.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ H = P‖Λ
− 1/2M> ,

ãäå P‖ � ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
∗) ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ

H : imP‖ = imH , P>‖ P‖ = I . Äåéñòâèòåëüíî,

H>H = MΛ−
1/2P>‖ P‖Λ

− 1/2M> = MΛ−1M> = U−1.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü R‖ â ñëåäóþùåì âèäå:

R‖ =
(
P‖Λ

− 1/2M>)M (
diag

{
λ2
i

λi + %2

})
M> (MΛ−

1/2P>‖
)

=

∗)Можно взять P‖ = HU 1/2 .
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= P‖Λ
− 1/2

(
diag

{
λ2
i

λi + %2

})
Λ−

1/2P>‖ =

= P‖ · diag

{
1

1 + %2λ−1
i

}
· P>‖

.
= P‖Λ‖P

>
‖ .

Îïðåäåëèì ìàòðèöó P⊥ , ñîñòàâèâ åå ñòîëáöû èç ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî îðòîãîíàëüíîãî

áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà Rn/imH , P>⊥P⊥ = I . Òîãäà ìàòðèöà P
.
=
[
P⊥P‖

]
áóäåò íåîñî-

áåííîé è îðòîãîíàëüíîé, åå ñòîëáöû îáðàçóþò áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà Rn . Íåñëîæíî

óâèäåòü, ÷òî ìàòðèöà

P⊥P
>
⊥ = I −HUH>

åñòü ìàòðèöà ïðîåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî Rn/imH , à P‖P
>
‖ åñòü ìàòðèöà ïðîåêòîðà

íà ïîäïðîñòðàíñòâî imH . Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ìîæåì çàïèñàòü ðàçëîæåíèå R

â ñëåäóþùåì âèäå:

R = R⊥ +R‖ = P⊥P
>
⊥ + P‖Λ‖P

>
‖ =

=
(
P⊥P‖

)( I 0

0 Λ‖

)(
P>⊥
P>‖

)
.

Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì x = P−1z = P>z . Ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè |P | = 1 ,

ïîýòîìó ïëîòíîñòü p(z) (4.4.3) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå x ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(z) = p(z(x)) · |P |−1 = p(z(x)) =

=
1√

(2π)n
|R| 1/2 · e−

1
2
x>P>RPx =

=
1√

(2π)n⊥
1√

(2π)n‖

∣∣Λ‖∣∣ 1/2 · e
− 1

2
x>

0B@ I 0

0 Λ‖

1CAx
.

Ïðåäñòâèì âåêòîð x êàê îáúåäèíåíèå ïîäâåêòîðîâ:

x = P>z =

(
P>⊥
P>‖

)
z
.
=

(
x⊥

x‖

)
.

Òîãäà ïëîòíîñòü p(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé x⊥

è x‖ :

p(z) =

(
1√

(2π)n⊥
· e−

1
2
x>⊥x⊥

)
·

(
1√

(2π)n‖

∣∣Λ‖∣∣ 1/2 · e−
1
2
x>‖ Λ‖x‖

)
,

x>⊥x⊥ = z>Πz, x>‖ Λ‖x‖ = z>P‖Λ‖P
>
‖ z,

Π = I −HUH> = G>CG,

Λ‖ = diag
i=1,n‖

{
1

1 + %2λ−1
i

}
, (4.4.5)

λi = λi(U) = λ−1
i (H>H).
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Ïåðåìåííûå x⊥ è x‖ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü èõ ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ p(z) ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè P .

Ðàññìîòðèì ìèíóñ-ëîãàðèôì ïëîòíîñòè p(z) .

J(θ)
.
= − ln p(z) = 1

2
z>Πz + 1

2
z>P‖Λ‖P

>
‖ z − ln

∣∣Λ‖∣∣ 1/2
+ const. (4.4.6)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÂÌ (ÎÐ). Çàâèñèìîñòü îò %2 âñÿ ñîñðåäîòî÷åíà

âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ. Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.

Ïåðâûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: % → 0 . Èç ôîðìóëû (4.4.5) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü Λ‖ →
In‖ è ln

∣∣Λ‖∣∣ 1/2 → 0 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z>P‖P
>
‖ z = z> (I − Π) z , ïîëó÷àåì ïðåäåëüíîå

çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (îïóñêàÿ êîíñòàíòó)

J(θ) −→
%→0

1
2
z>Πz + 1

2
z> (I − Π) z = 1

2
z>z.

Ýòî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò θ , ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ î íóëåâîì ìàò. îæèäà-

íèè âåëè÷èíû w . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñîäåðæàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà â ýòîì ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìî ââåñòè íåíóëåâîå ìàò. îæèäàíèå w .

Âòîðîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: %→∞ . Èç ôîðìóëû (4.4.5) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü Λ‖ →
diag λi

%2 → 0 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (4.4.6) ( 1
2
z>P‖Λ‖P

>
‖ z ) íå

äàåò âêëàäà â ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè, ñòàíîâÿñü ïðåíåáåæèìî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì 1
2
z>Πz . Îáðàòèì âíèìàíèå íà òðåòüå ñëàãàåìîå − ln

∣∣Λ‖∣∣ 1/2
. Åãî

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå áåñêîíå÷íî:

− ln
∣∣Λ‖∣∣ 1/2 → − ln

∣∣∣∣diag
λi
%2

∣∣∣∣ 1/2

= −1
2

ln

(
λ1

%2
· . . . ·

λn‖
%2

)
=

= −1
2

ln

(
λ1

%2

)
− . . .− 1

2
ln

(
λn‖
%2

)
→∞.

Òåì íå ìåíåå, áîëüøîå çíà÷åíèå ýòîãî ñëàãàåìîãî ïðè % → ∞ íå ìåøàåò ïîëó÷èòü

ôóíêöèþ ïîòåðü âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Äåéñòâèòåëüíî, çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà θ

âñÿ ñîñðåäîòî÷åíà â ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ λi . Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè,

ïîëó÷àåì

− ln
∣∣Λ‖∣∣ 1/2 → −1

2
lnλ1 − . . .− 1

2
lnλn‖ + 1

2
n‖ lnσ2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ σ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ïîòîìó íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè. Ðåçóëüòàò îïðåäå-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîòåðü

J1 = 1
2
z>Πz − 1

2
lnλ1 − . . .− 1

2
lnλn‖ . (4.4.7)

Çàìåòèì, ÷òî J1 íå ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ïîòåðü âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ p(z) (4.4.2), íà ïåðâûé âçãëÿä, íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

îïòèìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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á) Ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåä-

ïîëîæèâ ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííûõ w ðàâíîìåðíûì íà øàðå B% ⊂ Rn‖ áîëüøîãî

ðàäèóñà % , w ∈ U(0, B%) . Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü w äàåòñÿ âûðàæåíèåì p(w) =
1
|B%|IB%(w) , ãäå |B%| � ìåðà (îáúåì) øàðà B% , IB%(w) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ: IB%(w) =

1 , åñëè w ∈ B% , è IB%(w) = 0 , åñëè w 6∈ B% . Èíòåãðàë (4.4.1) ïðèìåò âèä

p(z) =

∫
w∈B%

1√
(2π)n

e−
1
2
‖z−Hw‖2 1

|B%|
dw. (4.4.8)

Êàê è ðàíåå, ââåäåì ïåðåìåííûå

x⊥ = P>H⊥(z −Hw) = P>H⊥z,

x‖ = P>H‖(z −Hw) = P>H z −Hw, H‖
.
= H.

Ýòè ïåðåìåííûå, êàê áûëî îòìå÷åíî, ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Ââèäó ñâîéñòâ ìàòðèö

PH⊥ è PH ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ïîä èíòåãðàëîì çàïèøåòñÿ â âèäå

−1
2
‖z −Hw‖2 = −1

2
‖ (z −Hw)⊥ ‖

2 − 1
2
‖ (z −Hw)‖ ‖

2 =

= −1
2
‖PH⊥P>H⊥ (z −Hw) ‖2 − 1

2
‖PHP>H (z −Hw) ‖2 =

= −1
2
‖PH⊥P>H⊥z‖

2 − 1
2
‖PHP>H z −Hw‖2.

Èíòåãðàë (4.4.8) ïðèîáðåòàåò âèä

p(z) =
1√

(2π)n⊥
e
−1

2
‖PH⊥P

>
H⊥

z‖2 · 1

|B%|
1√

(2π)n‖

∫
w∈B%

e−
1
2
‖PHP>H z−Hw‖

2

dw
.
=

.
= p(z⊥) · p(z‖).

Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå óêàçûâàåò íà ôóíêöèþ ïîòåðü âàðèàöè-

îííîãî ìåòîäà. ×òîáû óâèäåòü ýòî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

‖PH⊥P>H⊥z‖
2 = z>G>

(
GG>

)−1
Gz.

Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå, óñòðåìèâ ðàäèóñ øàðà B% ê áåñêî-

íå÷íîñòè. Ïðåäëîæèì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

w =
(
H>H

)− 1/2
y, dw =

∣∣H>H∣∣− 1/2
dy.

Ïðåäåëüíîå ïî %→∞ çíà÷åíèå èíòåãðàëà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

p(z‖)→
1

|B%|
1√

(2π)n‖

∫
e−

1
2
‖PHP>H z−Hw‖

2

dw =

200



=
1

|B%|
1√

(2π)n‖

∫
e−

1
2
‖PHP>H z−PHy‖

2 ∣∣H>H∣∣− 1/2
dy.

Ââèäó ñâîéñòâà P>HPH = I , ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

p(z‖)→
∣∣H>H∣∣− 1/2

|B%|
1√

(2π)n‖

∫
e−

1
2
‖P>H z−y‖

2

dy =

=

∣∣H>H∣∣− 1/2

|B%|
.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðåäåëüíîå ïî %→∞ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè p(z) èìååò âèä

p(z)→ 1√
(2π)n‖

e
−1

2
‖PH⊥P

>
H⊥

z‖2 ·
∣∣H>H∣∣− 1/2

|B%|
.

Âçÿòèå ëîãàðèôìà ýòîãî âûðàæåíèÿ è îòáðàñûâàíèå êîíñòàíò ïðèâîäèò ê ôóíêöèè

ïîòåðü J1 , îïèñàííîé âûøå ôîðìóëîé (4.4.7). Îíà íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîòåðü âàðè-

àöèîííîãî ìåòîäà, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi(H
>H) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà θ .

Ê ýòîìó âûâîäó ìû ïðèõîäèì íåçàâèñèìî îò ðàñïðåäåëåíèÿ w , íîðìàëüíîå îíî èëè

ðàâíîìåðíîå íà øàðå.

Ðåøåíèå �ïðîáëåìû� çàâèñèìîñòè λi(H
>H) îò θ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ó÷òåì, ÷òî

çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ z îò ïàðàìåòðà θ âñÿ ñîñðåäîòî÷åíà â ìàòðèöå Gθ . Ââèäó

ýòîãî â âûðàæåíèè η = z−Hw çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà θ ïðèñóòñòâóåò íåÿâíûì îá-

ðàçîì, à èìåííî, ìàòðèöó H ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáöîâ, êîòî-

ðûå îáðàçóþò ñîáîé íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàí-

ñòâà N (Gθ) . Åñëè ñ÷èòàòü H ìàòðèöåé ìàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ A,B,C,D (1.2.8), òî

â âûðàæåíèè (4.4.7) ÷èñëà λi = λ−1
i (H>H) áóäóò çàâèñåòü îò θ . Ýòîò ñëó÷àé èíòåðå-

ñåí òîëüêî òåì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå H ïåðåìåííûå w èìåþò ÿñíûé ñìûñë � îíè

ÿâëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïåðåìåííûõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

ìîäåëè. Íî íè÷òî íå ìåøàåò âçÿòü çà îñíîâó íåêîòîðûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ N (Gθ) ,

è âìåñòî H èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó P = H(H>H)− 1/2 , ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó áàçèñó.

Ïåðåìåííûå w â ýòîì ñëó÷àå óæå íå áóäóò ñîñòàâëåíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðà-

âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîäåëè, íî, êàê ìû âèäåëè âûøå, ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ ïåðåìåííûõ

íå âëèÿåò íà èíòåðåñóþùåå íàñ ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ëèøü áû îíî â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå �ðàçìàçûâàëîñü� ïî ïîäïðîñòðàíñòâó Rdim{w} . Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè âûáî-

ðå H = P ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi íå áóäóò çàâèñåòü îò θ , ââèäó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

λ−1
i (H>H) = λ−1

i (P>P ) = 1 . Òîãäà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ìèíóñ-ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè

p(z) áóäåò ñîâïàäàòü ïî ýêñòðåìàëüíûì òî÷êàì ñ öåëåâîé ôóíêöèåé âàðèàöèîííîãî

ìåòîäà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåì 4.1.2, 4.1.3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.
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Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé
{
ž(i) = H(θ∗)w(i) + η∗(i), i > 1

}
è

âîçìóùåíèÿ η∗(i) ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî: η∗(i) ∈ N (0, σ2I) . Ïóñòü ïðè ýòîì âåëè-

÷èíû w(i) ∈ Rn‖ ÿâëÿþòñÿ í. î. ð. ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè ñ ðàñïðåäåëåíèåì îäíîãî èç

äâóõ âèäîâ: (à) íîðìàëüíîå w(i) ∈ N(0, %2I) èëè (á) ðàâíîìåðíîå íà øàðå B% ðàäèóñà %

ñ öåíòðîì â íóëå, w(i) ∈ U(0, B%) . Òîãäà â ïðåäåëå %/σ →∞ îöåíêà ÂÌ θV,L (3.3.11),

(3.3.12) ïàðàìåòðà θ∗ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé ïî L → ∞ è èìååò

äèñïåðñèþ

covL
1/2 (θL − θ∗) −→

L→∞, % /σ→∞
σ2
(
MD>V >∗ CV∗D

)−1
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè %/σ → ∞ âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ââèäó

ñîîòíîøåíèÿ V >∗ CV∗ ∼ O(%2) .

Óòâåðæäåíèå, ïîëíîñòüþ ïîäîáíîå òåîðåìå 4.4.2, èìååò ìåñòî äëÿ îöåíîê ÎÐ (3.3.11),

(3.3.13) � íóæíî çàìåíèòü ìàòðèöû H(θ∗) , D>V >∗ CV∗D íà ìàòðèöû HOR(θ∗) ,

D>V >∗ORCORV∗ORD .

4.5 Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè Ó.Ôóëëåðà

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íàèáîëåå ïîëíûì èññëåäîâàíèåì ïî îöåíêàì îðòîãîíàëüíîé

ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðàôèÿ Ó.Ôóëëåðà (1987) [154]. Â ìîíîãðàôèè [154] ïðîâåäåíî

èñ÷åðïûâàþùåå ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ íåäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ( p = 0 ) ñ ìàòðèöàìè îá-

ùåãî âèäà Gθ = (I, Bθ) (1.1.1), (3.1.6) áåç îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó Bθ . Âåêòîð θ îöå-

íèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì âñåõ ýëåìåíòîâ Bθ : θ = vectB . Ïðè òàêîì

âûáîðå ïàðàìåòðèçàöèè çàâåäîìî ãàðàíòèðîâàíà ðàçëè÷èìîñòü (i�) (ñ. 128). Ïîñêîëüêó

ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè âîçìóùåíèé ïàðàìåòðû θ â îáùåì ñëó÷àå íåèäåíòèôèöè-

ðóåìû
∗), ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà (òåîðåìà 4.2.1 â [154]), îáåñïå÷èâà-

þùåãî ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äèñïåðñèè âîçìóùåíèé ïðè èçâåñòíûõ ïåðâûõ ìîìåíòàõ

ðàñïðåäåëåíèé (ñì. [154], òåîðåìà 4.1.2, 4.1.4 è äð.). Çàìåòèì, ÷òî â äèññåðòàöèè ìû

âñþäó ïðåäïîëàãàåì ìàòðèöû äèñïåðñèé èçâåñòíûìè. Ó.Ôóëëåðîì ïîëó÷åí ðÿä î÷åíü

êðàñèâûõ òåîðåì î ñîñòîÿòåëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îöåíîê ïàðàìåòðà θ

ïðè ðàçíîãî âèäà öåëåâûõ ôóíêöèÿõ (òåîðåìû 4.1.2, 4.1.5, 4.B.2 â [154]). Ñ ôîðìàëü-

íîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ îòòòîëêíóòüñÿ îò ðåçóëüòàòîâ Ôóëëå-

ðà è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé

( p > 0 ) êàê ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîäåëåé îáùåãî âèäà Gθ ñî ñïåöèàëüíîé ïàðàìåòðèçàöè-

åé θ → Gθ . Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå êëåòî÷íîé òåïëèöåâîñòè Gθ è âîçíèêàþùèå

îòñþäà îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðèçàöèþ θ → Gθ ïðèâîäÿò ê âûêëàäêàì è âûðàæåíèÿì

íå ìåíåå ïðîñòûì, ÷åì íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3-é è 4-é ãëàâû äèññåðòàöèè.

Íàïðèìåð, â òåîðåìå 4.B.2 [154] â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ

∗)Например, в случае r = 1 , m = 1 , p = 0 , θ ∈ R (0.0.8) изменение отношения σx/σy приводит к
изменению направления проецирования на модельную плоскость ( y x )

(
1
−θ
)

= 0 (см. рис. на с. 19) и
к другому оптимальному значению нормали

(
1
−θ
)
.

202



íàáëþäåíèé èñïîëüçóåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà

ΣZZ
.
= M žž> = M (H(θ)w + η) (H(θ)w + η)> .

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïî Ôóëëåðó èìååò âèä

J(θ) = − log |ΣZZ(θ)| − Sp
{

Σ̌ZZΣ−1
ZZ(θ)

}
, (4.5.1)

ãäå Σ̌ZZ � ýìïèðè÷åñêàÿ êîâàðèàöèÿ íàáëþäåíèé. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ( p > 0 )

ñòðóêòóðà ìàòðèöû H(θ) (1.2.8) òàêîâà, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè

(4.5.1) ñòàíîâèòñÿ âåñüìà íåïðîñòîé. Ñì. èçâåñòíûé ïðèìåð À. Ãàëëàíòà (1986) [155]

(÷àñòíûé ñëó÷àé ñêàëÿðíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ r = 1 , m = 0 ), â êîòîðîì H(θ)
.
=

H(αi, ωi) =
∑q

i=1 αie
ωiti . Ýòîò ïðèìåð îáñóæäàåòñÿ Ë. Ãëýçåðîì (1990) [159].

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, â ìîíîãðàôèè Ó.Ôóëëåðà (1987) [154] èññëåäîâàëèñü ñòà-

òèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ÎÐ θOR (3.3.13). Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå òåîðåìû 4.1.2 ñ

òåîðåìîé 4.1.5 èç [154]. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì âîçìóùåíèé

η∗(i) ∈ N(0, σ2I) (3.2.1) ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2 . Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå òåîðåìà 4.1.5

Ôóëëåðà [154] ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 4.5.1. Ïóñòü

y∗(i)[k] = β>∗ x∗(i)[k], k ∈ 1, N, i ∈ 1, L,

z∗(i)[k]
.
=

(
y∗(i)[k]

x∗(i)[k]

)
, Mxx

.
= lim

L→∞

L

M
i=1

x∗(i)[k]x>∗(i)[k] > 0,

ž(i)[k] = z∗(i)[k] + η∗(i)[k], η∗(i)[k]
.
=
(
e∗(i)[k]

u∗(i)[k]

)
∈ N(0, σ2I),

y̌(i)[k] = β>∗ x̌(i)[k] + v∗(i)[k], Σvv
.
= M v∗(i)[k]v>∗(i)[k],

ρ∗(i)[k]
.
= u∗(i)[k]− ΣuvΣ

−1
vv v∗(i)[k], Σρρ

.
= M ρ∗(i)[k]ρ>∗(i)[k],

θ∗
.
= vect β∗.

È ïóñòü θOR,L åñòü îöåíêà îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè èç ôîðìóëû (3.3.13), ðàñïðîñòðà-

íåííîé íà ñëó÷àé L > 1 , ò. å.

θOR,L
.
= arg min

θ
min

GORz(i)=0, i∈1,L

L

M
i=1

∥∥ž(i) − z(i)

∥∥2
, z(i) =

(
z(i)[1]; . . . ; z(i)[N ]

)
.

Òîãäà îöåíêà θOR,L àñèìïòîòè÷åñêè ïî L→∞ íîðìàëüíà ñ äèñïåðñèåé, îïðåäåëÿåìîé

âûðàæåíèåì

lim
L→∞

covL
1/2 (θOR,L − θ∗) = Σvv ⊗

[
M−1

xx +M−1
xx ΣρρM

−1
xx

]
.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.1.2.
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Ïðè η∗(i) ∈ N(0, σ2I) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1.2 ïðèíèìàåò âèä

lim
L→∞

covL
1/2 (θL − θ∗) = Q−1

∗
(
M J ′1J

′>
1

)
Q−1
∗ , (4.5.2)

M J ′1J
′>
1 = σ2Q∗ + σ2

MD>
(
V̂ − V∗

)>
C
(
V̂ − V∗

)
D,

Q∗
.
= M J ′′1 = MD>V >∗ CV∗D.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 4.5.1, p = 0 , γ∗
.
= γ0(θ∗) = ( I −β>∗ ) (3.1.4). Òîãäà θL = θOR,L ,

v∗(i)[k] = γ∗η∗(i)[k],

Σvv = σ2γ∗γ
>
∗ ,

Σuv
.
= Mu∗(i)[k]v>∗(i)[k] = σ2

(
0 I

)
γ>∗ = −σ2β,

Σρρ = σ2
(
I − β

(
γ∗γ

>
∗
)−1

β>
)

= σ2
(
I + ββ>

)−1
.

Äàëåå, îïóñêàÿ èíäåêñ (i) ,

D>V >∗ CV∗D =
N∑
k=1


x∗[k] 0

. . .

0 x∗[k]

(γ∗γ>∗ )−1


x>∗ [k] 0

. . .

0 x>∗ [k]

 =

=
N∑
k=1

(
γ∗γ

>
∗
)−1 ⊗

(
x∗[k]x>∗ [k]

)
=

=
(
γ∗γ

>
∗
)−1 ⊗

(
N∑
k=1

x∗[k]x>∗ [k]

)
.
=
(
γ∗γ

>
∗
)−1 ⊗

(
V >∗xV∗x

)
=

= σ2Σ−1
vv ⊗

(
V >∗xV∗x

)
. (4.5.3)

Çäåñü V∗D
.
=
(
V∗y V∗x

)
( 0
I ) = V∗x . Òîãäà

Q∗ = MD>V >∗ CV∗D = MD>V >∗(i)CV∗(i)D = σ2Σ−1
vv ⊗Mxx,

Q−1
∗ = σ−2Σvv ⊗M−1

xx .

Àíàëîãè÷íî (4.5.3) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (òàêæå îïóñêàÿ èíäåêñ (i) )

D>
(
V̂ − V∗

)>
C
(
V̂ − V∗

)
D = σ2Σ−1

vv ⊗
[
D>

(
V̂ − V∗

)> (
V̂ − V∗

)
D

]
.

Çàìåòèì, ÷òî V̂ − V∗ = (V∗ + E) Π − V∗ = EΠ , ãäå Π
.
=
(
I − γ>∗

(
γ∗γ

>
∗
)−1

γ∗

)
è

ME>E = σ2I . Òîãäà

MD>
(
V̂ − V∗

)> (
V̂ − V∗

)
D = σ2 ( 0 I ) Π ( 0

I ) =

= σ2
(
I − β

(
γ∗γ

>
∗
)−1

β>
)

= Σρρ.
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Îòñþäà ñëåäóåò

MD>
(
V̂ − V∗

)>
C
(
V̂ − V∗

)
D = σ2Σ−1

vv ⊗ Σρρ.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â (4.5.2) ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðå-

ìû 4.5.1:

lim
L→∞

covL
1/2 (θOR,L − θ∗) =

=
(
σ−2Σvv ⊗M−1

xx

) [
σ2
(
σ−2Σvv ⊗M−1

xx

)−1
+ σ4Σ−1

vv ⊗ Σρρ

] (
σ−2Σvv ⊗M−1

xx

)
=

=
(
Σvv ⊗M−1

xx

)
+
(
Σvv ⊗M−1

xx

) (
Σ−1
vv ⊗ Σρρ

) (
Σvv ⊗M−1

xx

)
=

= Σvv ⊗
[
M−1

xx +M−1
xx ΣρρM

−1
xx

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè âîçìóùåíèé η∗(i) ∈ N(0, σ2I) òåîðå-

ìà 4.1.2 îáîáùàåò òåîðåìó 4.1.5 Ôóëëåðà [154] íà ñëó÷àé p > 0 .

4.6 Ïðèëîæåíèå

4.6.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.2

4.6.1.1 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü

Ïóñòü θ∗ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà J
.
= M J1 , è θL � ñîñòîÿòåëü-

íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ J ′L = 0 : limL→∞ θL = θ∗ (ï.í.).

Ëåììà 4.6.1. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè B(θ∗) òî÷êè θ∗ ñóùåñòâóþò íåïðå-

ðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå

J ′L, ∂J ′L/∂θi, ∂2J ′L/∂θi∂θj, i, j ∈ 1, v,

òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà L 1/2(θL − θ∗) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ íóëåâûì ìàò.

îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé

(M J ′′1 )
−1 (

M J ′1J
′>
1

)
(M J ′′1 )

−1
,

ãäå ïðîèçâîäíûå J ′1 è J ′′1 áåðóòñÿ â òî÷êå θ∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå [105, 5f.2], ñäåëàâ íåîáõîäèìûå îáîáùåíèÿ

íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé v > 1 . Çàäàäèì ÷èñëî LB : ∀L > LB θL ∈ B(θ∗) (ï.í.). Âåçäå

äàëåå ñ÷èòàåì L > LB . Ïî óñëîâèþ, â îêðåñòíîñòè B(θ∗) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå

îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå

J ′L, ∂J ′L/∂θi, ∂2J ′L/∂θi∂θj, i, j ∈ 1, v.
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Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ:

J ′L = (∂JL/∂θ1; . . . ; ∂JL/∂θv)
.
=
∥∥J ′L,i∥∥i ∈ Rv×1,

J ′′L
.
=
∥∥∂J ′L,i/∂θj∥∥ij ∈ Rv×v,

J ′′′L,k
.
=
∥∥∂2J ′′L,k/∂θi∂θj

∥∥i
j
∈ Rv×v, k ∈ 1, v.

Ðàçëîæèì ãðàäèåíò J ′L(θL) â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè θ∗ ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì:

J ′L(θL) = 0 = J ′L(θ∗) + J ′′L(θ∗) · (θL − θ∗) +R,

R
.
=

( R1

...
Rv

)
.
=

( A1

...
Av

)
(θL − θ∗)

.
= A · (θL − θ∗),

Rk
.
=

1

2
(θL − θ∗)> · J ′′′L,k(θ(k)) · (θL − θ∗),

θ(k) .= θ∗ + hk(θL − θ∗), hk ∈ (0, 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

0 = L
1/2(θL − θ∗) + [J ′′L(θ∗) + A]

−1 · L 1/2 · J ′L(θ∗).

Ñëåäîâàòåëüíî,

L
1/2(θL − θ∗) + [J ′′(θ∗)]

−1 · L1/2 · J ′L(θ∗) =

= −
{

[J ′′L(θ∗) + A]
−1 − [J ′′(θ∗)]

−1
}
· L1/2 · J ′L(θ∗)

.
=

.
= −EL · L1/2 · J ′L(θ∗).

Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

L
1/2 · J ′L(θ∗)

.
= L

1/2 ·
L∑
i=1

J ′(i)(θ
∗)

èìååò ïðåäåëüíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(µ,Σ2) :

µ
.
= M J ′(i)(θ

∗) = 0, Σ2 .
= M J ′(i)(θ

∗) · J ′>(i)(θ∗),

J ′(i)
.
= ∂J(i)(θ)/∂θ, J(i)(θ)

.
= min

w
‖ž(i) −H(θ)w‖2.

Íàïîìíèì, M J(i)(θ) = M J1(θ) , J1(θ) = J(1)(θ) (ñì. (3.3.11)).

Äàëåå, EL → 0 (ï.í.), ïîñêîëüêó

1) ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë J ′′L(θ∗)→ J ′′(θ∗)
.
= M J ′′1 (θ∗) (ï.í.);

2) θL → θ∗ (ï.í.) (òåîðåìà 3.4.1);

3) Ak = 1
2
(θL − θ∗)> · J ′′′L,k(θ(k)) , ïðîèçâîäíûå J ′′′L,k(θ) îãðàíè÷åíû â B(θ∗) .
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Èç ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ L 1/2 · J ′L(θ∗) ê íîðìàëüíîìó N(µ,Σ2) , Σ2 < ∞ , è ñõî-

äèìîñòè ï.í. EL → 0 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

L
1/2(θL − θ∗) + [J ′′(θ∗)]

−1 · L 1/2 · J ′L(θ∗)→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå L 1/2(θL − θ∗) ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó N(0,Σ2
1) , ãäå

Σ2
1
.
= (M J ′′1 )

−1 (
M J ′1J

′>
1

)
(M J ′′1 )

−1
.

Ëåììà äîêàçàíà.

4.6.1.2 Îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëà J1(θ) áûëè âû÷èñëåíû À.Î.Åãîðøèíûì

(1988, 2004) [42, 45], êîòîðûé ïðèâåë ôîðìóëû äëÿ 2-é ïðîèçâîäíîé ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ñïåöèàëüíîé ìàòðèöû èç ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíî ÿâíîå

âûðàæåíèå äëÿ 2-é ïðîèçâîäíîé ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèö G , C , Π áåç èñïîëüçîâàíèÿ

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ÷òî ïîçâîëèëî äàòü ïðîñòûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ ñëàãàåìûõ â

âûðàæåíèè äëÿ 2-é ïðîèçâîäíîé.

Ëåììà 4.6.2. Ïóñòü ω(γθ)
.
= J1(θ) = ž>G>CGž , ω′

.
= ∂ω/∂γ , ω′′

.
= ∂2ω/∂γ2 . Òîãäà

ω′ = γ>V >CV̂ , V
.
= V (ž), V̂

.
= V (ẑ), ẑ

.
= Πž, (4.6.1)

ω′′ = V̂ >CV̂ − S1 − S2, (4.6.2)

ãäå ñëàãàåìûå S1 è S2 îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïî åâêëèäîâîé íîðìå íåðàâåíñòâàìè:

‖S1‖ 6
√

2 c0 · ‖ž‖ · ‖ž − ẑ‖, ‖S2‖ 6 c0 · ‖ž − ẑ‖2,

c0
.
= r(p+ 1)(m+ r)SpC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ïðÿìî ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.2 ãëàâû 5.

Ëåììà 4.6.3. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü B(θ∗) òî÷êè θ∗ , â êîòîðîé ôóíêöèîíàë

JL(θ) (3.3.13), (3.3.12) èìååò íåïðåðûâíóþ è îãðàíè÷åííóþ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ J ′′′L (θ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.5 ãëàâû 5, ãäå âû÷èñëåíû

ïðîèçâîäíûå è äàíû îöåíêè äëÿ èõ íîðìû. Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåì çäåñü ðàññóæäåíèÿ,

êîòîðûå äîêàçûâàþò ëåììó áåç âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Gθ

ñèñòåìû (3.3.1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (i)�(ii) íà ñ. 91 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ .

Ôóíêöèîíàë JL(θ) èìååò íåïðåðûâíóþ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ ïî θ , åñëè (è òîëüêî åñ-

ëè) íåïðåðûâíóþ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ ïî θ èìååò îïðåäåëåííàÿ â óñëîâèè ëåììû 4.6.2

ôóíêöèÿ ω(θ)
.
= ω(γθ) . Ñîãëàñíî ëåììå 4.6.2,

ω′′θθ = D>ω′′γγD =
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= D>(V̂ >CV̂ − S1 − S2)D
.
= D>(S0 − S1 − S2)D,

ãäå S0 , S1 , S2 � ìàòðèöû, ñòîëáöû è ñòðîêè êîòîðûõ ïðîíóìåðîâàíû èíäåêñàìè q è

l , òàê ÷òî

Sql0
.
= ž>ΠE>q CElΠž

.
= V̂ >q CV̂l,

Sql1
.
= ž>G>C(EqG

>CEl + EqG
>CEl)Πž,

Sql2
.
= ž>G>CEqΠE

>
l CGž.

Äàëåå íå áóäåì âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ ω′′′
.
= ∂ω′′/∂θ , à ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå Π
.
= I − G>CG , çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ω′′(θ) èìååò âèä

ω′′(θ) ≡ ϕ(Cθ, Gθ) , ãäå ϕ(C,G) � áèêâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò ìàòðè÷íûõ àðãóìåíòîâ

C , G ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâåííî n× n è n× l . Ìàòðèö-ôóíêöèÿ Gθ íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà è èìååò äëÿ âñåõ θ ∈ Θ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèö-ôóíêöèÿ Cθ
.
= [GθG

>
θ ]−1 â çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå B1(θ∗) ⊂ Θ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà è îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó ìàòðèö-ôóíêöèÿ [GθG
>
θ ]−1 íåïðåðûâíà è

îãðàíè÷åíà â B1(θ∗) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂
∂θ

[GθG
>
θ ]−1 = [GθG

>
θ ]−1 · ∂

∂θ
[GθG

>
θ ] · [GθG

>
θ ]−1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ϕ(Cθ, Gθ) = ω′′(θ) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà

B1(θ∗) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂
∂θ
ϕ(Cθ, Gθ) = ω′′′(θ),

è â çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå B2(θ∗) ⊂ B1(θ∗) ýòà ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îíà îãðàíè÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè B(θ∗) ⊂ B2(θ∗) òî÷êè θ∗ . Ëåììà äîêàçà-

íà.

4.6.1.3 Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êâàäðàòà ãðàäèåíòà è âòîðîé ïðîèçâîä-

íîé

Îáîçíà÷èì, êàê è â óñëîâèè òåîðåìû 4.1.2,

ω(γθ)
.
= J1(θ), ω′

.
= ∂ω/∂γ

.
= ‖∂ω/∂γq‖ .= ‖ω′q‖,

ω′′
.
= ∂2ω/∂γ2 .

= ‖∂2ω/∂γq∂γl‖ .= ‖ω′′ql‖.

208



Ëåììà 4.6.4. Â òî÷êå θ = θ∗ :

(1) Mω′ω′> = σ2
Mω′′ + σ4X>X + (ω4 − 3σ4)Y >Y,

X>X
.
= ‖xql‖, xql

.
= Sp ΠE>q CElΠ,

Y >Y
.
= ‖yql‖, yql = Sp

(
W>
q ∗Wl

)
, Wl

.
= G>CElΠ,

(2) y2
ql 6 xqqxll,

(3) σ2xql = M
(
V̂ − V∗

)>
q
C
(
V̂ − V∗

)
l
,

(4) Mω′′ = MV >∗ CV∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Óñòàíîâèì îäíî íåñëîæíîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü A , B � ìàòðèöû

ðàçìåðîâ n×n , òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà x ∈ Rn âûïîëíåíî Ax = 0 è x>B =

0 . È ïóñòü e ∈ Rn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì è äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ: M ee> = σ2I . Òîãäà

M(x+ e)>A(x+ e)(x+ e)>B(x+ e) = (4.6.3)

= σ2
Mx>ABx+ M e>Aee>Be

(äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ëåâîé ÷àñòè ðà-

âåíñòâà ìàò. îæèäàíèå ñëàãàåìûõ, â êîòîðûå âåêòîð e âõîäèò íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ðàâíî

íóëþ).

Äàëåå ïîëîæèì â (4.6.3) A
.
= ΠE>q CG , B

.
= G>CElΠ , x

.
= z∗ , e

.
= η . Â ðåçóëüòàòå,

èñïîëüçóÿ (5.1.24), ïîëó÷èì

Mω′qω
′
l = σ2

MV >∗qCV∗l + M η>ΠE>q CGηη
>G>CElΠη.

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 4.6.1:

M η>Aηη>Bη = (ω4 − 3σ4) Sp (A ∗B) + σ4
(
SpAB + SpAB> + SpASpB

)
.

Ïîäñòàíîâêè A = ΠE>q CG è B = G>CElΠ ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì (ó÷èòûâàÿ òîæ-

äåñòâî SpXY = SpY X ):

AB> = 0, SpA = Sp ΠE>q CG = SpGΠE>q C = 0,

AB = ΠE>q CElΠ.

Îáîçíà÷èì A
.
= W>

q , B
.
= Wl . Ââèäó òîæäåñòâà SpA ∗B = SpA> ∗B èìååì

Mω′qω
′
l = σ2

MV >∗qCV∗l + σ4Sp ΠE>q CElΠ + (ω4 − 3σ4) SpW>
q ∗Wl.

Ìû ïîëó÷èëè 1-å óòâåðæäåíèå ëåììû.
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2) Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

SpW>
q ∗Wl 6

√(
SpW>

q ∗Wq

) (
SpW>

l ∗Wl

)
6
√(

SpW>
q Wq

) (
SpW>

l Wl

)
.

Îáîçíà÷èì xql
.
= Sp ΠE>q CElΠ , yql

.
= Sp

(
W>
q ∗Wl

)
. Ó÷òåì ðàâåíñòâà

W>
q Wq = ΠE>q CEqΠ, SpW>

q Wq = xqq.

Îòñþäà ñëåäóåò 2-å óòâåðæäåíèå ëåììû.

3) Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

σ4Sp ΠE>q CElΠ = σ2
M η>ΠE>q CElΠη.

Êðîìå òîãî, η = ž − z∗ è η‖ = Πη = Π(ž − z∗) = ẑ − z∗ . Ïîýòîìó

σ4Sp ΠE>q CElΠ = σ2
M(V̂ − V∗)>q C(V̂ − V∗)l.

Îòñþäà ñëåäóåò 3-å óòâåðæäåíèå ëåììû.

4) Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì

Mω′′ = M(ž>G>CGž)′′ = M ž>(G>CG)′′ž.

Ïîäñòàâèâ ž = z∗ + η , ïîëó÷èì

Mω′′ = M z>∗ (G>CG)′′z∗ + M η>(G>CG)′′η =

= M z>∗ (G>CG)′′z∗ + σ2Sp (G>CG)′′ =

= M z>∗ (G>CG)′′z∗ + σ2(SpG>CG)′′.

Ó÷òåì, ÷òî

SpG>CG = SpCGG> = Sp IrankG = rankG.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (ii) íà ñ. 91, rankG íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ , ïîýòîìó

(SpG>CG)′′ = 0,

Mω′′ = M z>∗ (G>CG)′′z∗ = M
ž=z∗

ω′′.

Ïðèìåíèâ ëåììó 4.6.2, ïîëó÷àåì Mω′′ = MV >∗ CV∗ . Ëåììà äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî J ′1
.
= J ′1θ = ω′γD è J ′′1

.
= J ′′1θθ = D>ω′′γγD , ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ

òåîðåìû 4.1.2.
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4.6.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.3

Êàê áûëî óêàçàíî â ðàçäåëå 3.5, îöåíêè ÎÐÌ ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû, ñ îäíîé

ñòîðîíû, êàê îöåíêè ÎÐ ñ çàìåíîé z íà Φz , è ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê îöåíêè ÂÌ ñ

çàìåíîé C íà COR . Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.3, ñëåäóÿ

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.2.

1) Ëåììà 4.6.1 îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.

2) Ëåììà 4.6.2 çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 4.6.5. Ïóñòü

ω(γθ)
.
= J1(θ) = ž>G>CORGž = ž>Φ>G>ORCORGORΦž,

ω′
.
= ∂ω/∂γ, ω′′

.
= ∂2ω/∂γ2.

Òîãäà

ω′ = γ>V >CORV̂M, V
.
= V (ž), (4.6.4)

V̂M
.
= VOR(ẑ), ẑ

.
= ΠORΦž,

ω′′ = V̂ >M CORV̂M − S1 − S2,

ãäå ñëàãàåìûå S1 è S2 îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïî åâêëèäîâîé íîðìå íåðàâåíñòâàìè:

‖S1‖ 6
√

2 c0 · ‖ž‖ · ‖ž − ẑ‖, ‖S2‖ 6 c0 · ‖ž − ẑ‖2,

c0
.
= r(p+ 1)(m+ r)‖Φ‖2SpCOR 6 r(p+ 1)2(m+ r)2N(N − p)Sp

(
γ>θ γθ

)−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.6.2. Ñëåäóåò ïðîèçâåñòè çàìå-

íó C , G , z íà COR , GOR , Φz è ó÷åñòü ðàâåíñòâî

‖Φ‖2 = (N − p)(p+ 1)(r +m),

êîòîðîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (3.3.17) è òîãî ôàêòà, ÷òî ìàòðèöà Φ èìååò â êàæäîé

ñòðîêå ðîâíî îäíó åäèíèöó è âñå îñòàëüíûå íóëè, ò. å. êâàäðàò íîðìû Φ ðàâåí ÷èñëó

ñòðîê.

3) Ëåììà 4.6.3 ñîõðàíÿåò ñèëó (â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóåò ïðîèçâåñòè çàìåíó C , G ,

z íà COR , GOR , Φz ).

4) Ëåììà 4.6.4 çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 4.6.6. Â òî÷êå θ = θ∗ :

1) Mω′ω′> = σ2
MV >∗ CORV∗ + σ4W,

0 < W < c1I,

c1
.
= r

(
σ−4ω4 +N(r +m)− 1

)
N2(p+ 1)3(r +m)2Sp

(
γ>θ γθ

)−1
,
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2) Mω′′ = MV >∗ CORV∗ + σ2Sp
(
CORC

−1
)′′
,

Sp
(
CORC

−1
)′′
6 4 (p+ 1)

3/2 N2 (r +m)2 Sp
(
γ>θ γθ

)−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç ëåììû 4.6.5,

ω′ω′> = V̂ >M CORV γγ
>V >CORV̂M,

ω′ijω
′
kl = ž>Φ>ΠORE

>
ORijCORGORΦžž

>Φ>G>ORCOREORijΠORΦž.

Â ðàâåíñòâå (4.6.3) ïîëîæèì

A
.
= Φ>ΠORE

>
ORijCORGORΦ,

B
.
= Φ>G>ORCOREORklΠORΦ,

x
.
= z∗, e

.
= η.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Mω′ijω
′
kl = σ2

MV >∗ ijCORV∗ kl+

+ M η>Φ>ΠORE
>
ORijCORGORΦηη

>Φ>G>ORCOREORklΠORΦη. (4.6.5)

Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ìàò. îæèäàíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 4.1.2, îãðàíè÷èìñÿ ïîëó÷åíèåì îöåíêè ñâåðõó.

Óñòàíîâèì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.1. Ïóñòü A = ‖aij‖ , B = ‖bij‖ � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ

n × n , è ïóñòü η � ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì è äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ:

M η = 0, M ηη> = σ2In×n, M η4
i
.
= ω4.

Òîãäà

M η>Aηη>Bη =

= (ω4 − 3σ4)

(∑
i

aiibii

)
+ σ4

(∑
ij

aijbji +
∑
ij

aijbij +
∑
ij

aiibjj

)
=

= (ω4 − 3σ4) Sp (A ∗B) + σ4
(
SpAB + SpAB> + SpASpB

)
,

ãäå çíàê ∗ îáîçíà÷àåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ ïîêîìïîíåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

îäèíàêîâîãî ðàçìåðà: ij -é ýëåìåíò A ∗B åñòü ïðîèçâåäåíèå ij -õ ýëåìåíòîâ A è B :

(A ∗B)ij = aijbij.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì ïîêîìïîíåíòíî:

η>A>ηη>Bη =
∑
ijkl

aijbklηiηjηkηl =

=
∑
i

∑
j=i

(...) +
∑
i

∑
j 6=i

(...).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå: ∑
i

∑
j=i

(...) =
∑
i

∑
j=i

∑
k=l

(...) +
∑
i

∑
j=i

∑
k 6=l

(...).

∑
i

∑
j=i

∑
k=l

(...) =
∑
i

∑
j=i

∑
k = l

k = i

(...) +
∑
i

∑
j=i

∑
k = l

k 6= i

(...)
.
= Ciiii + C

iikk

k 6= i

.

∑
i

∑
j=i

∑
k 6=l

(...) =
∑
i

∑
j=i

∑
k 6= l

k = i

(...) +
∑
i

∑
j=i

∑
k 6= l

k 6= i

(...)
.
= C

iiil

l 6= i

+ C
iikl

k 6= i

.

Ïîñëå âçÿòèÿ ìàò. îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì

MCiiii = ω4
∑

aiibii = ω4Sp (A ∗B) ,

MC
iikk

k 6= i

= σ4
∑
i

aii

(∑
k

bkk − bii

)
= σ4 (SpASpB − Sp (A ∗B)) .

Âòîðîå ñëàãàåìîå: ∑
i

∑
j 6=i

(...) =
∑
i

∑
j 6=i

∑
k=i

(...) +
∑
i

∑
j 6=i

∑
k 6=i

(...).

∑
i

∑
j 6=i

∑
k=i

(...)
.
= C

ijil

l 6= i

j 6= i

+ C
ijii

j 6= i

.

∑
i

∑
j 6=i

∑
k 6=i

(...)
.
= C

ijkl

j 6= i

k 6= j

+ C
ijjl

j 6= i

.
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Ïîñëå âçÿòèÿ ìàò. îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì

MC
ijil

l 6= i

j 6= i

= MC
ijij

j 6= i

= σ4

(∑
ij

aijbij −
∑
i

aiibii

)
= σ4

(
SpAB> − Sp (A ∗B)

)
.

MC
ijii

j 6= i

= 0, MC
ijkl

j 6= i

k 6= j

= 0,

MC
ijjl

j 6= i

= MC
ijji

j 6= i

= σ4

(∑
ij

aijbji −
∑
i

aiibii

)
= σ4 (SpAB − Sp (A ∗B)) .

Îêîí÷àòåëüíî

M η>A>ηη>Bη =

= ω4Sp (A ∗B) + σ4 (SpASpB − Sp (A ∗B)) +

+σ4
(
SpAB> − Sp (A ∗B)

)
+ σ4 (SpAB − Sp (A ∗B)) =

= (ω4 − 3σ4) Sp (A ∗B) + σ4
(
SpAB + SpAB> + SpASpB

)
.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.6.1. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íîðìàëüíîå, òî

M η>Aηη>Bη = σ4
(
SpAB + SpAB> + SpASpB

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà R ñ

íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì âåðíî ðàâåíñòâî ω4 = 3σ4 .

Ïðåäëîæåíèå 4.6.2. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 4.6.1

σ−4
M η>A>ηη>Aη =

= (σ−4ω4 − 3) Sp (A ∗ A) + (SpA)2 + SpA2 + SpA>A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 4.6.1.

Ñëåäñòâèå 4.6.2. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íîðìàëüíîå, òî

σ−4
M η>A>ηη>Aη = (SpA)2 + SpA2 + SpA>A.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.3. Ïóñòü A = ‖aij‖ � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n , è

a
.
= (a11; . . . ; ann) � âåêòîð èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ A . Òîãäà

(1) (SpA)2 6 na>a 6 nSpA>A = n‖A‖2;
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(2) SpA ∗ A 6 SpA>A;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäñòàâèì SpA â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ SpA = a>
(

1
...
1

)
.
=

a>b . Òîãäà

(SpA)2 =
(
a>b
)2
6
(
a>a

) (
b>b
)

= na>a

(íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü (1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé

ñëåäà Sp è åâêëèäîâîé íîðìû ‖ · ‖ ìàòðèöû.

2) Âòîðîå íåðàâåíñòâî òàêæå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé:

SpA ∗ A .
= a>a 6 SpA>A.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.4. Ïóñòü A = ‖aij‖ , B = ‖bij‖ � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà

n× n . Òîãäà

(1) (SpAB)2 6
(
SpA>A

) (
SpB>B

)
;

(2) SpA2 6 SpA>A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(A,B) =
∑
ij

aijbij = SpA>B,

òîãäà (1) îêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (A,B)2 6 (A,A) (B,B) .Íåðà-

âåíñòâî (2) ñëåäóåò èç (1) ïðè B = A . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 4.6.2, 4.6.3, 4.6.4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4.6.1. Ïóñòü A = ‖aij‖ � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n , è ïóñòü
η � ñëó÷àéíûé âåêòîð, êîìïîíåíòû ηi êîòîðîãî íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêîâûå

ðàñïðåäåëåíèÿ íà R êëàññà M4(0, σ2, 0, ω4) , ò. å. èìåþò íóëåâûå 1-é è 3-é ìîìåíòû,

2-é ìîìåíò σ2 è 4-é ìîìåíò ω4 .Òîãäà

σ−4
M η>A>ηη>Aη 6 (σ−4ω4 + n− 1)SpA>A.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(0, σ2) ââèäó ðàâåíñòâà ω4 = 3σ4

â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì îöåíêó (n+ 2)SpA>A .
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Ñëåäñòâèå. Â ôîðìóëå (4.6.5) âòîðîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî ñâåðõó :

M η>Φ>ΠORE
>
ORijCORGORΦηη

>Φ>G>ORCOREORklΠORΦη <

< σ4cN(r+m)N
2(p+ 1)2(r +m)Sp

(
γ>θ γθ

)−1
,

cn
.
= σ−4ω4 + n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàâåíñòâ:

M η>Φ>ΠORE
>
ORijCORGORΦηη

>Φ>G>ORCOREORklΠORΦη 6

(óòâåðæäåíèå 4.6.1)

6 σ4cN(r+m)SpΦ>ΠORE
>
ORijCORGG

>COREORklΠORΦ =

= σ4cN(r+m)‖Φ>ΠORE
>
ORijCORGORΦ‖2 6

6 σ4cN(r+m)‖Φ>ΦE>ORij‖2‖CORGOR‖2 =

(ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖CORGOR‖2 = SpCORGORG
>
ORCOR = SpCOR )

= σ4cN(r+m)‖Φ>ΦE>ORij‖2SpCOR <

(ó÷èòûâàÿ îöåíêó Φ>Φ < (p+ 1)IN(r+m)×N(r+m) è åå ñëåäñòâèå ‖Φ>Φ‖2 < (p+ 1)2N(r +

m) , à òàêæå íåðàâåíñòâî ‖Φ>ΦE>ORij‖2 6 ‖Φ>Φ‖2 )

< σ4cN(r+m)(p+ 1)2N(r +m)SpCOR <

6 σ4cN(r+m)N
2(p+ 1)2(r +m)Sp

(
γ>θ γθ

)−1
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.5. Ïóñòü W > 0 � ñèììåòðè÷íàÿ ï.î. ìàòðèöà ïîðÿäêà n , êàæ-

äûé ýëåìåíò êîòîðîé îãðàíè÷åí ñâåðõó íåðàâåíñòâîì wij < c .Òîãäà èìååò ìåñòî

îöåíêà W < ncIn×n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòíîøåíèå W < U ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò

∀x x>Wx < x>Ux.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,

x>Wx =
∑
ij

xiwijxj < c
∑
ij

xixj.
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Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

c
∑
ij

xixj = cx>


1
...

1

 (1 · · · 1)x 6 cx>x (1 · · · 1)


1
...

1

 = ncx>x.

Ñëåäîâàòåëüíî, W < ncIn×n . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.6.6. Ñîãëàñíî (4.6.5)

Mω′ω′> = σ2
MV >∗ CORV∗ + σ4W,

W ∈ Rn×n, n
.
= r(r +m)(p+ 1),

è (ij, kl) -é ýëåìåíò ìàòðèöû W ïî ñëåäñòâèþ óòâåðæäåíèÿ 4.6.1 îãðàíè÷åí ñâåðõó

êîíñòàíòîé

c =
(
σ−4ω4 +N(r +m)− 1

)
N2(p+ 1)2(r +m)Sp

(
γ>θ γθ

)−1
.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.6.5,

0 < W < ncIn×n = r(r +m)(p+ 1)cIn×n =

= r
(
σ−4ω4 +N(r +m)− 1

)
N2(p+ 1)3(r +m)2Sp

(
γ>θ γθ

)−1
In×n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Mω′ω′> = σ2
MV >∗ CORV∗ + σ4W,

0 < W < c1In×n,

c1
.
= r

(
σ−4ω4 +N(r +m)− 1

)
N2(p+ 1)3(r +m)2Sp

(
γ>θ γθ

)−1
.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

2) Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì,

Mω′′ = M
(
ž>Φ>G>ORCORGORΦž

)′′
= M ž>Φ>

(
G>ORCORGOR

)′′
Φž.

Ïîäñòàâèâ ž = z∗ + η , ïîëó÷èì

Mω′′ = M z>∗ Φ
> (G>ORCORGOR

)′′
Φz∗ + M η>Φ>

(
G>ORCORGOR

)′′
Φη =

= M z>∗ Φ
> (G>ORCORGOR

)′′
Φz∗ + σ2Sp

(
Φ>G>ORCORGORΦ

)′′
.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü.

Sp
(
Φ>G>ORCORGORΦ

)′′
= Sp

(
G>CORG

)′′
=
(
SpG>CORG

)′′
= (4.6.6)
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=
(
SpCORGG

>)′′ = (SpCORC
−1
)′′

= Sp
(
CORC

−1
)′′
.

Ó÷èòûâàÿ ýòó öåïî÷êó ðàâåíñòâ, èìååì

Mω′′ = M z>∗ Φ
> (G>ORCORGOR

)′′
Φz∗ + σ2Sp

(
CORC

−1
)′′

=

= Mω′′(ž = z∗) + σ2Sp
(
CORC

−1
)′′
.

Ïðèìåíèâ ëåììó 4.6.5 ñ ó÷åòîì θ = θ∗ , ž = z∗ è ðàâåíñòâà V̂M(ž = z∗) = V (z∗)
.
= V∗ ,

ïîëó÷èì

Mω′′ = MV >∗ CORV∗ + σ2Sp
(
CORC

−1
)′′
.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå:

Sp
(
CORC

−1
)′′

= Sp
(
G>ORCORGOR

)′′
ΦΦ> = (4.6.7)

(ñì. (5.1.24) ñ ïåðåîáîçíà÷åíèåì C
.
= COR , G

.
= GOR , t

.
= l )

= Sp
{

ΠE>l CEqΠ−

− G>C
(
ElG

>CEq + EqG
>CEl

)
Π−

− −G>CEqΠE>l CG
}
ΦΦ> 6

(ïðåäëîæåíèå 4.6.3)

6
√
n
{
‖ΠE>l CEqΠ‖+

+ ‖G>CElG>CEqΠ‖+ ‖G>CEqG>CElΠ‖+

+ ‖G>CEqΠE>l CG‖
}
‖ΦΦ>‖.

Ó÷òåì íåðàâåíñòâà ‖ΠA‖ 6 ‖A‖ , ‖AEl‖2 6 ‖A‖2 ,

‖ΦΦ>‖ 6 ‖Φ‖2 = (N − p) (p+ 1) (r +m) . Òîãäà

Sp
(
CORC

−1
)′′
6
√
n (N − p) (p+ 1) (r +m)

{
‖C‖+ 2‖G>CG>C‖+ ‖G>CCG‖

}
.

Òåïåðü ïðèâëå÷åì ñîîòíîøåíèÿ ‖C‖ = ‖C1/2‖2 = SpC , ‖G>C‖2 = SpCGG>C = SpC :

Sp
(
CORC

−1
)′′
6 4
√
n (N − p) (p+ 1) (r +m) SpC.

Â èòîãå, ïîäñòàâèâ n = r (r +m) (p+ 1) 6 (r +m)2 (p+ 1) è âîññòàíîâèâ â ïðàâîé ÷àñòè

îïóùåííûé èíäåêñ OR , ïîëó÷èì îöåíêó

Sp
(
CORC

−1
)′′
6 4 (p+ 1)

3/2 N (r +m)2 SpCOR 6

6 4 (p+ 1)
3/2 N2 (r +m)2 Sp

(
γ>θ γθ

)−1
.
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Ëåììà 4.6.6 äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà J ′1
.
= J ′1θ = ω′γD è J ′′1

.
= J ′′1θθ = D>ω′′γγD , ïîëó÷àåì ïåðâûå òðè

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.1.3.

Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ Sp (CORC
−1)
′′
θθ , èìåÿ îöåíêó äëÿ Sp (CORC

−1)
′′
.

Âåðíû ðàâåíñòâà

Sp
(
CORC

−1
)′′
θθ

= SpD>
(
CORC

−1
)′′
D = Sp

(
G>ORCORGOR

)′′
ΦDD>Φ>.

Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.6.6 îò ôîðìóëû (4.6.7) ñ çàìåíîé ΦΦ> íà ΦDD>Φ> ,

ïîëó÷èì îöåíêó

Sp
(
CORC

−1
)′′
θθ
6 4 (p+ 1)

3/2 N2 (r +m)2 ‖DD>‖Sp
(
γ>θ γθ

)−1
,

è äàëåå 4-å óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà 4.1.3 äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå ïî ãëàâàì 3, 4

Ïðèâåäåì êðàòêèé ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ 3-é è 4-é ãëàâ äèññåðòàöèè.

1. Â çàäà÷å âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ñ ôèêñèðîâàííîé òðàåêòîðèåé z∗ âû÷èñ-

ëåíà íèæíÿÿ ãðàíèöà Êðàìåðà�Ðàî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè âàðèàöèîí-

íûõ îöåíîê: σ2
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
(òåîðåìà 4.1.1).

2. Îïèñàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âàðèàöèîííûõ îöåíîê ÂÌ, ÎÐ (òåîðåìà 4.1.2)

è ÎÐÌ (òåîðåìà 4.1.3); ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòè îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëå ìàëûõ âîçìóùåíèé σ → 0 äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì îöåíêè ÂÌ èìåþò íàèìåíüøóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ ñðåäè

äðóãèõ âàðèàöèîííûõ îöåíîê (òåîðåìû 3.5.1, 3.5.2).

4. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå L íàáëþäåíèé ž(1), . . . , ž(L) , ž(i) = z∗+η(i) , η(i) ∈ N(0, σ2I) ,

åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè z∗ îöåíêè ÂÌ (ÎÐ) ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÏ); â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå îöåíîê ÂÌ, ÎÐ ñâîäèòñÿ ê ìèíè-

ìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ îäíîãî ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ (óòâåðæäåíèå 4.2.1).

Òàêèå îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû ïî L ïðè ëþáîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè

σ ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé äèñïåðñèåé σ2
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
(òåîðåìà 4.2.1).

5. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå σ → 0 â âàðèàöèîííîé çàäà÷å èäåíòèôèêà-

öèè ñ ôèêñèðîâàííîé òðàåêòîðèåé z∗ îöåíêà ÂÌ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíà ñ

äèñïåðñèåé σ2
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
(òåîðåìà 4.1.1 è ñëåäñòâèå 2 òåîðåì 4.1.2, 4.1.3).

6. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå %/σ → ∞ äëÿ íàáëþäåíèé ž = H∗w∗ + η ,

η ∈ N(0, σ2I) , w∗ ∈ N(0, %2I) èëè w∗ ∈ U(0, B%) , îöåíêè ÂÌ ñõîäÿòñÿ ïî öåëåâîé
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ôóíêöèè ê îöåíêàì ÌÏ, è äèñïåðñèÿ îöåíîê ÂÌ ïðèáëèæàåòñÿ ê íàèìåíüøå-

ìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ σ2
(
MD>V >∗ CV∗D

)−1
, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåãðàëüíûì

èíôîðìàöèîííûì íåðàâåíñòâîì òèïà Áîðîâêîâà�Ñàõàíåíêî [13, òåîðåìà 2.20.5]

(òåîðåìà 4.4.2). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ îöåíîê ÎÐ ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ìàò-

ðèö.
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Ãëàâà 5

Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îöåíîê è

êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè

èäåíòèôèöèðóåìîñòè

1985�... Emerging new ideas without statistical roots

(L. Ljung. Periods in the development of system identi�cation (1996) [196])

Îïòèìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ... ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ëîãè÷íûì ïîäõîäîì

ê èäåíòèôèêàöèè ..., ÷åì êëàññè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâûâàþùèéñÿ

íà ñîñòîÿòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê

(ß.Âèëëåìñ [19, ñ. 180])

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè âàðèàöèîííûõ îöåíîê.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïîäõîäà, îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåÿâíûìè ôóíêöèÿìè

íàáëþäåíèé, îïðåäåëÿåìûìè èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè íóëþ â

òî÷êå ìèíèìóìà. Â ãëàâå âû÷èñëåíû ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé îöåíîê ÎÐ, ÎÐÌ è ÂÌ ïî

íàáëþäåíèÿì è ïîñòðîåíû ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþò ýëëèïñîèäû

ðàçáðîñà îöåíîê ïðè âîçìóùåíèÿõ â íàáëþäåíèÿõ èç ìàëîãî øàðà ñ öåíòðîì â èñòèííîé

òî÷êå (òåîðåìà 5.1.1). Âû÷èñëåíî ðàçëîæåíèå íåÿâíîé ôóíêöèè îöåíêè ÂÌ â ðÿä Òåé-

ëîðà äî êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî ïî ìàëûì âîçìóùåíèÿì â íàáëþäåíèÿõ òðàåêòîðèé.

Ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà (òåîðåìà 5.1.2). Êàê

ñëåäñòâèå, âïåðâûå äàíû ãàðàíòèðîâàííûå àïðèîðíûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ îøèáîê èäåí-

òèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (ñëåäñòâèå

òåîðåìû 5.1.2).

Ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöû äèñïåðñèé îöåíîê ÂÌ, ÎÐ,

ÎÐÌ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëûõ âîçìóùåíèé (òåîðåìà 4.3.1) ñîâïàäàþò ñ îáðàòíûìè

ìàòðèöàìè ÷óâñòâèòåëüíîñòè (òåîðåìà 5.2.1). Íà îñíîâàíèè ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè

àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ (ïðè ìàëûõ øóìàõ) îöåíîê ÂÌ ïðåäëîæåíû ñïîñîáû

âû÷èñëåíèÿ àïðèîðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðó-

åìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìàòðè÷íûõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè äåìîíñòðèðóåòñÿ ðàñ÷åòàìè íà ïðèìåðå Ê.Ëàíöîøà (1956) [184] çàäà÷è âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò (ðàçäåë 5.3) è íà ïðèìåðå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

ïàðàìåòðîâ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó ðåàëüíîãî îáúåêòà (ðàç-

äåë 5.2.8).

5.1 Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îöåíîê

Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà (3.1.2)

αpy[k + p] + ...+ α0y[k] = βpu[k + p] + ...+ β0u[k], k = 1, N − p. (5.1.1)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ñóòü ìàòðèöû

αi = αi(θ) ∈ Rr×r, βi = βi(θ) ∈ Rr×m,

êîòîðûå àôôèííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà

θ ∈ Θ ⊆ Rn, n < 2r(r +m)(p+ 1).

Ïàðàìåòð θ ôèêñèðîâàí è ïîäëåæèò èäåíòèôèêàöèè ïî íàáëþäåíèþ x ∈ RN(r+m) íåêî-

òîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

z = (y[1];u[1]; . . . ; y[N ];u[N ]) ∈ RN(r+m).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäåíèå x ñîäåðæèò âîçìóùåíèÿ è íå ìîæåò áûòü îïèñàíî

óðàâíåíèåì (5.1.1). Ïîäîáíûå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè â òåîðèè

óïðàâëåíèÿ ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè.

Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà θ âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà öåëåâîé

ôóíêöèè

θ̂ = arg min
θ∈Θ

ρ(θ, x).

Âûáîð ôóíêöèè ρ çàâèñèò îò ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå âîçìóùåíèé â íàáëþäåíèÿõ

x . Òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ îá îïòèìàëüíîñòè òîé èëè èíîé öåëåâîé ôóíêöèè óäàåòñÿ ïî-

ëó÷èòü â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Íàèáîëåå èçâåñòíû öåëåâîé ôóíêöèè

ïî íåâÿçêå óðàâíåíèÿ è ïî íåâÿçêå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì γi
.
= (αi,−βi) è
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çàïèøåì óðàâíåíèå (5.1.1) â ìàòðè÷íîì âèäå
∗)

Gθz = 0, Gθ =


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 . (5.1.2)

Îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ íåâÿçêè óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, êîòîðîå

ìèíèìèçèðóåò íîðìó
∗∗) ‖Gθx‖ :

θ̂1 = arg min
θ∈Θ
‖Gθx‖.

Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ îïòèìàëüíûì íàçîâåì ðåøåíèå ẑ = ẑ(θ) , áëè-

æàéøåå ê íàáëþäåíèÿì:

‖x− ẑ(θ)‖ = min
Gθz=0

‖x− z‖.

Îïòèìàëüíîé îöåíêîé θ̂2 ñ òî÷êè çðåíèÿ íåâÿçêè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ áóäåò çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íîðìó ‖x− ẑ(θ)‖ :

θ̂2 = arg min
θ∈Θ
‖x− ẑ(θ)‖ = arg min

θ∈Θ
min
Gθz=0

‖x− z‖. (5.1.3)

Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îöåíîê õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâàìè âèäà

‖∆θ̂(∆x)‖ 6 f(‖∆x‖), (5.1.4)

ãäå f(·) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, îáû÷íî ëèíåéíàÿ èëè êâàäðàòè÷íàÿ. Ðåçóëüòàòû ïî

óñòîé÷èâîñòè îöåíîê θ̂1 ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè À.Áüîðêà (1996) [140, òåîðåìà 1.4.6].

Ýòè îöåíêè áîëåå ïðîñòû, ÷åì îöåíêè θ̂2 , ââèäó òîãî, ÷òî îíè ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

íàáëþäåíèÿ x [140, ðàçäåë 1.1]. ×òî êàñàåòñÿ θ̂2 , òî óñòîé÷èâîñòü ýòèõ îöåíîê äî íåäàâ-

íåãî âðåìåíè áûëà èññëåäîâàíà òîëüêî â ñëó÷àå p = 0 [140, 249, 258], ñì. òàêæå ñåðèþ

ñòàòåé À.Á.Êóðæàíñêîãî (1991 è äð.) [60]. Òðóäíîñòè âûçâàíû òåì, ÷òî çàâèñèìîñòü

θ̂2(x) íå èìååò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ è îïèñûâàåòñÿ êàê íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ èç óðàâíåíèÿ
∗∗∗)

ρ′θ(θ̂2, x) = 0 .

Áîëåå ïðîñòî ïîëó÷àåòñÿ äðóãàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè � ÷åðåç

ðàçëîæåíèå ôóíêöèè θ̂2(x) â ðÿä Òåéëîðà äî ëèíåéíîãî ÷ëåíà:

θ̂2(x+ ∆x) = θ̂2(x) + S>∆x+O(‖∆x‖2).

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñëàãàåìîãî S>∆x â ïðåäåëå ρ → 0 áûëè ïîëó÷åíû â [76, 84, 128, 134].

Ïîäîáíîãî ðîäà õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè íå ïðèâîäÿò ê îöåíêå ñâåðõó äëÿ íîð-

∗)Иногда будем опускать индекс ” θ ”: Gθ
.= G .

∗∗)Здесь и далее ‖ · ‖ обозначает евклидову норму.
∗∗∗)Штрихом обозначаем частную производную по переменной, указанной в нижнем индексе.
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ìû îòêëîíåíèé ‖∆θ‖ , ïîñêîëüêó îñòàâëÿþò îòêðûòûì âîïðîñ î âåëè÷èíå îñòàòî÷íîãî

÷ëåíà.

Ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðè àääèòèâíûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ â íàáëþäå-

íèÿõ x ñîñòîÿòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ èìåííî îöåíêè θ̂2 [154,202,258]. Îíè òàêæå âûãëÿäÿò

ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìàöèè íàáëþäåíèé x ðåøåíèÿìè óðàâíå-

íèÿ (5.1.1). Ýòèì îáóñëîâëåí èíòåðåñ ê îöåíêàì θ̂2 â ëèòåðàòóðå. Àëãîðèòìû âû÷èñëå-

íèÿ θ̂2 áûëè ïðåäëîæåíû è èçó÷àëèñü â [30, 40, 45, 218, 235]. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè èññëåäîâàíû â [22,70,73,74,133]. Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè óïîìèíàëàñü,

â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ çàäà÷åé âûäåëåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé èç íàáëþäåíèé çà-

òóõàþùèõ ðÿäîâ [184, ãë.IV, ï.23]. Ñëîæíûé õàðàêòåð ýêñòðåìóìîâ (5.1.3) îòìå÷àëñÿ

â [30,57,242].

Â ýòîé ãëàâå äëÿ îöåíîê θ̂2 ïðè p > 0 ïîëó÷åíà õàðàêòåðèñòèêà óñòîé÷èâîñòè

âèäà (5.1.4). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëåíû íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå è äàíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ

âåëè÷èíû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìóëå Òåéëîðà.

Äàëåå ïðèìåì ρ(θ, x) = ‖x − ẑ(θ)‖ , θ̂ .
= θ̂2 . Êîãäà áóäåò èäòè ðå÷ü î çàâèñèìîñòè

θ̂(x) , áóäåì èíîãäà ïèñàòü ïðîñòî θ(x) .

5.1.1 Ôóíêöèÿ θ̂(x)

Êàê è â ðàçäåëå 3.1, îáîçíà÷èì

γθ
.
=
(
γ0 γ1 . . . γp

)
∈ Rr×(r+m)(p+1), γ

.
= vect γ>θ , (5.1.5)

ãäå vect � âûñòðàèâàíèå ïî ñòîëáöàì
∗). Ïîëàãàåì γ = γ(θ) = d + Dθ = (d,D) (1; θ)

.
=

D̃ϑ , ìàòðèöó D̃ ñ÷èòàåì èçâåñòíîé. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó

γθ(s)
.
= γ0 + γ1s+ . . .+ γps

p. (5.1.6)

Íàëîæèì óñëîâèÿ (i), (ii.à-ã) íà ñ. 91 è (i'), (i�) íà ñ. 128.

Óñëîâèå (ii.à) ãàðàíòèðóåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñòðîê Gθ (ïðåäëîæåíèå 1.4.1).

Óñëîâèÿ (ii.á)�(ii.ã) îáåñïå÷èâàþò ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà ïðîäîëæèìîñòè âñåõ ðåøåíèé

(5.1.1) ïðè èçìåíåíèÿõ θ . Íàïîìíèì, ðåøåíèå z íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæèìûì, åñëè îíî

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ z′ òîãî æå óðàâíåíèÿ (5.1.1) ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì

N ′ > N (îïðåäåëåíèå 1.4.4). Åñëè ðåøåíèå íåïðîäîëæèìî, îíî íå èìååò ôèçè÷åñêîãî

ñìûñëà.

Îáîçíà÷èì

J(θ, x)
.
= 1

2
ρ2(θ, x) = 1

2
‖x− ẑ‖2. (5.1.7)

∗)Например, vect
(

1 3 5
2 4 6

)
=


1
2
...
6

 .
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Äëÿ ôóíêöèè θ̂(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèé:

θ̂ = arg min
θ∈Θ

ρ(θ, x) = arg min
θ∈Θ

J(θ, x).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ J(θ, x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

2-ãî ïîðÿäêà ïî θ è x . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ θ̂(x) , îïðåäåëÿåìàÿ

óðàâíåíèåì J ′θ(θ̂, x) = 0 .

Ëåììà 5.1.1. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè θ̂
.
= θ(x) âåðíû âûðàæåíèÿ:

∂θ

∂xj
= (−J ′′θθ)

−1
J ′′θxj , (5.1.8)

∂2θ

∂xj∂xk
= (J ′′θθ)

−1
(
a1,j . . . an,j

)
(−J ′′θθ)

−1
J ′′θxk+ (5.1.9)

+ (J ′′θθ)
−1
J ′′′θθxk (J ′′θθ)

−1
J ′′θxj + (−J ′′θθ)

−1
J ′′′θxjxk ,

as,j
.
= J ′′′θθθs (J ′′θθ)

−1
J ′′θxj − J

′′′
θxjθs

, as,j ∈ Rn×1, s ∈ 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè (5.1.4) íóæíî âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ

ïðèðàùåíèÿ ∆θ
.
= θ(x + ∆x) − θ(x) , ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

ïðèìåíèìà òîëüêî ê ôóíêöèÿì ñî çíà÷åíèÿìè â R1 [124, ò.1, ãë.3, ïàð.5]. Ïðåäñòàâèì

∆θ â âèäå ñóììû ïðèðàùåíèé 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âåëè÷èíå ε
.
= ‖∆x‖ :

∆θ = ∆1θ + ∆2θ , ∆kθ ∼ O(εk) . Ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò âèä

∆1θ = S>∆x, S> =
∥∥S>ij∥∥ =

∥∥∥∥ ∂θi∂xj
(x)

∥∥∥∥i
j

= − (J ′′θθ)
−1
J ′′θx,

ãäå θi � i -é ýëåìåíò θ , i = 1, n , è ‖Aij‖ij îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç

ýëåìåíòîâ Aij , ‖Bi‖i � âåêòîð-ñòîëáåö (ìîæåò áûòü, êëåòî÷íûé) èç ýëåìåíòîâ (êëåòîê)

Bi , ‖Cj‖j � âåêòîð-ñòðîêà. Âòîðîå ñëàãàåìîå ∆2θ åñòü âåêòîð, ýëåìåíòû êîòîðîãî

ñóòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ïîýëåìåíòíîãî

ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè ∆θ(∆x) â ðÿä Òåéëîðà:

∆2θ =


∆2θ1

...

∆2θn

 , ∆2θi = 1
2
∆x>Ψi(x+ hi∆x)∆x, hi ∈ (0, 1), (5.1.10)

Ψi(x)
.
=

∥∥∥∥ ∂2θi
∂xj∂xk

(x)

∥∥∥∥j
k

, i = 1, n.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå J ′′θθ è J ′′θx , èìåÿ

â âèäó ñîîòíîøåíèÿ J ′′θθ = D>J ′′γγD , J ′′θx = D>J ′′γx . Íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà ðàçíûõ âûðà-
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æåíèÿ äëÿ ôóíêöèè J(θ, x) . Ïåðâîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (5.1.7):

J(θ, x) = min
Gθz=0

1
2
‖x− z‖2 = 1

2
‖x− ẑ‖2 = 1

2
x>G>

(
GG>

)−1
Gx.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî âûðàæåíèÿ èñïîëüçóåì ìàòðèöó V (3.1.8). Òîãäà ôóíêöèÿ

J(θ, x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (3.3.14)

J(θ, x) = 1
2
x>G>

(
GG>

)−1
Gx = 1

2
θ̃>D̃>V >CV D̃θ̃,

V = V (x), C = Cθ
.
=
(
GθG

>
θ

)−1
.

Ýòî åñòü âòîðîå âûðàæåíèå äëÿ J(θ, x) .

Îáîçíà÷èì Π
.
= I−G>CG ïðîåêòîð â RN(r+m) íà nulG . Ïóñòü γij � ij -é ýëåìåíò

ìàòðèöû γθ (5.1.5). Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû èíäåêñîì

q = i+ (j − 1)r.

Ìàòðèöà

Eq
.
= ∂G/∂γq (5.1.11)

ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå íå áîëåå îäíîé åäèíèöû.

Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 5.1.2. Ìàòðèöà 2-õ ïðîèçâîäíûõ J ′′θθ
.
=
∥∥∥ ∂2J
∂θi∂θj

∥∥∥i
j
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

â ñëåäóþùåì âèäå
∗):

J ′′θθ = R0 +R1 +R2, Rk ∼ O(ρk),

R0
.
= D>V̂ >CV̂ D, V̂

.
= V (ẑ), R1,2 = D>W1,2D, W1,2

.
=
∥∥W qt

1,2

∥∥q
t
,

W qt
1

.
= −x>G>C(EqG

>CEt + EtG
>CEq)Πx, W qt

2
.
= −x>G>CEqΠE>t CGx,

‖R1‖ 6
√

2 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ · ρ, ‖R2‖ 6 c0 · ‖D‖2 · ρ2,

c0
.
= r(p+ 1)(m+ r)SpC

.
= c00SpC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ äðóãîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîäíîé J ′′θθ ÷åðåç ìíîæèòåëè Ëàãðàí-

æà áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â [45].

Ëåììà 5.1.3. Ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ J ′′θx
.
=
∥∥∥ ∂2J
∂θi∂xj

∥∥∥i
j
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

ñëåäóþùåì âèäå:

J ′′θx = P0 + P1, Pk ∼ O(ρk), P0
.
= D>V̂ >CG,

P1
.
= D>F1, F1

.
= ‖F q

1 ‖
q , F q

1
.
= x>G>CEqΠ,

∗)В отличие от [76, лемма 3], величина константы c0 в утверждении леммы уменьшена в N раз.
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‖P0‖ 6 ‖D‖ ·
√
c00SpC · ‖x‖, ‖P1‖ 6 ‖D‖ ·

√
c00SpC · ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Ñëåäñòâèå.
∂θ

∂x
= S> = −R−1

0 P0 +O(ρ) =

= −
(
D>V̂ >CV̂ D

)−1

D>V̂ >CG+O(ρ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ S>0
.
= −R−1

0 P0 , S
>
1

.
= S> − S>0 ∼ O(ρ) . Çàìåòèì, ÷òî èç ðà-

âåíñòâà C =
(
GG>

)−1
ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ P0P

>
0 = R0 , S

>
0 S0 = R−1

0 . Ïðèðàùåíèå

ôóíêöèè θ(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ

∆θ = S>0 ∆x+ S>1 ∆x+ ∆2θ,

S>0 ∆x ∼ O(ε), S>1 ∆x ∼ O(ρε), ∆2θ ∼ O(ε2). (5.1.12)

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå 1-ãî ïîðÿäêà ïî ε , ò. å. S>∆x . Äëÿ ýëëèïñîèäîâ â Rn ñ

öåíòðàìè â íóëå ïðèìåì îáîçíà÷åíèå

ES>S
.
=
{
y ∈ Rn : y>

(
S>S

)−1
y 6 1

}
=
{
y = S>e : ‖e‖ 6 1

}
. (5.1.13)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ y>
(
S>S

)−1
y = e>S

(
S>S

)−1
S>e 6 e>e 6

1 . Ïóñòü îòêëîíåíèÿ ∆x ëåæàò â øàðå ‖∆x‖ 6 ε . Òîãäà ïðèðàùåíèÿ S>∆x îáðàçóþò

ýëëèïñîèä Eε2S>S . Èç óñòàíîâëåííûõ âûøå óòâåðæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1.1. Ýëëèïñîèä ðàññåÿíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà ∆1θ ∈ Eε2S>S îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé

S>S = R−1
0 +O(ρ) =

(
D>V̂ >CV̂ D

)−1

+O(ρ) = (J ′′θθ)
−1

+O(ρ). (5.1.14)

Ñëåäñòâèå 5.1.1. Ïóñòü λmin(R0) � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû R0 .

Äëÿ ïðèðàùåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà âåðíà îöåíêà

‖∆1θ‖ 6
ε√

λmin(R0)
+O(ερ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

5.1.2 Îöåíêà ïðèðàùåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â óòâåðæäåíèè ñëåäñòâèÿ 5.1.1 â âèäå ‖S>1 ∆x+

∆2θ‖ 6 (c21ρ+ c22ε) ε . Áóäåì èñêàòü êîíñòàíòû c21 è c22 . Îáîçíà÷èì

R∗
.
= ‖D‖2 · c00SpC · ‖x‖2, b0

.
=

2
√
n

λmin(R0)
.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 1
2
√
n c00

b0R
∗ èãðàåò ðîëü îöåíêè ñâåðõó äëÿ ÷èñëà îáóñëîâ-

ëåííîñòè ìàòðèöû R0 â òîì ñìûñëå, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

λmax(R0)

λmin(R0)
6

b0R
∗

2
√
n c00

. (5.1.15)

Òàêæå b0 èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè ñâåðõó äëÿ íîðìû îáðàòíîé ìàòðèöû âòîðûõ

ïðîèçâîäíûõ (J ′′θθ)
−1 , ñì. äàëåå (5.1.46) è (5.1.47).

Ëåììà 5.1.4. Îáîçíà÷èì M
.
= (R1 +R2)R−1

0 è ïóñòü ‖M‖ < 1 . Òîãäà

S>1 = −R−1
0 [P1 + Y (P0 + P1)] , Y

.
= −(R1 +R2)R−1

0

[
I + (R1 +R2)R−1

0

]−1
,

‖S>1 ‖ 6
21
√
n b20(R∗)

3/2

2‖x‖ ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Ðàññìîòðèì íîðìó ‖∆2θ‖ . Ïðîèçâîäíûå â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîìïîíåíò ∆2θi (5.1.10)

áåðóòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ x + hi∆x , i = 1, n . Ââèäó ýòîãî îöåíèâàòü âåëè÷èíó ‖∆2θ‖
ñëåäóåò ÷åðåç íîðìû êîìïîíåíò

∆2θi = 1
2

∑
j

∑
k

∂2θi
∂xj∂xk

∆xj∆xk.

Ïóñòü B
.
= (J ′′θθ)

−1 , bi
.
= [B]i

.
= ‖Bij‖j � i -ÿ ñòðîêà B . Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå âåëè÷èíû

(êðîìå ∆x ) â âûðàæåíèÿõ äëÿ ∆2θi áåðóòñÿ â òî÷êàõ

x∆ .
= x∆(i) ∈ (x, x+ hi∆x), θ∆ .

= θ∆(i)
.
= θ(x∆).

Ñ ó÷åòîì (5.1.9) èìååì

∆2θi = 1
2

[B]i
(∑

j

(
a1,j . . . an,j

)
∆xj

)
(−B)

(∑
k

J ′′θxk∆xk

)
+ (5.1.16)

+1
2

[B]i
(∑

k

J ′′′θθxk∆xk

)
B

(∑
j

J ′′θxj∆xj

)
−

−1
2

[B]i
(∑

j

∑
k

J ′′′θxjxk∆xj∆xk

)
.
= 1

2
[B]iB1.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

‖∆2θi‖ 6 1
2
‖bi‖ · ‖B1‖ 6 1

2
‖B‖ · ‖B1‖.

Ïîýòîìó

‖∆2θ‖ 6
√
n max

i
‖∆2θi‖ 6 1

2

√
n ‖B‖ · ‖B1‖. (5.1.17)
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Â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñîìíîæèòåëü
√
n ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà ïîêîìïîíåíòíîé îöåíêè

è ìîã áû áûòü îïóùåí, åñëè áû âñå òî÷êè x+hi∆x âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ áûëè îäèíàêîâû

(h1 = . . . = hn ).

Îöåíèì íîðìó ‖B1‖ . Èç îïðåäåëåíèÿ (5.1.16) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖B1‖ 6 ‖
∑
j

(
a1,j . . . an,j

)
∆xj︸ ︷︷ ︸

B2

‖ · ‖B‖ · ‖
∑
k

J ′′θxk∆xk︸ ︷︷ ︸
B3

‖+

+‖
∑
k

J ′′′θθxk∆xk︸ ︷︷ ︸
B4

‖ · ‖B‖ · ‖
∑
j

J ′′θxj∆xj︸ ︷︷ ︸
B5

‖+ ‖
∑
j

∑
k

J ′′′θxjxk∆xj∆xk︸ ︷︷ ︸
B6

‖.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé

‖B1‖ 6 ‖B‖ · ‖B3,5‖ · (‖B2‖+ ‖B4‖) + ‖B6‖. (5.1.18)

Ëåììà 5.1.5. Âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖B2‖ 6
√
n
{
‖B‖ · ‖D‖2 · (c00SpC)

(
6 ‖x‖2 + 16 ‖x‖ ρ+ 6ρ2

)
+ 4
}
×

×‖D‖2 · c00SpC · (‖x‖+ ρ) · ε, ‖B3,5‖ 6 ‖D‖ ·
√
c00SpC · (‖x‖+ ρ) · ε,

‖B4‖ 6 4 ‖D‖2 · c00SpC (‖x‖+ ρ) · ε, ‖B6‖ 6 2 ‖D‖ ·
√
c00SpC · ε2,

ãäå ε ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à âåëè÷èíû Bi , SpC , ‖x‖ , ρ âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êàõ

x∆ , θ∆ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó äëÿ íîðìû îáðàòíîé ìàòðèöû ‖B‖ .= ‖ (J ′′θθ)
−1 ‖ .

Ëåììà 5.1.6. Ïóñòü ‖ ‖2 � ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ‖A‖2
.
= max‖x‖=1 ‖Ax‖ . Âåðíî íåðà-

âåíñòâî

‖B‖ .= ‖ (J ′′θθ)
−1 ‖ 6

√
n ‖ (J ′′θθ)

−1 ‖2 6

6

√
n

λmin(R0)− c0 · ‖D‖2 ·
(√

2 · ‖x‖+ ρ
)
ρ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Â ýòîé ëåììå, êàê è ðàíåå, âåëè÷èíû B , ‖x‖ è ρ âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êàõ x∆ , θ∆ .

Íàêîíåö, íóæíî îöåíèòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí SpC , ‖x‖ , ρ , âçÿòûå â òî÷êàõ x∆ ,

θ∆ , ÷åðåç çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ x , θ . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ρ∆ .
= ρ(θ∆, x∆) . Ïî îïðåäåëåíèþ ρ = ‖x− x̂‖ , òîãäà

ρ∆ = ‖x∆ − x̂∆‖ 6 ‖x∆ − x̂‖ = ‖x+ ∆x− x̂‖ 6 ρ+ ε. (5.1.19)
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Ëåììà 5.1.7. Ïóñòü ‖∆θ‖ 6 (
√

6−2)
(N−p)[(N−p)3/2+1]·‖C‖·‖D‖·‖γ‖

. Òîãäà

0 < Sp (C + ∆C) 6 2SpC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Ñôîðìóëèðóåì ãëàâíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ âûøå íåðàâåíñòâ.

Óòâåðæäåíèÿ çäåñü äàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èí â òî÷êàõ x , θ .

Òåîðåìà 5.1.2. Ïóñòü

c22
.
=
√

2n b0
√
R∗

‖x‖

{
36 b0R

∗ (√n [31 b0R
∗ + 1] + 1

)
+ 1
}

è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ρ+ ε 6 ‖x‖
12 b0R∗

, (5.1.20)(√
b0

2
√
n

+ 21
√
n b0
√
R∗

24

)
ε+ c22 ε

2 6
(
√

6−2)
(N−p)[(N−p)3/2+1]·SpC·‖D‖·‖γ‖

, (5.1.21)

êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óñëîâèÿ íà ρ è ε . Òîãäà

‖∆θ‖ 6
√

b0
2
√
n
ε+

21
√
n b20 (R∗)

3/2

2‖x‖ ρε+ c22 ε
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðàçäåë 5.1.3.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà óñëîâèå (5.1.20). Îíî îïèñûâàåò îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé çàâåäî-

ìî âåðíû ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå b0 , çàïèøåì ýòî óñëîâèå

â âèäå ρ+ε
‖x‖ 6

λmin(R0)
24
√
nR∗

. Åñëè îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ρ âåëèêà, äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðà-

âåíñòâà íóæíî èëè äîáèâàòüñÿ óìåíüøåíèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé â èçìåðåíèÿõ, èëè,

åñëè âîçìóùåíèÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè, óñëîæíÿòü óðàâíåíèå (5.1.1), ðàñøèðÿÿ

ìíîãîîáðàçèå MΘ
.
=
⋃
θ∈ΘN (Gθ) (ñì. (2.1.7)).

Â óñëîâèè (5.1.21) ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì γ . Åñëè ñòðîêè ìíîãî÷ëåí-

íîé ìàòðèöû γθ(s) áëèçêè ê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, òî ñëåä SpC âåëèê, ÷òî óìåíüøàåò

àìïëèòóäó äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé ε .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ρ = 0 è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ε 6 ‖x‖
12 b0R∗

,

√
b0

2
√
n
ε+ c22ε

2 6
(
√

6−2)
(N−p)[(N−p)3/2+1]·SpC·‖D‖·‖γ‖

.

Òîãäà

‖∆θ‖ 6
√

b0
2
√
n
ε+ c22 ε

2.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ äàåò îöåíêó ÷óâñòâèòåëüíîñòè â îáðàòíîé çàäà÷å âîññòàíîâ-

ëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (5.1.1) ïî íàáëþäåíèþ x = z + ε ðåøåíèÿ z . Ñóùå-

ñòâåííîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èí λmin(R0) è b0 îò z . Íà ýòîì îñíîâàíèè

ìîæíî ïðåäëîæèòü êîëè÷åñòâåííûå êðèòåðèè èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ óðàâ-

íåíèÿ (5.1.1) (ðàçäåë 5.2).
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5.1.3 Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé.

Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ‖ ‖2

ñïåêòðàëüíóþ íîðìó ‖A‖2
.
= max‖x‖=1 ‖Ax‖ = λmax(A) . Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

[62, ï.6.3 è òåîðåìà 7.1.1]:

Ïðåäëîæåíèå 5.1.1. 1) ‖A‖2 = λmax(A) 6 ‖A‖ . 2) ‖A‖ 6
√
n ‖A‖2 . 3) ‖A‖ 6 SpA .

Ïðåäëîæåíèå 5.1.2. Åñëè ‖ ‖∗ îáîçíà÷àåò ëþáóþ ìàòðè÷íóþ íîðìó, äëÿ êîòîðîé

‖I‖∗ = 1 , è åñëè ν∗
.
= ‖M‖∗ < 1 , òî (I +M)−1 ñóùåñòâóåò, è ‖ (I +M)−1 ‖∗ 6 1

1−ν∗ .

Ñëåäñòâèå 5.1.2. Åñëè ν = ‖M‖ < 1 , òî (I +M)−1 = I + Y , Y = −M (I +M)−1 ,

‖Y ‖ 6 ν
1−ν
√
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ‖I‖2 = 1 , è ν2
.
= ‖M‖2 6 ‖M‖ < 1 , òî ìîæíî ïðèìåíèòü

ïðåäëîæåíèå 5.1.2 ñ çàìåíîé íîðìû ‖ ‖∗ íà ‖ ‖2 . Èç ðàâåíñòâà (I +M) (I +M)−1 = I

ñëåäóåò (I +M)−1 = I − M (I +M)−1 , òîãäà Y = −M (I +M)−1 è ‖Y ‖2 6 ‖M‖2 ·
‖ (I +M)−1 ‖2 6

ν2

1−ν2
. Êðîìå òîãî, ‖Y ‖ 6

√
n ‖Y ‖2 6

ν2

1−ν2

√
n 6 ν

1−ν
√
n . Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.3. 1) ‖x>G>C‖2 6 ρ2SpC , 2) ‖G>C‖2 = SpC , 3) ‖C‖ 6 SpC .

4) Ïóñòü ìàòðèöà Eq îïðåäåëåíà â (5.1.11) è X , Y � ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ èìåþò

ñìûñë ïðîèçâåäåíèÿ XEq , EqY , ΠY . Òîãäà ‖XEq‖ 6 ‖X‖ , ‖EqY ‖ 6 ‖Y ‖ , ‖ΠY ‖ 6
‖Y ‖ .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âåðíà îöåíêà

‖x>G>C‖2 6 ‖x>G>C1/2‖2 · ‖C1/2‖2 = x>G>CGx · ‖C1/2‖2 = ρ2SpC.

2) ‖G>C‖2 = SpCGG>C = SpC . 3) Ñì. ïðåäëîæåíèå 5.1.1. 4) Íåðàâåíñòâî ‖XEq‖ 6
‖X‖ è åìó ïîäîáíîå äëÿ ìàòðèöû Y ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Eq � îíà ñîñòîèò

èç íóëåé è åäèíèö è èìååò íå áîëåå îäíîé åäèíèöû â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.1. Íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü ñòàíäàðòíûå âûêëàäêè. Ñëó-

÷àé θ ∈ R1 , x ∈ R2 ðàçîáðàí â ìîíîãðàôèè [124] (ò. 1, ãë. 3, ïàð. 8). Â âûðàæåíèè

(5.1.8) èñïîëüçóþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, âçÿòûå â òî÷êå θ(x) . Ïðè âû÷èñëåíèè ïðî-

èçâîäíîé 2-ãî ïîðÿäêà áåðåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü êðèâîé θ(x) . Ñòàâèì öåëüþ

ïîëó÷èòü ôîðìó çàïèñè ñ îáðàòíîé ìàòðèöåé (J ′′θθ)
−1 â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ, ïîñêîëü-

êó ýòîò ñîìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â ïîñëåäóþùèõ îöåíêàõ.

∂2θ

∂xj∂xk
=

∂

∂xk

[
∂θ

∂xj

]
=

∂

∂xk

[
(−J ′′θθ)

−1
J ′′θxj

]
∈ Rn×1.
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Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ.

∂

∂xk

[
(−J ′′θθ)

−1
J ′′θxj

]
=

=
∂

∂θ

[
(−J ′′θθ)

−1
J ′′θxj

]
︸ ︷︷ ︸

(1)

∂θ

∂xk
+

∂

∂xk

[
(−J ′′θθ)

−1
]

︸ ︷︷ ︸
(2)

·J ′′θxj + (−J ′′θθ)
−1
J ′′′θxjxk .

Ðàññìîòðèì âûäåëåííûå ñîìíîæèòåëè.

(1): ∂
∂θ

[
(−J ′′θθ)

−1 J ′′θxj

]
.
= (J ′′θθ)

−1
(
a1,j . . . an,j

)
∈ Rn×n ,

as,j = J ′′′θθθs (J ′′θθ)
−1
J ′′θxj − J

′′′
θxjθs

∈ Rn×1, s ∈ 1, n.

(2): ∂
∂xk

[
(−J ′′θθ)

−1] = (J ′′θθ)
−1 J ′′′θθxk (J ′′θθ)

−1 .

Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò

∂2θ

∂xj∂xk
= (J ′′θθ)

−1
(
a1,j . . . an,j

)
︸ ︷︷ ︸

(1)

(−J ′′θθ)
−1
J ′′θxk+

+ (J ′′θθ)
−1
J ′′′θθxk (J ′′θθ)

−1︸ ︷︷ ︸
(2)

J ′′θxj + (−J ′′θθ)
−1
J ′′′θxjxk .

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.2. Íåçíà÷èòåëüíî ìîäèôèöèðóåì äîêàçàòåëüñòâî, îïóá-

ëèêîâàííîå â [76, ðàçäåë 8.10.2]. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

J ′q
.
= ∂J/∂γq = 1

2
x>(−∂Π/∂γq)x,

−∂Π/∂γq = E>q CG−G>C(EqG
> +GE>q )CG+G>CEq =

= (E>q −G>CGE>q )CG+G>C(Eq − EqG>CG) = ΠE>q CG+G>CEqΠ. (5.1.22)

Îòñþäà ñëåäóåò

J ′q = x>G>CEqΠx. (5.1.23)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî EqΠx = V̂q åñòü q -é ñòîëáåö ìàòðèöû V̂ = V (ẑ) è x>G> = γ>V > ,

ïîëó÷àåì

J ′q = γ>V >CV̂q, J ′γ = γ>V >CV̂ .

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé èç (5.1.23) ñëåäóåò âûðàæåíèå

J ′′qt
.
= ∂2J/∂γq∂γt = x>(∂G>CEqΠ/∂γ

t)x,

∂G>CEqΠ/∂γ
t = E>t CEqΠ−G>C(EtG

> +GE>t )CEqΠ−
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−G>CEq(ΠE>t CG+G>CEtΠ).

Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ çäåñü ïîëó÷åíû ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (5.1.22). Ïîñëå ðàñ-

êðûòèÿ ñêîáîê ñëîæèì 1-å è 3-å ñëàãàåìûå:

E>t CEqΠ−G>CGE>t CEqΠ = ΠE>t CEqΠ.

Îáúåäèíèâ 2-å è 5-å ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

∂G>CEqΠ/∂γ
t =

= ΠE>t CEqΠ−G>C(EtG
>CEq + EqG

>CEt)Π−G>CEqΠE>t CG. (5.1.24)

Ñëåäîâàòåëüíî,

J ′′qt = V̂ >t CV̂q − x>G>C(EqG
>CEt + EtG

>CEq)Πx− x>G>CEqΠE>t CGx.

Òîãäà

J ′′θθ = D>
∥∥J ′′qt∥∥qt D = D>(V̂ >CV̂ +W1 +W2)D = R0 +R1 +R2.

Îöåíèì ñâåðõó íîðìû R1 è R2 . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì

W qt
1 = x>G>C(EqG

>CEt + EtG
>CEq)Πx, W qt

2 = x>G>CEqΠE
>
t CGx.

Òîãäà

‖W1‖2 =
∑
q

∑
t

‖W qt
1 ‖2 6 2

∑
q

∑
t

‖x>G>CEqG>CEtΠx‖2 6

6 2
∑
q

∑
t

‖x>G>C‖2 · ‖EqG>C‖2 · ‖EtΠx‖2 6

6 2 [r(r +m)(p+ 1)]2 · ‖x>G>C‖2 · ‖G>C‖2 · ‖x‖2 6

6 2 [r(r +m)(p+ 1)]2 · ρ2 · (SpC)2 · ‖x‖2.

Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 5.1.3 è äèàïàçîíà èíäåêñîâ

q, t = 1, r(r +m)(p+ 1) . Ñëåäîâàòåëüíî, ‖W1‖ 6
√

2 c0 · ‖x‖ · ρ è òîãäà ‖R1‖ 6
√

2 c0 ·
‖D‖2 · ‖x‖ · ρ .

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàþòñÿ íîðìû W2 , R2 :

‖W2‖2 =
∑
q

∑
t

‖W qt
2 ‖2 =

∑
q

∑
t

‖x>G>CEqΠE>t CGx‖2 6

6
∑
q

∑
t

‖CGx‖4 6 [r(r +m)(p+ 1)]2 · (SpC)2 · ρ4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖W2‖ 6 c0 · ρ2 è ‖R2‖ 6 c0 · ‖D‖2 · ρ2 . Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.3. Èç ñîîòíîøåíèé (5.1.22) èìååì

J ′′qx = ∂J ′q/∂x = ∂
[

1
2
x>
(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
x
]
/∂x =

=
[

1
2
∂x>

(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
x+ 1

2
x>
(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
∂x
]
/∂x =

=
[
x>
(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
∂x
]
/∂x = x>

(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
. (5.1.25)

Ïåðåéäåì ê ìàòðè÷íîé çàïèñè, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî x>ΠE>q = V̂ >q :

J ′′γx =
∥∥J ′′qx∥∥q = V̂ >CG+ F1, F1

.
= ‖F q

1 ‖
q , F q

1
.
= x>G>CEqΠ.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ J ′′θx = D>J ′′γx è Gx = G(x− ẑ) , ïîëó÷àåì

J ′′θx = D>V̂ >CG+D>F1 = P0 + P1.

Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 5.1.3 âåðíû öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

‖P0‖ = ‖D>V̂ >CG‖ 6
√
r(r +m)(p+ 1) · ‖D‖ · ‖x>ΠE>q CG‖ 6

6
√
r(r +m)(p+ 1) · ‖D‖ · ‖x>‖ · ‖CG‖ 6 ‖D‖ ·

√
c00SpC · ‖x‖.

‖P1‖ = ‖D>F1‖ 6 ‖D‖ · ‖F1‖ 6
√
r(r +m)(p+ 1) · ‖D‖ · ‖x>G>CE>q Π‖ 6

6
√
r(r +m)(p+ 1) · ‖D‖ · ‖x>G>C‖ 6 ‖D‖ ·

√
c00SpC · ρ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.1.1. Îáîçíà÷èì R
.
=
(
S>S

)−1
. Ââèäó (5.1.13) âåðíî

íåðàâåíñòâî y>Ry 6 1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, λmin(R) y>y 6 y>Ry , îòêóäà äëÿ òî÷åê

ýëëèïñîèäà y ∈ ES>S ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå y>y = ‖y‖2 6 1
λmin(R)

. Ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 5.1.1 R−1 = R−1
0 + O(ρ) . Íóæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó λmin(R) è λmin(R0) . Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì Ë. Ìèðñêîãî [213], êîòîðûé ñôîðìóëèðóåì â âèäå

ëåììû. Íàïîìíèì, ìàòðè÷íàÿ íîðìà ||| · ||| íàçûâàåòñÿ óíèòàðíî èíâàðèàíòíîé, åñëè

|||Ux||| = |||x||| , ãäå U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.

Ëåììà 5.1.8. Ïóñòü A è Ã � äâå ýðìèòîâû ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n×n , è ïóñòü
λ1, . . . , λn è λ̃1, . . . , λ̃n � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòèõ ìàòðèö, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñ-

òàíèþ. Òîãäà ||| diag(λ1 − λ̃1, . . . , λn − λ̃n)||| < |||A− Ã||| , ãäå ||| · ||| îáîçíà÷àåò ïðîèç-

âîëüíóþ óíèòàðíî èíâàðèàíòíóþ íîðìó.

Èç ëåììû ñëåäóþò îöåíêè

|λmax(R−1)− λmax(R−1
0 )| 6 ‖R−1 −R−1

0 ‖ = O(ρ),

|λmin(R)− λmin(R0)| 6 O(ρ),

234



è äëÿ y ∈ ES>S èìååì íåðàâåíñòâî ‖y‖2 6 1
λmin(R0)

+ O(ρ) . Ââèäó ýòîãî äëÿ òî÷åê

ýëëèïñîèäà ∆1θ ∈ Eε2S>S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖∆1θ‖2 6
ε2

λmin(R0)
+O(ε2ρ),

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

‖∆1θ‖ 6
ε√

λmin(R0)
+O(ερ).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.4. Èç ëåìì 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 ñëåäóåò

S> = − (J ′′θθ)
−1
J ′′θx = − (R0 +R1 +R2)−1 (P0 + P1) =

= −R−1
0

[
I + (R1 +R2)R−1

0

]−1
(P0 + P1)

.
= −R−1

0 [I +M ]−1 (P0 + P1).

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 5.1.2, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

S> = −R−1
0 (I + Y )(P0 + P1) = −R−1

0 P0 −R−1
0 [P1 + Y (P0 + P1)] .

Îòñþäà ñëåäóåò S>1
.
= −R−1

0 [P1 + Y (P0 + P1)] ,

Y
.
= −M [I +M ]−1 .

= −(R1 +R2)R−1
0

[
I + (R1 +R2)R−1

0

]−1
.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Îöåíèì íîðìó ‖S>1 ‖ . Âåäåì îáîçíà÷åíèÿ

‖R−1
0 ‖

.
= ν0, ‖R1,2‖

.
= ν1,2, ‖P0,1‖

.
= µ0,1.

Ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

‖M‖ = ‖(R1 +R2)R−1
0 ‖

.
= ν 6 ν0(ν1 + ν2) < 1 (5.1.26)

áóäåò âåðíà îöåíêà ‖Y ‖ 6 ν
1−ν
√
n (ñì. ñëåäñòâèå 5.1.2). Ñëåäóþùèå îöåíêè ïîëó÷åíû

â ëåììàõ 5.1.2 è 5.1.3:

ν1 6 2 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ · ρ, ν2 6 c0 · ‖D‖2 · ρ2, (5.1.27)

µ0 6 ‖D‖ ·
√
c0 · ‖x‖, µ1 6 ‖D‖ ·

√
c0 · ρ. (5.1.28)

Ïðèìåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ν0 :

ν0
.
= ‖R−1

0 ‖ 6
√
n ‖R−1

0 ‖2 =
√
nλmax(R−1

0 ) =

√
n

λmin(R0)
= 1

2
b0. (5.1.29)
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Èìååì

‖S>1 ‖ = ‖R−1
0 (P1 + Y (P0 + P1)) ‖ 6 ν0 (µ1 + ‖Y ‖ · (µ0 + µ1)) ,

‖Y ‖ 6 ν

1− ν
√
n 6

ν0(ν1 + ν2)

1− ν0(ν1 + ν2)

√
n,

è ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (5.1.27), (5.1.29)

ν0(ν1 + ν2) 6 1
2
b0c0 · ‖D‖2 · (2 · ‖x‖+ ρ) ρ 6 1

2
b0c0 · ‖D‖2 · 3 · ‖x‖ · ρ .

= ϕ.

Èìåÿ â âèäó (5.1.26), íàëîæèì óñëîâèå ϕ < 1 , êîòîðîå áóäåò èãðàòü ðîëü ïîðîãà îáó-

ñëîâëåííîñòè îöåíîê. Çàïèøåì åãî â âèäå

ρ <
2

3 b0c0 · ‖D‖2 · ‖x‖
. (5.1.30)

Çàìåíèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì (5.1.20), èç êîòîðîãî ñëåäóåò

ρ 6
1

10 b0c0 · ‖D‖2 · ‖x‖
,

òîãäà

ϕ
.
= 1

2
b0c0 · ‖D‖2 · 3 · ‖x‖ · ρ 6 5 b0c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ · ρ .

= ω0ρ 6 1
2
< 1.

Ïîñêîëüêó ν0(ν1 + ν2) 6 ϕ 6 ω0ρ 6 1
2
< 1 , èìååì îöåíêó

‖Y ‖ 6 ν0(ν1 + ν2)

1− ν0(ν1 + ν2)

√
n 6

ω0ρ

1− ω0ρ

√
n 6

ω0ρ

1− 1
2

√
n = 2ω0ρ

√
n. (5.1.31)

Èñïîëüçóÿ (5.1.27), (5.1.28), (5.1.29) è (5.1.31), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

‖S>1 ‖ 6 ν0 (µ1 + ‖Y ‖ · (µ0 + µ1)) 6 1
2
b0

√
c0 · ‖D‖ ·

(
1 + 2ω0

√
n (‖x‖+ ρ)

)
ρ 6

6 1
2
b0

√
c0 · ‖D‖ ·

(
1 + 4ω0

√
n ‖x‖

)
ρ = b0

√
R∗

2‖x‖

(
20
√
n b0R

∗ + 1
)
ρ.

Èç íåðàâåíñòâà (5.1.15) 1 6 λmax(R0)
λmin(R0)

6 b0R∗

2
√
n c00

ñëåäóåò b0R
∗ > 2

√
n c00 > 1 , îòêóäà

20
√
n b0R

∗ + 1 < 21
√
n b0R

∗ è ‖S>1 ‖ 6
21
√
n b20(R∗)

3/2

2‖x‖ ρ . Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.5. 1) Ââèäó ëåììû 5.1.3 è ïðåäëîæåíèÿ 5.1.3

‖J ′′θx‖ 6 ‖D‖ · ‖J ′′γx‖ 6

6 ‖D‖ ·
√
r(r +m)(p+ 1) · ‖x>

(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
‖ 6

6 ‖D‖ ·
√
r(r +m)(p+ 1) ·

(
‖x‖ · ‖CG‖+ ‖x>G>C‖

)
6

6 ‖D‖ ·
√
r(r +m)(p+ 1) ·

(
‖x‖ ·

√
SpC + ρ ·

√
SpC

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ‖J ′′θx‖ 6 ‖D‖ ·
√
c00SpC · (‖x‖+ ρ) ,

‖B3,5‖ 6 ‖D‖ ·
√
c00SpC · (‖x‖+ ρ) · ε. (5.1.32)

2) Îöåíèì ‖J ′′′θxθs‖ . Ïóñòü, êàê è ðàíåå, [A]i îáîçíà÷àåò i -þ ñòðîêó ìàòðèöû A .

Ñîãëàñíî ëåììå 5.1.3
[
J ′′γx
]q

= x>
(
ΠE>q CG+G>CEqΠ

)
. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøå-

íèÿ ∂Π/∂γt = −ΠE>t CG − G>CEtΠ (ñì. (5.1.22)) è ∂C/∂γt = −C
(
EtG

> +GE>t
)
C ,

ïîëó÷àåì

∂
∂γt

[
J ′′γx
]q

= x>

− [ΠE>t CG+G>CEtΠ
]
E>q CG+

+ ΠE>q︸ ︷︷ ︸
a1

{
−C

(
EtG

> +GE>t
)
C
}
G+ ΠE>q CEt︸ ︷︷ ︸

a2

+E>t CEqΠ︸ ︷︷ ︸
b1

+

+G>
{
−C

(
EtG

> +GE>t
)
C
}
EqΠ︸︷︷︸

b2

−G>CEq
[
ΠE>t CG+G>CEtΠ

] =

(îáúåäèíÿÿ ñëàãàåìûå a1 , a2 è b1 , b2 âìåñòå ñ ñîìíîæèòåëÿìè)

= x>

− [ΠE>t CG+G>CEtΠ
]
E>q CG+ ΠE>q CEtΠ︸ ︷︷ ︸

a1,a2

−ΠE>q CGE
>
t CG+

+ ΠE>t CEqΠ︸ ︷︷ ︸
b1,b2

−G>CEtG>CEqΠ−G>CEq
[
ΠE>t CG+G>CEtΠ

] .

Ïåðåéäåì ê îöåíêå íîðìû, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.1.3:

‖J ′′′γxγ‖ 6 c00 · ‖ ∂
∂γt

[
J ′′γx
]q ‖ 6 c00

(
‖x‖ · ‖CG‖2 + ‖x>G>C‖ · ‖CG‖+

+‖x‖ · ‖C‖+ ‖x‖ · ‖CG‖2 + ‖x‖ · ‖C‖+ ‖x>G>C‖ · ‖G>C‖+

+‖x>G>C‖ · 2‖CG‖
)
6 4 · c00SpC · (‖x‖+ ρ) .

Â ðåçóëüòàòå

‖J ′′′θxθs‖ 6 ‖D‖
2 · ‖J ′′′γxγ‖ 6 4 ‖D‖2 · c00SpC · (‖x‖+ ρ). (5.1.33)

3) Îöåíèì íîðìó ‖J ′′′θθθs‖ . Ïåðåéäåì ê ïðîèçâîäíûì ïî γ :

‖J ′′′θθθs‖ 6 ‖D‖
2 · ‖Ds‖ · ‖J ′′′γγγ‖ 6 ‖D‖3 · ‖J ′′′γγγ‖.

Îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíûå ïî ýëåìåíòàì γq ñ ïîìîùüþ èíäåêñîâ:
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∂
∂γq

(..)
.
= (..)q . Òîãäà Eq

.
= Gq , Et

.
= Gt . Èç ëåììû 5.1.2 èìååì

J ′′qt = V̂ >q CV̂t −W
qt
1 −W

qt
2 =

= x>

ΠG>t CGqΠ−G>C
(
GtG

>CGq +GqG
>CGt

)︸ ︷︷ ︸
A

Π−G>CGqΠG
>
t CG

x. (5.1.34)

Âû÷èñëèì 3-þ ïðîèçâîäíóþ:

J ′′′qts = x>

ΠsG
>
t CGqΠ︸ ︷︷ ︸
A1

+ ΠG>t CsGqΠ︸ ︷︷ ︸
A2

+ ΠG>t CGqΠs︸ ︷︷ ︸
A3

−G>s CAΠ︸ ︷︷ ︸
A4

−G>CsAΠ︸ ︷︷ ︸
A5

−

−G>CAsΠ︸ ︷︷ ︸
A6

−G>CAΠs︸ ︷︷ ︸
A7

−G>s CGqΠG
>
t CG−G>CsGqΠG

>
t CG︸ ︷︷ ︸

A8

−

−G>CGqΠsG
>
t CG︸ ︷︷ ︸

A9

−G>CGqΠG
>
t CsG−G>CGqΠG

>
t CGs︸ ︷︷ ︸

A10

x.

Ïîíàäîáÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

Πs = −ΠG>s CG−G>CGsΠ, Cs = −C
(
GsG

> +GG>s
)
C.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíûå ñëàãàåìûå.

x>A10x = x>G>CGqΠG
>
t (CsG+ CGs)x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñóììó â ñêîáêàõ:

CsG+ CGs = −C
(
GsG

> +GG>s
)
CG+ CGs =

= CGs

(
I −G>CG

)
− CGG>s CG = CGsΠ− CGG>s CG.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

x>A10x = xTG>CGqΠG
>
t

(
CGsΠ− CGG>s CG

)
x.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.1.3, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖x>A10x‖ 6 ‖x>G>C‖ · (‖C‖ · ‖x‖+ ‖CG‖ · ‖CGx‖) 6 (SpC)
3/2 ρ (‖x‖+ ρ).

Ââèäó ñèììåòðèè ìåæäó ñëàãàåìûìè A8 è A10 áåç âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

‖x>A8x‖ 6 (SpC)
3/2 ρ (‖x‖+ ρ).
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Äàëåå, ‖Πs‖ = ‖ΠG>s CG+G>CGsΠ‖ 6 2 · ‖CG‖ 6 2
√

SpC .

‖x>A9x‖ = ‖x>G>CGqΠsG
>
t CGx‖ 6 ‖x>G>C‖2 · ‖Πs‖ 6 2ρ2 (SpC)

3/2 .

‖x>Πs‖ = ‖x>ΠG>s CG+ x>G>CGsΠ‖ 6

6 ‖x‖ · ‖CG‖+ ‖x>G>C‖ 6
√

SpC (‖x‖+ ρ) .

‖x>A1x‖ = ‖x>ΠsG
>
t CGqΠx‖ 6 ‖x>Πs‖ · ‖C‖ · ‖x‖ 6 (SpC)

3/2 (‖x‖+ ρ) · ‖x‖.

Ââèäó ñèììåòðèè ìåæäó A1 è A3 áåç âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

‖x>A3x‖ 6 (SpC)
3/2 (‖x‖+ ρ) · ‖x‖.

Çàòåì, ‖Cs‖ = ‖C
(
GsG

> +GG>s
)
C‖ 6 2 · ‖C‖ · ‖CG‖ 6 2 (SpC)

3/2 .

‖x>A2x‖ = ‖x>ΠG>t CsGqΠx‖ 6 ‖Cs‖ · ‖x‖2 6 2 (SpC)
3/2 · ‖x‖2.

‖A‖ = ‖GtG
>CGq +GqG

>CGt‖ 6 2 ‖G>C‖ 6 2
√

SpC.

‖x>A4x‖ = ‖x>G>s CAΠx‖ 6 ‖C‖ · ‖A‖ · ‖x‖2 6 2 (SpC)
3/2 · ‖x‖2.

‖G>Cs‖ = ‖G>C
(
GsG

> +GG>s
)
C‖ 6 2 · ‖G>C‖2 6 2 SpC.

‖x>G>Cs‖ = ‖x>G>C
(
GsG

> +GG>s
)
C‖ 6

6 ‖x>G>C‖ · ‖G>C‖+ ‖x>G>CG‖︸ ︷︷ ︸
ρ

·‖C‖ 6 2ρ SpC.

‖x>A5x‖ = ‖x>G>CsAΠx‖ 6 ‖x>G>Cs‖ · ‖A‖ · ‖x‖ 6 4ρ (SpC)
3/2 · ‖x‖.

Äàëåå,

‖As‖ = ‖
(
GtG

>CGq +GqG
>CGt

)
s
‖ =

= ‖GtG
>
s CGq +GtG

>CsGq +GqG
>
s CGt +GqG

>CsGt‖ 6

6 2 · ‖C‖+ 2 · ‖G>Cs‖ 6 6 · SpC,

‖x>A6x‖ = ‖x>G>CAsΠx‖ 6 ‖x>G>C‖ · ‖As‖ · ‖x‖ 6 6ρ (SpC)
3/2 · ‖x‖.

‖x>A7x‖ = ‖x>G>CAΠsx‖ 6 ‖x>G>C‖ · ‖A‖ · ‖Πsx‖ 6 2ρ (SpC)
3/2 (‖x‖+ ρ) .

Â ðåçóëüòàòå îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

‖J ′′′θθθs‖ 6 ‖D‖
3 · ‖J ′′′γγγ‖ 6 ‖D‖3 · c 3/2

00 · ‖J ′′′qts‖ 6

6 ‖D‖3 · c 3/2
00 ·

(
‖x>A1x‖+ . . .+ ‖x>A10x‖

)
6

6 ‖D‖3 · (c00SpC)
3/2 (6 ‖x‖2 + 16 ‖x‖ ρ+ 6ρ2

)
. (5.1.35)
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4) Îöåíèì ñîìíîæèòåëü ‖B2‖ . Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå, èìååì

as,j
.
= J ′′′θθθs (J ′′θθ)

−1
J ′′θxj − J

′′′
θxjθs

,

‖B2‖ = ‖
∑
j

(
a1,j . . . an,j

)
∆xj‖ 6

6
√
n ‖
∑
j

as,j∆xj‖ =
√
n ‖J ′′′θθθs (J ′′θθ)

−1
J ′′θx∆x− J ′′′θxθs∆x‖ 6

6
√
n ‖B‖ · ‖J ′′′θθθs‖ · ‖J

′′
θx∆x‖+

√
n ‖J ′′′θxθs∆x‖.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâà (5.1.32), (5.1.33), (5.1.35). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îöåíêó

‖B2‖ 6
√
n
{
‖B‖ · ‖D‖2 · (c00SpC)

(
6 ‖x‖2 + 16 ‖x‖ ρ+ 6ρ2

)
+ 4
}
×

×‖D‖2 · c00SpC · (‖x‖+ ρ) · ε.

5) Îöåíèì ñîìíîæèòåëü ‖B4‖ = ‖J ′′′θθx∆x‖ . Èç (5.1.34) èìååì

∂
∂x
J ′′qt = ∂

∂x

{
x>
(
ΠG>t CGqΠ−G>CAΠ−G>CGqΠG

>
t CG

)
x
}
.

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî

∂
∂x

(
x>Y x

)
=

(∂x>·Y x+x>Y ·∂x)
∂x

= x>
(
Y + Y >

)
.

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ‖J ′′′γγx‖ 6 c00 ·maxqt ‖ ∂∂xJ
′′
qt‖ ïîëó÷àåì

‖J ′′′γγx‖ 6 c00 · ‖x>
(
Y + Y >

)
‖ =

= c00 · ‖x>ΠG>t CGqΠ− x>G>CAΠ− x>G>CGqΠG
>
t CG+

+x>ΠG>q CGtΠ− x>ΠA>CG− x>G>CGtΠG
>
q CG‖ 6

6 c00

(
2 ‖x>ΠG>t CGqΠ‖+ ‖x>G>CAΠ‖+

+‖x>G>CGqΠG
>
t CG‖+ ‖x>ΠA>CG‖+ ‖x>G>CGtΠG

>
q CG‖

)
6

6 c00

(
2 ‖x‖ · ‖C‖+ ‖x>G>C‖ · ‖A‖+ ‖x>G>C‖ · ‖CG‖+

+‖x‖ · ‖A‖ · ‖CG‖+ ‖x>G>C‖ · ‖CG‖
)
6

6 c00 (2 ‖x‖ · SpC + 2ρ SpC + ρ SpC + 2 ‖x‖ · SpC + ρ SpC) =

= 4c00SpC (‖x‖+ ρ) .

Òîãäà ‖B4‖ = ‖J ′′′θθx∆x‖ 6 ‖D‖2 · ‖J ′′′γγx‖ · ‖∆x‖ 6

6 4 ‖D‖2 · c00SpC (‖x‖+ ρ) · ε.
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6) Îöåíèì ñëàãàåìîå ‖B6‖ = ‖
∑

j

∑
k J
′′′
θxjxk

∆xj∆xk‖ . Èç (5.1.25) ñëåäóåò[
J ′′′γxx

]q .
= ∂

∂x

[
J ′′γx
]q

= ΠG>q CG+G>CGqΠ,

è âåðíà îöåíêà
[
J ′′′γxx

]q
6 2 ‖CG‖ 6 2

√
SpC (ïðåäëîæåíèå 5.1.3),

‖
∑
j

∑
k

J ′′′θxjxk∆xj∆xk‖ 6 ‖D‖ ·
√
c00 ‖

[
J ′′′γxx

]q ‖ · ‖∆x‖2 6 2 ‖D‖ ·
√
c00SpC · ε2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.6. Èç ëåììû 5.1.2 èìååì

‖ (J ′′θθ)
−1 ‖ .= ‖ (R0 + E)−1 ‖,

‖E‖ 6 ‖R1‖+ ‖R2‖ 6 c0 · ‖D‖2 ·
(√

2 · ‖x‖+ ρ
)
ρ.

Èç ëåììû 5.1.8 ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà

|λi(A+ E)− λi(A)| 6 ‖ diag (λ1(A+ E)− λ1(A), . . . , λn(A+ E)− λn(A)) ‖

ñëåäóåò

Ëåììà 5.1.9. Ïóñòü A , E � âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû, è λi � ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà ∀i |λi(A+ E)− λi(A)| 6 ‖E‖ .

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö A , E âåð-

íî íåðàâåíñòâî ‖ (A+ E)−1 ‖2 = 1
λmin(A+E)

6 1
λmin(A)−‖E‖ .

Ïðèìåíèì ýòî ñëåäñòâèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè íîðìû

‖ (J ′′θθ)
−1 ‖ = ‖ (R0 + E)−1 ‖.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 5.1.1, ìîæåì íàïèñàòü

‖ (J ′′θθ)
−1 ‖ 6

√
n ‖ (J ′′θθ)

−1 ‖2 6

√
n

λmin(R0)− c0 · ‖D‖2 ·
(√

2 · ‖x‖+ ρ
)
ρ
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.7. Óñòàíîâèì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî. Çà-

ìåòèì, ÷òî CGG> = IN−p , ñëåäîâàòåëüíî, ‖C‖ · ‖G‖2 > ‖CGG>‖ = ‖IN−p‖ =
√
N − p .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå

‖G‖2 = (N − p)‖γ‖2, (5.1.36)

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

241



‖C‖ · ‖γ‖2 >
1√

N − p
. (5.1.37)

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Ìàòðèöû C è C + ∆C ñèììåòðè÷íûå è ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíû:

SpC = λ1(C) + . . .+ λN−p(C) > 0, SpC + ∆SpC = Sp (C + ∆C) > 0.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.1.9, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Sp ∆C = ∆SpC 6 (N − p) max
i
|∆λi| 6 (N − p) · ‖∆C‖. (5.1.38)

Îöåíèì ‖∆C‖ .

C + ∆C =
(
GG> + ∆G ·G> +G ·∆G> + ∆G ·∆G>

)−1
=

= C

I +
(
∆G ·G> +G ·∆G> + ∆G ·∆G>

)
C︸ ︷︷ ︸

M

−1

.

Îáîçíà÷èì ν
.
= ‖M‖ . Èìååò ìåñòî îöåíêà (ñì. 5.1.36)

ν
.
= ‖M‖ 6 ‖C‖ ·

(
2 · ‖G‖ · ‖∆G‖+ ‖∆G‖2

)
=

= (N − p) · ‖C‖ ·
(
2 · ‖γ‖ · ‖∆γ‖+ ‖∆γ‖2

)
6

6 (N − p) · ‖C‖ · ‖D‖ · ‖∆θ‖ · (2 · ‖γ‖+ ‖D‖ · ‖∆θ‖) .
= ν+.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν+ < 1 , òîãäà ν < 1 è ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 5.1.2, C+ ∆C =

C(I + Y ) , ‖Y ‖ 6 ν
1−ν
√
N − p . Ñëåäîâàòåëüíî,

‖∆C‖ 6 ‖C‖ · ‖Y ‖ 6 ‖C‖ · ν

1− ν
√
N − p 6 ‖C‖ · ν+

1− ν+

√
N − p. (5.1.39)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Sp ∆C 6 SpC ââèäó (5.1.38) äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ (N −
p) · ‖∆C‖ 6 SpC , è çíà÷èò, â ñèëó (5.1.39) äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòü íåðàâåíñòâó (N −
p) 3/2 · ‖C‖ · ν+

1−ν+
6 SpC . Ïîñêîëüêó ‖C‖ 6 SpC (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.1.1), äîñòàòî÷íûì

áóäåò òàêæå óñëîâèå (N − p) 3/2 · SpC · ν+

1−ν+
6 SpC , êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

ν+ 6
1

(N − p)3/2 + 1
. (5.1.40)

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü è óñëîâèå ν < ν+ < 1 .

Èç íåðàâåíñòâà (5.1.40) ñëåäóåò èñêîìîå îãðàíè÷åíèå íà ‖∆θ‖ :

ν+ = (N − p) · ‖C‖ · ‖D‖ · ‖∆θ‖ · (2 · ‖γ‖+ ‖D‖ · ‖∆θ‖) 6
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6
1

(N − p)3/2 + 1
. (5.1.41)

Îíî èìååò âèä x(2a+ x) 6 b , ãäå

x
.
= ‖D‖ · ‖∆θ‖, a

.
= ‖γ‖, b

.
=

1

(N − p)
[
(N − p)3/2 + 1

]
· ‖C‖

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0 , a > 0 , b > 0 , èìååì x 6
√

(a2 + b)− a = a
(√

1 + e− 1
)
,

e
.
=

b

a2
=

1

(N − p)
[
(N − p)3/2 + 1

]
· ‖C‖ · ‖γ‖2

,

ò. å. íåðàâåíñòâî (5.1.41) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

‖D‖ · ‖∆θ‖ 6 ‖γ‖ ·
(√

1 + e− 1
)
. (5.1.42)

Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (5.1.37) âåðíà îöåíêà e 6 1√
N−p [(N−p)3/2+1]

6 1
2
, òîãäà (

√
6 − 2)e 6

√
1 + e− 1 , è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ (5.1.42) è (5.1.41) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖D‖ · ‖∆θ‖ 6 ‖γ‖ ·
(√

6− 2
)
e =

= ‖γ‖
(√

6− 2
)

(N − p)
[
(N − p)3/2 + 1

]
· ‖C‖ · ‖γ‖2

,

êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

‖∆θ‖ 6
(√

6− 2
)

(N − p)
[
(N − p)3/2 + 1

]
· ‖C‖ · ‖D‖ · ‖γ‖

. (5.1.43)

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.2. Ââèäó ñîîòíîøåíèé (5.1.12) âûáîðîì äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ε âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü ëþáóþ ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó íîðìû ‖∆θ‖ .
Áóäåì ñ÷èòàòü îòêëîíåíèÿ ∆x ìàëûìè íàñòîëüêî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå îòêëîíåíèÿ

∆θ óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâó èç óñëîâèÿ ëåììû 5.1.7. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ (5.1.21).

Ïîëó÷èì îöåíêó íîðìû ‖∆θ‖ = ‖S>0 ∆x + S>1 ∆x + ∆2θ‖ . Ñ ó÷åòîì (5.1.12) è ñëåä-

ñòâèÿ 5.1.1

‖∆θ‖ 6 ε√
λmin(R0)

+ ‖S>1 ‖ · ε+ ‖∆2θ‖. (5.1.44)
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Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ε√
λmin(R0)

=

√
b0

2
√
n
ε. (5.1.45)

Èç ëåììû 5.1.4 èìååì îöåíêó ‖S>1 ‖ 6
21
√
n b20(R∗)

3/2

2‖x‖ ρ .

Ïåðåéäåì ê îöåíêå íîðìû ‖∆2θ‖ . Ïåðåìåííûå â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîìïîíåíò ∆2θ

áåðóòñÿ â òî÷êàõ x + hi∆x , hi ∈ (0, 1) ñîãëàñíî (5.1.10). Ïîìåòèì çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â

ýòèõ òî÷êàõ èíäåêñîì ∆ . Èç ëåììû 5.1.6 ñëåäóåò îöåíêà

‖B∆‖ 6
√
n

λmin(R∆
0 )− c∆

0 · ‖D‖2 · (2 ‖x∆‖+ ρ∆) ρ∆
.

Ââèäó ëåììû 5.1.9

∣∣λmin(R∆
0 )− λmin(R0)

∣∣ 6 ‖R∆
0 −R0‖,

òîãäà ïîëó÷àåì îöåíêó

‖B∆‖ 6
√
n

λmin(R0)− ‖R∆
0 −R0‖ − c∆

0 · ‖D‖2 · (2 ‖x∆‖+ ρ∆) ρ∆
.

Èìååò ìåñòî îöåíêà

‖R∆
0 −R0‖ 6 ‖D‖2 · ‖V̂ >∆CV̂ ∆ − V̂ >CV̂ ‖ 6

6 ‖D‖2 · c00‖C‖ · (‖x‖+ ‖∆x‖) · ‖∆x‖ 6

6 c0 · ‖D‖2 · (‖x‖+ ε) ε

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.2). Â ïðàâîé ÷àñòè âñå âåëè÷èíû áåç èíäåêñà � ∆ �.

Èñõîäÿ èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, â êà÷åñòâå âòîðîãî ïîðîãà îáóñëîâëåííîñòè îöåíîê (ñì.

(5.1.30)) ïðèíèìàåì óñëîâèå

c0 · ‖D‖2 · (‖x‖+ ε) ε+ c∆
0 · ‖D‖2 ·

(
2 ‖x∆‖+ ρ∆

)
ρ∆ 6 1

2
λmin(R0), (5.1.46)

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî îãðàíè÷åíèþ

‖B∆‖ 6 2
√
n

λmin(R0)
= b0. (5.1.47)

Âûðàçèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ÷åðåç çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â òî÷êå θ(x) . Ïðèíèìàÿ

óñëîâèå íà ∆θ èç ëåììû 5.1.7 è ρ, ρ∆, ε 6 ‖x‖ , ìîæåì ñ÷èòàòü

c∆
0 = c00SpC∆ 6 2 c00SpC = 2 c0, ‖x∆‖ 6 2 ‖x‖. (5.1.48)
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Ó÷òåì ñîîòíîøåíèå (5.1.19) ìåæäó ρ è ρ∆ , òîãäà

c0 · ‖D‖2 · (‖x‖+ ε) ε+ c∆
0 · ‖D‖2 ·

(
2 ‖x∆‖+ ρ∆

)
ρ∆ 6

6 c0 · ‖D‖2 · (‖x‖+ ε) ε+ 2 c0 · ‖D‖2 · (4 ‖x‖+ ‖x‖) · (ρ+ ε) 6

6 2 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ε+ 10 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ · (ρ+ ε) 6

6 12 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ · (ρ+ ε).

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ (5.1.46) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

12 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖ · (ρ+ ε) 6 1
2
λmin(R0),

êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

ρ+ ε <
λmin(R0)

24 c0 · ‖D‖2 · ‖x‖
. (5.1.49)

Âñå òðè óñëîâèÿ (5.1.30), (5.1.46) è (5.1.49) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ íåðà-

âåíñòâîì

ρ+ ε 6
λmin(R0)

24
√
n c0 · ‖D‖2 · ‖x‖

=
‖x‖

12 b0R∗
. (5.1.50)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå åäèíîãî ïîðîãà îáóñëîâëåííîñòè îöåíîê. Îíî

âêëþ÷åíî â óñëîâèå òåîðåìû.

Äëÿ îöåíêè ‖∆2θ‖ èìååì íåðàâåíñòâî (ñì. (5.1.17), (5.1.18))

‖∆2θ‖ 6 1
2

√
n ‖B∆‖ ·

{
‖B∆‖ · ‖B∆

3,5‖ ·
(
‖B∆

2 ‖+ ‖B∆
4 ‖
)

+ ‖B∆
6 ‖
}
. (5.1.51)

Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (5.1.50) è åãî ñëåäñòâèÿ (5.1.46) äëÿ íîðìû ‖B∆‖ èìååò
ìåñòî îöåíêà (5.1.47). Îöåíêè íîðì ‖B∆

2÷6‖ ïîëó÷àåì èç ëåììû 5.1.5. Óïðîñòèì ýòè

îöåíêè ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ρ∆ 6 ‖x‖ è âûðàçèì âåëè÷èíû ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-

íûõ â òî÷êå θ(x) (5.1.19), (5.1.48):

‖B∆
2 ‖ 6

√
n
{
‖B∆‖ · ‖D‖2 · c∆

0

(
6 ‖x∆‖2 + 16 ‖x∆‖ ρ∆ + 6ρ∆2

)
+ 4
}
×

×‖D‖2 · c∆
0

(
‖x∆‖+ ρ∆

)
ε 6

6
√
n
{
b0 · ‖D‖2 · c∆

0

(
6 ‖x∆‖2 + 16 ‖x∆‖ · ‖x‖+ 6‖x‖2

)
+ 4
}
×

×‖D‖2 · c∆
0 ·
(
‖x∆‖+ ‖x‖

)
ε =

= 3
√
n
{

62 · b0 · ‖D‖2 · c∆
0 · ‖x‖2 + 4

}
· ‖D‖2 · c∆

0 · ‖x‖ · ε 6

6 6
√
n
{

124 · b0 · ‖D‖2 · c0 · ‖x‖2 + 4
}
· ‖D‖2 · c0 · ‖x‖ · ε =

= 24
√
n {31 · b0R

∗ + 1} R
∗

‖x‖
ε,

‖B∆
3,5‖ 6 ‖D‖ ·

√
c∆

0

(
‖x∆‖+ ρ∆

)
ε 6 3

√
2 · ‖D‖ ·

√
c0 · ‖x‖ · ε = 3

√
2R∗ ε,
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‖B∆
4 ‖ 6 4 ‖D‖2 · c∆

0

(
‖x∆‖+ ρ∆

)
ε 6 24 ‖D‖2 · c0 · ‖x‖ · ε = 24

R∗

‖x‖
ε,

‖B∆
6 ‖ 6 2 ‖D‖ ·

√
c∆

0 ε
2 6 2 ‖D‖ ·

√
2c0 ε

2 6 2

√
2R∗

‖x‖
ε2.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â íåðàâåíñòâî (5.1.51):

‖∆2θ‖ 6 1
2

√
n b0×

×

{
b0 · 3

√
2R∗ ε ·

(
24
√
n [31 · b0R

∗ + 1]
R∗

‖x‖
ε+ 24

R∗

‖x‖
ε

)
+ 2

√
2R∗

‖x‖
ε2

}
=

=
√

2n b0 ·
{

36 · b0R
∗ (√n [31 · b0R

∗ + 1] + 1
)

+ 1
} √R∗
‖x‖

ε2. (5.1.52)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû îöåíêè âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

(5.1.44). Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïîäñòàíîâîê (5.1.45), (5.1.52) è ëåììû 5.1.4 íåðàâåíñòâî

ïðèîáðåòàåò âèä:

‖∆θ‖ 6
√

b0
2
√
n
ε+

21
√
n b20(R∗)

3/2

2‖x‖ ρε+ c22 ε
2, (5.1.53)

c22
.
=
√

2n b0
√
R∗

‖x‖

{
36 b0R

∗ (√n [31 b0R
∗ + 1] + 1

)
+ 1
}
.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5.1.43). Äåéñòâè-

òåëüíî, èç îöåíêè (5.1.53) ââèäó íåðàâåíñòâà (5.1.20) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

‖∆θ‖ 6
(√

b0
2
√
n

+ 21
√
n b0
√
R∗

24

)
ε+ c22 ε

2.

Ïîñêîëüêó ‖C‖ 6 SpC , èç óñëîâèÿ (5.1.21) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5.1.43). Òåîðåìà 5.1.2

äîêàçàíà.

5.2 Êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè èäåíòèôèöèðóåìîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ âûøå òåîðåì 4.1.1, 4.1.2, 4.3.1, 5.1.1, 5.1.2

ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä êîëè÷åñòâåííûõ àïðèîðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòè ïîêàçàòåëè îñíîâàíû íà

÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íèæíåé ãðàíèöû àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè îöåíîê ïàðà-

ìåòðîâ, ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåìîé ÷åðåç ñðåäíåå çíà÷åíèå îáðàòíîé èíôîðìàöèîííîé

ìàòðèöû (4.1.1). Èíôîðìàöèîííûå ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëîé

àìïëèòóäû øóìîâ è ñîâïàäàþò â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñ îáðàòíûìè ìàòðèöàìè ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè
(
S>S

)−1
(5.1.14).

Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû.

1. Àïðèîðíûå íåêîëè÷åñòâåííûå êðèòåðèè. Èìåþò âèä àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

ðàçðåøèìîñòü êîòîðûõ íóæíî ïðîâåðÿòü äî íà÷àëà èçìåðèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Åñ-
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ëè ñòðóêòóðà èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ ïîëíîòà

ïëàíèðóåìîãî ìíîæåñòâà èçìåðåíèé [100,244] (îïðåäåëåíèå 3.2.2). Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñè-

ñòåì ñî ñëîæíûì ðàñïîëîæåíèåì èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî äîïîëíè-

òåëüíî ïðîâåðÿòü, äîïóñêàåò ëè ñèñòåìà îäíîçíà÷íóþ èäåíòèôèêàöèþ ïðè íàèëó÷øèõ

âîçìîæíûõ íàáëþäåíèÿõ (ò. å. èìååò ëè ìåñòî ðàçëè÷èìîñòü) [2,22,72,263] (òåîðåìà 2.3.1

è äàëåå). Êðèòåðèè ýòîãî ðîäà èìåþò ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð, îòâå÷àÿ íà âîïðîñ îá

èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ñàìîé ïðîñòîé ôîðìå � �äà� èëè �íåò�.

2. Àïîñòåðèîðíûå êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Îñíîâûâàþòñÿ

íà âû÷èñëåíèè ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì

â äàííûõ íàáëþäåíèé. Ïî ìàòðèöàì ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòè

ðåçóëüòàòîâ èäåíòèôèêàöèè.

3. Àïðèîðíûå êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Ïðåäñòàâëÿþò îñî-

áûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè è òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì. ßâëÿþòñÿ îáîáùåíè-

åì êðèòåðèåâ 1-ãî òèïà, îòâå÷àÿ íà âîïðîñ îá èäåíòèôèöèðóåìîñòè â êîëè÷åñòâåííîé

ôîðìå äî íà÷àëà èçìåðèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Êðèòåðèè 3-ãî òèïà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû èñõîäÿ èç çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé 2-ãî òèïà

(ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè) ïðè íàèëó÷øåì ïëàíå ýêñïåðèìåíòà, åñëè ýòîò ïëàí óäàåòñÿ

âû÷èñëèòü òåîðåòè÷åñêè. Òàêîãî ðîäà êðèòåðèè óæå íå çàâèñÿò îò íàáëþäåíèé è ìîãóò

ñ÷èòàòüñÿ àïðèîðíûìè. Îíè õàðàêòåðèçóþò íàèìåíüøèé ðàçáðîñ îöåíîê ïàðàìåòðîâ,

êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ïðè âîçìóùåíèÿõ çàäàííîãî

óðîâíÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, êðèòåðèè 3-ãî òèïà ìîãóò îïèðàòüñÿ íà

àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î âåðîÿòíîñòíîì ðàñïðåäåëåíèè íàáëþäåíèé è âûðàæàòü-

ñÿ ÷åðåç êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå

âåêòîðû) èíôîðìàöèîííûõ ìàòðèö äëÿ èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. ×åðåç èíôîð-

ìàöèîííûå ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ, íàïðèìåð, àñèìïòîòè÷åñêèå ìàòðèöû êîâàðèàöèè

îøèáîê (ÀÌÊÎ) [120]. Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ èíôîðìàöè-

îííûõ ìàòðèö â ðÿäå çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ñ àääèòèâíûìè øóìàìè èçìåðåíèé ÿâëÿåòñÿ

íåðåøåííîé ïðîáëåìîé [76,78,202]. Â îáùåì ñëó÷àå íåðàçðåøèìû è óðàâíåíèÿ äëÿ ÀÌ-

ÊÎ [120]. Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè àìïëèòóäû øóìîâ, è

íà ýòîì ïóòè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíôîðìàöèîííûõ ìàò-

ðèö, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ îáðàòíûìè ìàòðèöàìè ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Çíà÷åíèå èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû è ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàâèñèò îò ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ó÷èòûâàåòñÿ â öåëåâîé ôóíêöèè ïðè âû-

÷èñëåíèè îïòèìàëüíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ öåëåâûå ôóíê-

öèè, âêëþ÷àþùèå êàê íåâÿçêó óðàâíåíèÿ ìîäåëè, òàê è àääèòèâíûå îøèáêè â íàáëþ-

äåíèÿõ [35, 51, 206]. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëó÷àåìûå íà ýòîì ïóòè àëãîðèòìû èäåíòèôèêà-

öèè èìåþò íåäîñòàòî÷íóþ óñòîé÷èâîñòü ê ïîãðåøíîñòÿì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî

çàòðóäíÿåò èõ ïðèìåíåíèå â êîíòóðàõ óïðàâëåíèÿ ñ ðåàëüíûì âðåìåíåì [206]. Èñêëþ-

÷åíèå ñîñòàâëÿþò òîëüêî ñëó÷àè íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, êîãäà ìîæíî ïðå-
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íåáðå÷ü âëèÿíèåì íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé îáúåêòà [96, 120, 195]. Ñ òî÷êè çðå-

íèÿ âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ áîëåå ïðîñòûå (â ñðàâíåíèè

ñ [35,51,206]) ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè, íàïðèìåð, òîëüêî ïî íåâÿçêå óðàâíåíèÿ èëè òîëü-

êî ñ àääèòèâíûìè îøèáêàìè íàáëþäåíèé [42,45,76,202]. Ìèíèìèçàöèÿ îøèáêè íàáëþäå-

íèé èíòåðåñíà òàêæå òåì, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ ìîäåëü íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóåò

èçìåðåííûå òðàåêòîðèè îáúåêòà ðåøåíèÿìè ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ôàêò îêàçû-

âàåòñÿ ðåøàþùèì àðãóìåíòîì â ïîëüçó âûáîðà âàðèàöèîííîãî ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè,

ïîòîìó ÷òî îöåíêè ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè è âûòåêàþùèå èç íèõ äîâåðèòåëüíûå èí-

òåðâàëû äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà îöåíêè òðàåêòîðèé ñèñòåìû

(ñì. ðàçäåë 5.2.7).

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàðà-

ìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ïîëó÷àåìîé ìèíèìèçàöèåé îøèáîê íàáëþäåíèé (âàðè-

àöèîííûì ìåòîäîì). Ïî ìàòðèöàì ÷óâñòâèòåëüíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå îáðàòíûå

èíôîðìàöèîííûå ìàòðèöû (â ïðåäåëå ìàëîé íîðìû îøèáîê). Èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòèê

ýòèõ ìàòðèö ïðåäëîæåí ðÿä àïðèîðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé

èäåíòèôèöèðóåìîñòè.

5.2.1 Êëàññ ìîäåëåé è îöåíêè ïàðàìåòðîâ

Êàê è ðàíåå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè âèäà (3.1.2)

αpy[k + p] + . . .+ α0y[k] = βpu[k + p] + . . .+ β0u[k], k ∈ 1, N − p, (5.2.1)

ñ ïåðåìåííûìè âõîäà, âûõîäà u[k] , y[k] è ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè αi = αi,θ ∈
Rr×r , βi = βi,θ ∈ Rr×m , çàâèñÿùèìè îò ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ ∈ Rv ,

êîòîðûé ïîäëåæèò èäåíòèôèêàöèè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèè, îïðåäåëåííûå â

ðàçäåëå 3.1, â ÷àñòíîñòè, âåêòîð z ∈ RN(r+m) (3.1.6) òðàåêòîðèè (ïðîöåññà) ñèñòåìû

(5.2.1), (3.1.2) è ìàòðèöó íàáëþäåíèé V (3.1.8). Íà ñèñòåìó (5.2.1) íàëàãàþòñÿ îãðàíè-

÷åíèÿ (i), (ii) íà ñ. 91 è (i'), (i�) íà ñ. 128.

Ïóñòü z̆(1), . . . , z̆(L) � íàáëþäåíèÿ ïðîöåññîâ ñèñòåìû (5.2.1). Îöåíêà ïàðàìåòðà θ

âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè (3.3.11)

J(θ) = min
Gθz(i)=0

L−1

L∑
i=1

‖ž(i) − z(i)‖2. (5.2.2)

Ýòè îöåíêè íàçûâàþòñÿ âàðèàöèîííûìè (îïðåäåëåíèå 3.3.1). Êàê ñëåäóåò èç âèäà öåëå-

âîé ôóíêöèè, âàðèàöèîííûå îöåíêè îáåñïå÷èâàþò íàèëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ íàáëþ-

äåíèé z̆(1), . . . , z̆(L) ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (5.2.1).

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìû òàêæå ïðèõîäèì ê

öåëåâîé ôóíêöèè (5.2.2), åñëè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàáëþäåíèÿ z̆(i) ïîëó÷åíû äîáàâëå-

íèåì ê èñòèííûì ïðîöåññàì z∗(i) àääèòèâíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé η∗(i) ñ íó-

248



ëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ, ñì. (3.2.1). Â ýòîì ñëó÷àå ñè-

ñòåìû (5.2.1) íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ñ îøèáêàìè â íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ (errors

in variables) [154].

Íàáëþäàåìûå ïðîöåññû z∗(i) (áåç âîçìóùåíèé) äîëæíû çàêëþ÷àòü â ñåáå ïîëíóþ

èíôîðìàöèþ î ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (5.2.1). Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ïîëíîòû (îïðå-

äåëåíèå 3.2.1, óòâåðæäåíèå 3.2.1):

lim
L→∞

L−1

L∑
i=1

D>V (z∗(i))
>V (z∗(i))D > 0.

Òîãäà îöåíêà

θL = arg min
θ
J(θ) (5.2.3)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñõîäèòñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ limL→∞ θL = θ∗ (òåîðåìà 3.4.1).

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê (5.2.3) èçó÷åíû â ãëàâå 4 (òåîðåìû 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3).

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (5.2.2) ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç àðãóìåíòû z̆ , θ , ϑ
.
= (1; θ) , ñì. (3.3.14):

J(θ) = ϑ>D̃>

(
L∑
i=1

V̆ >(i)CV̆(i)

)
D̃ϑ.

5.2.2 Ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îöåíêè θL
.
= θ(ž) (5.2.3). Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìèíèìóìà

öåëåâîé ôóíêöèè

J ′θ(ž, θ) = 0, (5.2.4)

ãäå J ′θ � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ J ïî θ . Óðàâíåíèå (5.2.4) çàäàåò íåÿâíóþ ôóíêöèþ

θ(ž) = θ∗ + ∆θ(∆z) + ∆2θ(∆z) + . . .

∆z
.
= ž − z∗, J ′θ(z∗, θ∗) = 0.

Îñþäà ñëåäóåò (ñì. ðàçäåë 4.3)

∆θ = − (J ′′θθ)
−1
J ′′θz∆z +Oz,θ,2.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû

dθ

dz
= lim

∆z→0

∆θ

∆z
= − (J ′′θθ)

−1
J ′′θz

.
= S>(z∗, θ∗)

ïîêàçûâàþò ÷óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ê ìàëûì îòêëîíåíè-

ÿì â íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì ìàòðèöó ÷óâñòâèòåëüíîñòè

S
.
= S>S. (5.2.5)
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Åå ðîëü èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ çàìå÷àíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 5.2.1. Øàðó âîçìóùåíèé Bσ
.
= {‖∆z‖ 6 σ} â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäàåìûõ

ïåðåìåííûõ ïðè ìàëûõ σ ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñîèä îòêëîíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ïàðà-

ìåòðîâ, îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç ìàòðèöó ÷óâñòâèòåëüíîñòè:

Bσ ↔
{
‖∆θ‖R−1

.
=
√

∆θ>S−1∆θ 6 σ
}

=

=
{

∆θ = S∆z : ‖∆z‖ 6 σ
}
.

Çàìå÷àíèå 5.2.2. Eñëè ñ÷èòàòü âîçìóùåíèå ∆z ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ñ íóëåâûì ìàò.

îæèäàíèåì è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ

M ∆z∆z> = σ2I,

òî îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðà ∆θ áóäóò ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì è ìàòðè-

öåé âòîðûõ ìîìåíòîâ, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ìàòðèöó ÷óâñòâèòåëüíîñòè:

M ∆θ∆θ> = σ2S.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.3.1.

Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü ∆z åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì M2,cσ(0, σ2I) è

L = 1 . Òîãäà äëÿ îöåíêè (5.2.3) ïî íàáëþäåíèÿì ž = z∗ + ∆z ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëü-

íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì S =
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
.

Çàìåòèì îòëè÷èå ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè (5.2.5) îò ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè,

îïðåäåëåííûõ â [107, 120]. Ïóñòü L = 1 è äàíû íàáëþäåíèÿ ž . Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

îöåíêè ïðîöåññà

ẑ = arg min
z:Gθz=0

‖ž − z‖2

åñòü ôóíêöèÿ ẑ(θ) :

ẑ(θ) = ẑ∗ + ∆z(∆θ) + ∆2z(∆θ) + . . . (5.2.6)

∆θ
.
= θ − θ∗, ẑ∗

.
= ẑ(θ∗).

Ôóíêöèÿìè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñîãëàñíî [107,120] íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû dẑ
dθ
.

5.2.3 Èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ðîëü ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè èãðàåò îáðàòíàÿ

èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà.

Îáîçíà÷èì w âåêòîð èç ïåðåìåííûõ ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé óðàâíåíèÿ

(5.2.1). Óðàâíåíèÿ (5.2.1) è Gθz = 0 ðàâíîñèëüíû óñëîâèþ ∃w z = H(θ)w , ãäå H(θ)

� ìàòðèöà èç ìàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ (1.2.8). Ïóñòü p(ž|θ∗, w∗) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåêòîðà ž = z∗ + η∗ (3.2.1) ïðè L = 1 . Îáîçíà÷èì I (θ∗, w∗) èíôîðìàöèîííóþ
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ìàòðèöó, îïðåäåëÿåìóþ âûðàæåíèÿìè [63, c. 119]

I (θ∗, w∗)
.
= ‖I ij‖,

I ij = M
∂

∂χi
log p(ž|χ)

∂

∂χj
log p(ž|χ),

χ
.
=
(
θ∗; w∗

)
.

Ïóñòü θL � îöåíêà (5.2.3) ïàðàìåòðà θ∗ =
(
I 0

)
χ . Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ àñèìïòîòè-

÷åñêîé äèñïåðñèè θL çàäàåòñÿ èíôîðìàöèîííûì íåðàâåíñòâîì [63, ñ. 359]

covL1/2 (θL − θ∗) >
(
I 0

)
I (θ∗, w∗)

−1

(
I

0

)
.
= I 1(θ∗)

−1. (5.2.7)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà I 1(θ∗) èãðàåò ðîëü èíôîðìàöèîííîé ìàò-

ðèöû äëÿ ïàðàìåòðà θ∗ â óñëîâèÿõ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ ž

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ θ∗ è w∗ , è w∗ ïîäëåæèò îöåíèâàíèþ âìåñòå ñ θ∗ .

Èç òåîðåì 4.1.1, 4.1.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.2.2. Îöåíêà θL (5.2.3) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå L → ∞ , σ → 0 èìååò äèñ-

ïåðñèþ, îïðåäåëÿåìóþ âûðàæåíèåì:

covL
1/2 (θL − θ∗)→ σ2

(
MD>V >∗ CV∗D

)−1
.

Åñëè ïåðåìåííûå w∗ ôèêñèðîâàíû, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïîëíîòû (3.2.4) ñ L = 1

è ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé íîðìàëüíîå η∗ ∈ N(0, σ2I) , òî îöåíêà θL (5.2.3) ÿâëÿ-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé, ò. å. èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äèñïåðñèþ

ñîãëàñíî èíôîðìàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (5.2.7):

σ2
(
MD>V >∗ C∗V∗D

)−1
= σ2

(
D>V >∗ CV∗D

)−1
= I 1(θ∗)

−1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïåðåìåííûå w∗ íå ôèêñèðîâàíû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ïåðåìåííûõ χ
.
=
(
θ∗; w∗

)
òàê-

æå èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü (çíà÷åíèå θ∗ ôèêñèðîâàíî). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè

îöåíêè θL ïàðàìåòðà θ∗ =
(
I 0

)
χ íóæíî ïðèìåíèòü óñðåäíåíèå ïî ïåðåìåííûì w∗

(èëè ïî χ ). Àíàëîãîì èíôîðìàöèîííîãî íåðàâåíñòâà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå [13, �30]:

covL
1/2 (θL − θ∗) >M I 1(θ∗)

−1 + o(1).

Â ïðåäåëå L→∞ îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè

covL
1/2 (θL − θ∗) >M I 1(θ∗)

−1, (5.2.8)
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è ýòà ãðàíèöà íåóëó÷øàåìà [13, �30]. Â íåàñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå êîíå÷íûõ îáúåìîâ

âûáîðêè (L <∞ ) íåðàâåíñòâ îáùåãî âèäà, ïîäîáíûõ (5.2.8), ïî-âèäèìîìó, íå ñóùåñòâó-

åò. Ýòî äàåò îñíîâàíèå èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé àïðèîðíîé ìåðû èäåí-

òèôèöèðóåìîñòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäíåé îáðàòíîé èíôîðìàöèîííîé ìàòðè-

öû M I 1(θ∗)
−1 . Ââèäó òåîðåì 5.2.1 è 5.2.2 äëÿ îöåíîê ñ öåëåâîé ôóíêöèåé (5.2.2) ìåðîé

èäåíòèôèöèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñðåäíÿÿ ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëüíîñòè:

M I 1(θ∗)
−1 = σ2

M
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
= σ2

MS. (5.2.9)

5.2.4 Ïîêàçàòåëü èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî îòêëèêó íà òèïîâûå

âîçäåéñòâèÿ

Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå àíñàìáëü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ w∗ (ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé) ìîæåò áûòü ïðîñòûì íàáîðîì çàäàííûõ òèïîâûõ âîçäåéñòâèé. Â ýòîì

ñëó÷àå êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðà θ ñòðîèòñÿ èñõîäÿ

èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè

S =
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
,

âû÷èñëåííîé ïî îòêëèêó ñèñòåìû íà çàäàííîå òèïîâîå âîçäåéñòâèå. Ïðèìåðàìè òèïî-

âûõ âîçäåéñòâèé ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñòóïåí÷àòàÿ èëè èìïóëüñ-

íàÿ ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.2.1). Åñëè ïðèìåíÿåòñÿ l ðàçíûõ âîçäåé-

ñòâèé, òî ñîãëàñíî (5.2.9) âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå S = 1
l

(S1 + . . .+ Sl) .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû S ñ óñëîâèåì ðàçëè÷èìîñòè (ii') íà

ñ. 128. Íàïîìíèì, ñèñòåìà (5.2.1) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ðàçëè÷èìîé (ëîêàëüíî èäåíòè-

ôèöèðóåìîé) â òî÷êå θ∗ ïî ðåøåíèþ z∗ , åñëè â ìàëîé îêðåñòíîñòè θ∗ íåò äðóãèõ ñèñòåì

ñ ïàðàìåòðàìè θ 6= θ∗ , èìåþùèõ òàêîå æå ðåøåíèå z∗ (ñì. îïðåäåëåíèå 2.3.1).

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 3.2.1, ñèñòåìà (5.2.1) ëîêàëüíî ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ∗ ïî

ðåøåíèþ z∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû V∗D ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ââèäó òîãî, ÷òî óñëîâèå (ii.à) íà ñ. 91 ãàðàíòèðóåò íåîñîáåííîñòü ìàòðèöû C , èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.2.3. Ñèñòåìà (5.2.1) ñ óñëîâèåì (i') íà ñ. 128 ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà â

òî÷êå θ∗ ïî ðåøåíèþ z∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

S−1 = D>V >∗ CV∗D ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.

Èç ýòîé òåîðåìû è çàìå÷àíèÿ 5.2.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè èäåí-

òèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (5.2.1).

1. Âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ∗ , äëÿ êîòîðîãî íóæíî ïðîâåðèòü èäåíòèôèöè-

ðóåìîñòü. Âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû z∗ äëÿ çàäàííîãî òèïîâîãî âîçäåéñòâèÿ

w∗ (âåêòîð w∗ ñôîðìèðîâàí èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïåðåìåííûõ u[i] ïðàâîé

÷àñòè).
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2. Íàõîäèòñÿ íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû D>V >∗ CV∗D . Åñëè îíî áîëüøå

ïîðîãà òî÷íîñòè, ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà.

3. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëüíîñòè S =
(
D>V >∗ CV∗D

)−1
. Íàèáîëüøåå

ñîáñòâåííîå ÷èñëî λmax è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû S çà-

äàþò, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 5.2.1, îæèäàåìóþ íîðìó íàèáîëüøåé ïîãðåøíîñòè ∆max

îöåíîê ïàðàìåòðà θ∗ (è ñîîòâåòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-

ðîâ) ïðè çàäàííîé ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèé σ :

∆max
.
= σ

√
λmax.

4. Åñëè âåëè÷èíà ∆max �çàìåòíî ìåíüøå� àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåíòîâ âåêòî-

ðà θ∗ , òî ñèñòåìà èìååò ïðèåìëåìóþ ñòåïåíü èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèñòåìà ìîæåò áûòü èäåíòèôèöèðóåìà ïî ïóíêòó 2,

ñòåïåíü èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåäîñòàòî÷íî âåëèêà, è â ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå ñè-

ñòåìà íåèäåíòèôèöèðóåìà.

5.2.5 Ïîêàçàòåëü èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè íàèëó÷øåì ïëàíå

ýêñïåðèìåíòà

Ïðåäëîæåííûé âûøå êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî îòêëèêó íà

òèïîâûå âîçäåéñòâèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñèñòåìû:

∆max = ∆max(w) . Ýòîò êðèòåðèé íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè çíà÷åíèÿ

ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñòåïåíü èäåíòèôèöèðóåìîñòè áóäåò

âûøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíêðåòíûõ òèïîâûõ âîçäåéñòâèé. Ïîýòîìó èäåíòèôè-

öèðóåìîñòü ïî îòêëèêó íà òèïîâûå âîçäåéñòâèÿ íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èñ÷åðïûâàþùåé

õàðàêòåðèñòèêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ w = w0 , ïðè êîòîðûõ äîñòè-

ãàåòñÿ íàèëó÷øàÿ ñòåïåíü èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Ïðè ýòîì îøèáêà îöåíêè ïàðàìåòðîâ

ñòàíîâèòñÿ íàèìåíüøåé:

∆0 = min
w

∆max(w) = ∆max(w0).

Çíà÷åíèå w = w0 åñòåñòâåííî íàçâàòü íàèëó÷øèì ïëàíîì èäåíòèôèêàöèîííîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ w0 íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó íà ìàêñèìóì íàèìåíüøåãî ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû. Ýòî E -îïòèìàëüíûé ïëàí [47]:

Q(w)
.
= 1
‖z∗‖2D

>V >∗ CV∗D, (5.2.10)

w0 = arg max
w

λmin {Q(w)} .

Ââèäó òîãî, ÷òî àìïëèòóäà âõîäíûõ âîçäåéñòâèé óæå íå çàäàíà çàðàíåå, êàê â òèïîâûõ

ïëàíàõ, ïîÿâëÿåòñÿ íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü 1
‖z∗‖2 . Åãî íàëè÷èå îçíà÷àåò ðàññìîòðå-
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íèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ íå ê àáñîëþòíûì, à îòíîñèòåëüíûì âåëè÷èíàì âîç-

ìóùåíèé ∆z
‖z∗‖ .

Âòîðîé âîçìîæíûé ïîäõîä ê ïîèñêó íàèëó÷øåãî ïëàíà ýêñïåðèìåíòà ñîñòîèò â ìè-

íèìèçàöèè ïî w îáúåìà ýëëèïñîèäà ðàññåÿíèÿ ñ ìàòðèöåé

S̄(w)
.
= Q−1(w).

Ýòî ïðèâîäèò ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè îïðåäåëèòåëÿ (D-îïòèìàëüíûé ïëàí [47])

w0 = arg max
w
|Q(w)| .

Íå âñå ñïîñîáû îïòèìèçàöèè ïëàíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ õàðàêòåðèñòèêè èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, À-îïòèìàëüíûå ïëàíû, ìàêñèìèçèðóþùèå ñóììó êâàäðà-

òîâ ãëàâíûõ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà ðàññåÿíèÿ (ñëåä Q(w) ) [47], âñåãäà èìåþò íåíóëåâîå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, íåçàâèñèìî îò òîãî, èäåíòèôèöèðóåìà ñèñòåìà èëè íåò.

Ïîèñê D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì E -îïòèìàëüíûõ [47]. Íî çíà-

÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Q(w) , âû÷èñëÿåìîå ïðè ïîèñêå D-îïòèìàëüíîãî ïëàíà,

íå èìååò ÿñíîé ñâÿçè ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè ∆max îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Ââèäó ýòîãî

E -îïòèìàëüíûé ïëàí, ìàêñèìèçèðóþùèé λmin {Q(w)} è ìèíèìèçèðóþùèé òåì ñàìûì

ïîãðåøíîñòü îöåíîê ïàðàìåòðîâ ∆max
.
= σλmax

{
S̄(w)

}
, ÿâëÿåòñÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

5.2.6 Íàèëó÷øèé ïëàí äëÿ èäåíòèôèêàöèè îäíîãî êîýôôèöè-

åíòà

Ïóñòü îöåíèâàåòñÿ òîëüêî îäèí êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ. Òîãäà v = 1 , θ ∈ R1 , Q(w) ∈
R1×1 , è âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà w0 = arg maxwQ(w) îêàçûâàåòñÿ ñðàâíèòåëü-

íî ïðîñòûì. Òàêîé ïëàí ïðèâîäèò ê íàèëó÷øåìó âîçìîæíîìó ïîêàçàòåëþ èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè äëÿ äàííîãî êîýôôèöèåíòà, ââèäó òîãî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ îöåíêà ñ äðóãèìè

êîýôôèöèåíòàìè òîëüêî óõóäøèò ïîêàçàòåëü èäåíòèôèöèðóåìîñòè (ñîãëàñíî èíôîð-

ìàöèîííîìó íåðàâåíñòâó).

Ïëàí w0 , îïòèìàëüíûé äëÿ îäíîãî êîýôôèöèåíòà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå

îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ ∈ Rv , v > 1 , êîãäà òðåáóåòñÿ óëó÷øèòü èäåíòèôèöèðóå-

ìîñòü êàêîé-ëèáî îäíîé êðèòè÷åñêîé êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà 5.2.4. Â ñëó÷àå v = 1 , θ ∈ R1 âåêòîð ïðîöåññà îïòèìàëüíîãî ïëàíà z0 =

z(w0) êîëëèíåàðåí ãëàâíîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû

P
.
= ΠG>1 CG1Π, G1

.
= ∂G/∂θ, Π = I −G>

(
GG>

)−1
G,

ò. å. z0 ∈ im z1 , z1 = arg max‖z‖=1 z
>Pz .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè v = 1 ñîãëàñíî (5.2.10)

Q(w)
.
= Q(z) = 1

‖z‖2D
>
1 V
>CVD1,

ãäå D1
.
= ∂γ/∂θ � âåêòîð-ñòîëáåö. Çàìåòèì, ÷òî V D1 = ∂V γ

∂θ
= ∂Gz

∂θ

.
= G1z , G1

.
=

∂G/∂θ . Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà Q(z) = 1
‖z‖2 z

>G>1 CG1z . Íóæíî íàéòè ìàêñèìóì

ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïî z ïðè óñëîâèè Gz = 0 . Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íàïðàâëå-

íèè ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû P = ΠG>1 CG1Π . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ öåëåâûõ ôóíêöèé, ó÷èòûâàþùèõ íåâÿçêó óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ íåâÿçêàìè ñèãíà-

ëîâ, ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïëàíà çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæåí, ñì. [35].

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîãðàììû äëÿ ñðåäû Scilab [5] ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî ïëàíà èäåí-

òèôèêàöèè êîýôôèöèåíòà cϕ ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.4.

//Длина траектории
N=100;
// К-ты диф. уравнения
ca=-0.086; cf=-0.0072; ma=-0.86; mo=-0.050; mf=-0.83;
// Интервал дискретизации
tau=0.032;
// К-ты разностного уравнения
T=[1, -tau/2 ; 1, tau/2];
gamma1=[-ca, 1] * inv(T);
gamma2=[-mo, 1] * inv(T);
// Матрица разностной системы, 1-е уравнение:
row=[gamma1 zeros(1,N-2) ] ; col=[gamma1(1) ; zeros(N-2,1) ];
G1a=toeplitz(col,row);
row=[-1 0 zeros(1,N-2) ] ; col=[-1 ; zeros(N-2,1) ];
G1o=toeplitz(col,row);
row=[-cf 0 zeros(1,N-2) ] ; col=[-cf ; zeros(N-2,1) ];
G1f=toeplitz(col,row);
// 2-е уравнение:
row=[-ma 0 zeros(1,N-2) ] ; col=[-ma ; zeros(N-2,1) ];
G2a=toeplitz(col,row);
row=[gamma2 zeros(1,N-2) ] ; col=[gamma2(1) ; zeros(N-2,1) ];
G2o=toeplitz(col,row);
row=[-mf 0 zeros(1,N-2) ] ; col=[-mf ; zeros(N-2,1) ];
G2f=toeplitz(col,row);
// Полная матрица разностной системы
G = [G1a G1o G1f ; G2a G2o G2f];
// Производная по параметру: G1 = {\partial G} / {\partial cf}
Nul=zeros(N-1, N);
row=[-1 0 zeros(1,N-2) ] ; col=[-1 ; zeros(N-2,1) ];
G1ff=toeplitz(col,row);
G1 = [ Nul Nul G1ff ; Nul Nul Nul];
// Проектор на подпространство решений системы
C = inv(G*G’); Pi = eye(3*N,3* N) - G’*C*G;
// Матрица для итераций траектории
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P = Pi*G1’*C*G1*Pi;
// Начальное значение траектории, ||z0||=1
z0 = ones (3*N,1); z0 = z0 / norm(z0,’fro’);
// Итерации
delta = 100;
while delta>0.001,
z1 = P*z0; z1 = z1 / norm(z1,’fro’);
delta = norm(z1-z0,’fro’); z0 = z1;
end
// Вывод результата; массив z0 содержит оптимальный план для к-та cf
// -- последовательно три массива длиной по N точек:
alpha = z0 (1:N);
omega = z0 (N+1:2*N);
phi = z0 (2*N+1:3*N);
subplot(3,1,1); plot(1:N,alpha);
subplot(3,1,2); plot(1:N,omega);
subplot(3,1,3); plot(1:N,phi);
// Конец программы

5.2.7 Ïðèìåíåíèå ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ àïîñòåðèîð-

íîé îöåíêè êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè

Ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëüíîñòè S èç òåîðåìû 5.2.1 îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì

äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå èäåí-

òèôèêàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü θ̂ � îöåíêà ïàðàìåòðà, ïîëó÷åííàÿ ïî íàáëþäåíèÿì z . Òðåáóåòñÿ ñîïðî-

âîäèòü âñå ýëåìåíòû âåêòîðà θ̂ çíà÷åíèÿìè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïî çàäàííîìó

óðîâíþ âåðîÿòíîñòè. Ââèäó ñëîæíîãî õàðàêòåðà ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà òî÷íîå âû÷èñ-

ëåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ðåøåíèå ïðîáëåìû

èùåòñÿ â ðàìêàõ ãèïîòåçû, ÷òî îöåíêà ïðîöåññà ẑ (5.2.6), ïîëó÷åííàÿ èç íàáëþäåíèé

z , �íå ñèëüíî� îòëè÷àåòñÿ îò íåèçâåñòíîãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ z∗ , è ïðè âû÷èñëåíèè

ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè S ìîæíî èñïîëüçîâàòü ẑ âìåñòî z∗ .

Âåëè÷èíà z − z∗ ÿâëÿåòñÿ îøèáêîé íàáëþäåíèé. Ïóñòü îíà íîñèò ñëó÷àéíûé õà-

ðàêòåð ñ äèñïåðñèåé σ2I , σ � 1 . Òîãäà íåèçâåñòíîå èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ∗

îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè θ̂ íà âåëè÷èíó, êîòîðàÿ èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

äèñïåðñèåé σ2S (ñì. çàìå÷àíèå 5.2.2). Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà

∆(θ̂i)
.
= 2σ

√
Sii (5.2.11)

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ îöåíêè i -é êîìïî-

íåíòû θ̂i ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè 0.95 â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ [52,

òàáë.2].

Âûðàæåíèå (5.2.11) òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷åíî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé σ . Ïðàêòè÷åñêè

æå, ñîãëàñíî äàííûì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ëèíåéíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âèäà
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(5.2.11) ìåæäó ÑÊÎ
∗) îøèáîê íàáëþäåíèé σ è ÑÊÎ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñîõðàíÿåòñÿ

äëÿ îòíîñèòåëüíûõ çíà÷åíèé σ ïðèìåðíî äî 50% [83, ðèñ.4].

Çíà÷åíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, âû÷èñëåííûå èç ïðèáëèæåííîãî ñîîòíîøåíèÿ

(5.2.11), ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü ñóæäåíèå î ñòåïåíè äîâåðèÿ ê ïîëó÷åííûì â õîäå èäåí-

òèôèêàöèè îöåíêàì ïàðàìåòðîâ.

5.2.8 Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó èç ñòàòüè [70] (ñì. òàêæå ðàçäåë 3.7.4):{
α̇ = cαα + ω + cϕϕ,

ω̇ = mαα +mωω +mϕϕ,

ãäå cα = −0.086 , cϕ = −0.0072 , mα = −0.86 , mω = −0.050 , mϕ = −0.83 . Çàìåíîé

ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå (5.2.1) ñ r = 2 , m = 1 ,

p = 1 , â êîòîðîé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ γ = γ(θ) çàâèñèò îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà

θ =
(
cα; cϕ; mα; mω; mϕ

)
àôôèííûì îáðàçîì ñîãëàñíî óñëîâèþ (i) íà ñ. 91.

Îòêëèê ñèñòåìû íà èìïóëüñíîå âõîäíîå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1 (ãäå

N = 100 è âðåìÿ äèñêðåòèçàöèè τ = 0.032 ).
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++++++

Ðèñ. 1. Îòêëèê ñèñòåìû íà èìïóëüñíîå âõîäíîå âîçäåéñòâèå ϕ

(� ♦ � � α , � + � � ω ).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè (5.2.11) ïðè

îòíîñèòåëüíîì óðîâíå ïîìåõ σ = 0.1 ñâåäåíû â òàáëèöó
∗∗). Äëÿ êîíòðîëÿ áûëè âû-

∗)СКО — среднеквадратическое отклонение.
∗∗)Несовпадения с данными таблицы [84] объясняются добавлением в целевую функцию весовой диа-

гональной матрицы для учета различий в нормах сигналов α , ω , ϕ .
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÷èñëåíû ÑÊÎ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïî 50 ðåàëèçàöèÿì íàáëþäåíèé ñ ìîäåëèðîâàíèåì

ãàóññîâûõ âîçìóùåíèé ñ îòíîñèòåëüíûì óðîâíåì σ = 0.1 . Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ÑÊÎ

âîçìóùåíèé âû÷èñëÿëèñü îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ñèãíàëîâ α , ω , ϕ ïî ôîðìó-

ëàì σα = σ ‖α‖√
N
, σω = σ ‖ω‖√

N
, σϕ = σ ‖ϕ‖√

N
.

Ýòàëîííûå Õàðàêòåðèñòèêè Âõîäíîé ñèãíàë (∆max)

êîýôôèöèåíòû îöåíîê Èìïóëüñ (0.064) Ñòóïåíüêà (0.140) Îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ cϕ (0.049)

cα = −0.086

M ĉα =

ÑÊÎ(ĉα) =

∆(ĉα) =

−0.086± 0.004

0.015

2 · 0.014

−0.09± 0.01

0.046

2 · 0.041

−0.08± 0.01

0.042

2 · 0.044

cϕ = −0.0072

M ĉϕ =

ÑÊÎ(ĉϕ) =

∆(ĉϕ) =

−0.006± 0.013

0.054

2 · 0.061

−0.009± 0.010

0.040

2 · 0.036

−0.005± 0.004

0.016

2 · 0.019

Îöåíêà òîëüêî cϕ:

M ĉϕ =

ÑÊÎ(ĉϕ) =

∆(ĉϕ) =

−0.00± 0.02

0.060

2 · 0.060

−0.008± 0.003

0.010

2 · 0.011

−0.005± 0.002

0.0076

2 · 0.0070

mα = −0.86

M m̂α =

ÑÊÎ(m̂α) =

∆(m̂α) =

−0.86± 0.01

0.050

2 · 0.046

−0.86± 0.008

0.033

2 · 0.034

−0.86± 0.01

0.039

2 · 0.039

mω = −0.050

M m̂ω =

ÑÊÎ(m̂ω) =

∆(m̂ω) =

−0.04± 0.015

0.057

2 · 0.059

−0.05± 0.03

0.13

2 · 0.12

−0.048± 0.007

0.027

2 · 0.028

mϕ = −0.83

M m̂ϕ =

ÑÊÎ(m̂ϕ) =

∆(m̂ϕ) =

−0.84± 0.01

0.055

2 · 0.057

−0.83± 0.02

0.079

2 · 0.073

−0.83± 0.005

0.017

2 · 0.017

Òàáëèöà 1. Êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè îòíîñèòåëüíîì

óðîâíå ïîìåõ σ = 10% .

Â òàáëèöå âìåñòå ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè îöåíîê ïî 50 ðåàëèçàöèÿì óêàçàíû ïðè-

áëèæåííûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû îòêëîíåíèé ñðåäíèõ îò ìàò. îæèäàíèé (íàïðè-

ìåð, M ĉα = −0.086 ± 0.04 ) èñõîäÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïðè âåðîÿòíîñòè

P = 2(1− F ) = 0.9 è ν = n− 1 = 49 [52, òàáë.5].

Ïîëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î õîðîøåì ñîîòâåò-

ñòâèè ÑÊÎ(θ̂i) âåëè÷èíàì ∆(θ̂i) , êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àïðè-

îðíûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ.

Êîýôôèöèåíò cϕ ïðè σ = 0.1 îêàçàëñÿ êàê ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è

ïî àïðèîðíûì ïîêàçàòåëÿì ïðàêòè÷åñêè íåèäåíòèôèöèðóåìûì ïðè ëþáîì èç òðåõ èñ-

ïîëüçîâàííûõ âõîäíûõ âîçäåéñòâèé. Â òðåòüåé ñòðîêå òàáëèöû ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòà cϕ â ñëó÷àå, êîãäà îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ôèêñèðî-

âàëèñü íà èñòèííûõ çíà÷åíèÿõ. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå óêàçàíû ðåçóëüòàòû ïðè îïòè-

ìàëüíîì äëÿ cϕ ïëàíå, âû÷èñëåííîì ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.4. Âåëè÷èíà äèñïåðñèè cϕ

ïðè ýòîì ïëàíå ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêè íàèëó÷øåé ñòåïåíè èäåíòèôèöèðóåìîñòè

cϕ . Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè êî-

ýôôèöèåíòà cϕ íóæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî ïîãðåøíîñòü â íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ

íå ïðåâûøàåò 1%.
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5.3 ×èñëåííîå ñðàâíåíèå îöåíîê ÌÍÊ è ÂÌ â çàäà÷å

Ê.Ëàíöîøà

Ê.Ëàíöîøîì [184, IV.23] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè îøèáîê îêðóãëåíèÿ â

òðåòüåì ðàçðÿäå èçìåðåíèé ñóììû òðåõ çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü îêîëî 0.3%) ïî èçìåðåíèÿì 24 òî÷åê íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü íè ÷èñëî ýêñïîíåíò,

íè çíà÷åíèÿ èõ ïîêàçàòåëåé. Ñì. òàêæå äîêëàä Ï.Äþïèñà è äð. (2004) [149] î ïðîáëå-

ìàõ óñòîé÷èâîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò. Ðàñ÷åò àïðèîðíûõ ïîêàçàòå-

ëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðåäëàãàåìûì â äèññåðòàöèè ìåòîäîì â ïðèìåðå Ê.Ëàíöîøà

äàåò òåîðåòè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî îòðèöàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà; äëÿ âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ýêñïîíåíò îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì óðîâåíü ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé íå âûøå

0.01% (îêðóãëåíèå â ïÿòîì ðàçðÿäå). Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ðàñ÷åòû ïîêàçàòåëåé ýêñïî-

íåíò îáîáùåííûì ìåòîäîì äå Ïðîíè (ïî À.Õàóñõîëäåðó (1950) [166]), êîãäà äëÿ îöåíêè

ïðèìåíÿåòñÿ ëèíåéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, äàþò çíà÷èòåëüíî õóäøèå ðå-

çóëüòàòû â ïðèìåðå Ê.Ëàíöîøà, ÷åì ðàñ÷åòû âàðèàöèîííûì ìåòîäîì À.Î.Åãîðøèíà

(ÂÌ); öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÂÌ êàê ðàç è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà àïðèîðíûõ ïîêàçà-

òåëåé èäåíòèôèöèðóåìîñòè; êàê îòìå÷åíî âûøå (ñëåäñòâèå 2 òåîðåì 4.1.2, 4.1.3), ýòîò

ìåòîä äàåò îöåíêè, íàèáîëåå áëèçêèå ê àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûì ïðè àääèòèâíûõ

îøèáêàõ íàáëþäåíèé.

Äàííûå èçìåðåíèé â ïðèìåðå Ëàíöîøà

k y̌[k] k y̌[k] k y̌[k] k y̌[k]

1 2.51 7 0.77 13 0.27 19 0.11

2 2.04 8 0.64 14 0.23 20 0.10

3 1.67 9 0.53 15 0.20 21 0.09

4 1.37 10 0.45 16 0.17 22 0.08

5 1.12 11 0.38 17 0.15 23 0.07

6 0.93 12 0.32 18 0.13 24 0.06

Óðàâíåíèå îáúåêòà:

y[k] = 0.0951 · e−k + 0.8607 · e−3k + 1.5576 · e−5k.

Ìîäåëü äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ:

y′′′ + a2y
′′ + a1y

′ + a0y = 0.

Ýòàëîííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

a2 = 9, a1 = 23, a0 = 15.
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Ïåðåõîä ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ îñóùåñòâëÿëñÿ çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè

ðàçíîñòÿìè. Äàííûå èçìåðåíèé ìîäåëèðîâàëèñü â ïðîãðàììå ïî ýòàëîííîìó ðàçíîñò-

íîìó óðàâíåíèþ ñ äîáàâëåíèåì àääèòèâíîãî ãàóññîâîãî øóìà N(0, σ2) .

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

λ1 = −1, λ2 = −3, λ3 = −5.

Òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ

σ |∆a2| |∆a1| |∆a0| λ̂1 λ̂2 λ̂3

(
ÂÌ
ÌÍÊ

) (
ÂÌ
ÌÍÊ

)
0.000001

0.00007

0.00045

0.00017

0.00111

0.00025

0.00161

−1.00

−1.00

−3.00

−3.00

−5.00

−5.00

0.000005
0.00007

0.00973

0.00015

0.02422

0.00019

0.03642

−1.00

−1.01

−3.00

−3.12

−5.00

−5.00

0.000010
0.00002

0.02462

0.00002

0.06170

0.000006

0.093667

−1.00

−1.02

−3.00

−3.23

−5.00

−5.00

0.000050
0.003

0.673

0.009

∗ ∗ ∗
0.01

∗ ∗ ∗
−1.00

−1.16

−2.9

−5.00

−5.00

−8.33

0.000100
0.002

∗ ∗ ∗
0.004

∗ ∗ ∗
0.005

∗ ∗ ∗
−1.00

−1.18

−3.00

−5.26

−5.00

−16.7

0.000500
0.03

∗ ∗ ∗
0.08

∗ ∗ ∗
0.1

∗ ∗ ∗
−0.96

−1.22

−2.70

−5.26

−5.00

−33.3

0.001
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−0.85

−0.78

−0.20

−0.19

−0.000001

−0.03

*** � îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå > 1 .

×èñëî èòåðàöèé ÈÏ ÑÂ: 2-3 äëÿ óðîâíåé øóìà îò 0.000001 äî 0.0005. Íà÷àëüíîå

ïðèáëèæåíèå ïðè òåõ æå óðîâíÿõ øóìà � ïðàêòè÷åñêè ëþáîå.

Òåîðåòè÷åñêè ïðåäåëüíîå (ïî ìàòðèöå ÷óâñòâèòåëüíîñòè) çíà÷åíèå ÑÊÎ íàáëþäå-

íèé, ïðè êîòîðîì îæèäàåìûå ÑÊÎ îöåíîê íå ïðåâîñõîäÿò ïîëîâèíû ìîäóëåé ýòàëîííûõ

êîýôôèöèåíòîâ: 0.0001.
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Çàêëþ÷åíèå ïî ðàçäåëó 5.2

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè

àääèòèâíûõ âîçìóùåíèÿõ â íàáëþäåíèÿõ òðàåêòîðèé. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëûõ øó-

ìîâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ èíôîðìàöèîííûõ ìàòðèö è ïðåäëîæèòü ðÿä êî-

ëè÷åñòâåííûõ êðèòåðèåâ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ, îñíîâûâàÿñü íà àïðèîðíûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàñïðåäåëåíèè íàáëþäåíèé. Êîëè÷åñòâåííûå êðèòåðèè èäåíòèôèöè-

ðóåìîñòè ïîçâîëÿþò çàðàíåå âûáèðàòü îïòèìàëüíûå ïëàíû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îöåíêè

ïàðàìåòðîâ ñ íàèìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáðàòíûå èíôîðìàöèîííûå ìàòðèöû õàðàêòåðèçóþò ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü îöåíîê ïàðàìåòðîâ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì â èçìåðåíèÿõ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåä-

ëîæèòü ñïîñîá îöåíêè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå èäåíòèôè-

êàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðè çàäàííîì óðîâíå øóìà íàáëþäåíèé.

Âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåäïîëàãàþò ñîâìåñòíóþ ñîñòîÿòåëüíóþ îöåí-

êó êàê ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, òàê è îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ïî êðèòåðèþ íàèìåíüøåãî

ðàññîãëàñîâàíèÿ ñ äàííûìè èçìåðåíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîâìåñòíûõ îöåíîê èñïîëüçóåò-

ñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè.
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Ãëàâà 6

Âàðèàöèîííûå îöåíêè â àíàëèçå

âðåìåííûõ ðÿäîâ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ îäíà èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííûõ

ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè � àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âàðèàöèîííîé

ïîñòàíîâêå çàäà÷ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ òðåíäàìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-

êàåò íîâûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ñóììàðíûõ (äèçúþíêòèâíûõ ) ñèñòåì.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ðÿäîâ ñ òðåíäàìè âñòðå÷àþòñÿ â ýêîíîìåòðèêå [227], ìåäè-

öèíå, â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ [106], â òåîðèè ïðîãíîçèðîâàíèÿ è àíàëèçà

äàííûõ [12, 51]. Ýòè çàäà÷è ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïðî-

öåññîâ è ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè â èçìåðåíèÿõ íåîïðåäåëåííûõ äå-

òåðìèíèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ èç çàäàííûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé. Òàêèìè äåòåð-

ìèíèðîâàííûìè ñîñòàâëÿþùèìè ìîãóò áûòü ðåøåíèÿ äðóãîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, êàê ñ

èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè, òàê è ñ ïàðàìåòðàìè, ïîäëåæàùèìè èäåíòèôèêàöèè íàðÿäó

ñ ïàðàìåòðàìè îñíîâíîé ñèñòåìû.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ òðåíäà-

ìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äàåòñÿ îïðåäåëåíèå è îïèñûâàþòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñóììàð-

íûõ ñèñòåì (òåîðåìà 6.1.2); çàòåì ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãî-

îáðàçèé ðåøåíèé äâóõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â âèäå óñëîâèé íà ìàòðèöû ñèñòåì; ïî ñóòè

ýòî óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðîöåññîâ ðÿäà è òðåíäà ïî íàáëþäåíèÿì ñóììàðíî-

ãî ïðîöåññà ¾ðÿä ïëþñ òðåíä¿ ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ óðàâíåíèé (òåîðåìà 6.1.3);

ïîñëå ýòîãî âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû îïòèìàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ñëàãàåìûõ ïðîöåññîâ ðÿ-

äà è òðåíäà ïî âîçìóùåííûì èçìåðåíèÿì ñóììàðíîãî ïðîöåññà (òåîðåìû 6.2.1, 6.2.2

è ñëåäñòâèå). Åñëè ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ðÿäà è òðåíäà íåèçâåñòíû è ïîäëåæàò èäåí-

òèôèêàöèè, íóæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Â ðÿäå ñîäåðæàòåëüíûõ

ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû êðèòåðèè èäåíòèôèöèðóåìîñòè êàê ïàðàìåòðîâ ñóììàðíîé ñèñòåìû,

òàê è ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ñëàãàåìûõ ïðîöåññîâ (òåîðåìû 6.3.1, 6.3.2). Ïîëó÷åí êðè-

òåðèé óïðàâëÿåìîñòè ñóììàðíûõ ñèñòåì (òåîðåìû 6.1.4, 6.1.5, 6.1.6). Ïîêàçàíî, ÷òî â

áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ñóììàðíûå ñèñòåìû íåóïðàâëÿåìû. Ýòî íàêëàäû-

âàåò îãðàíè÷åíèå íà êëàññû ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê
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ñóììàðíûì ñèñòåìàì. Ê äîïóñòèìûì ââèäó îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿåìîñòü

îòíîñÿòñÿ âàðèàöèîííûå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè. Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ

èäåíòèôèêàöèè òàêæå íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà óñòîé÷èâîñòü èäåíòèôèöèðóå-

ìûõ îáúåêòîâ è íà ìèíèìàëüíóþ äëèíó íàáëþäàåìûõ ïðîöåññîâ, ïî êîòîðûì ïðîèçâî-

äèòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ (ñì. íà÷àëî ãëàâû 3 è ðàçäåë 3.1).

6.1 Ñóììàðíûå ñèñòåìû è èõ ñâîéñòâà

Â ýòîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ñóììàðíûõ ñèñòåì, èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà è

óêàçûâàþòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììàðíûå ñèñòåìû â ðÿäå ñëó-

÷àåâ, âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé, íåóïðàâëÿåìû.

6.1.1 Îïðåäåëåíèå è ïîñòðîåíèå ñóììàðíûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Px = 0 , x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ñóììàðíîé

(èëè äèçúþíêòèâíîé) ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìàì P1x = 0 , P2x = 0 , åñëè N (P ) =

N (P1) +N (P2) .

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Ïóñòü M ⊂ Rn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. È ïóñòü Px = 0 ,

P ∈ Rm×n � ñèñòåìà óðàâíåíèé, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ M : N (P ) =

M . Ñèñòåìó Px = 0 (èëè ìàòðèöó P ) áóäåì íàçûâàòü îïèñàíèåì äëÿ M . Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðîêè P ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïóñòü òåïåðü M1 è M2 � äâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn ñ îïèñàíèÿìè

P1 è P2 . Òîãäà ìíîãîîáðàçèå M .
= M1 +M2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â

Rn . Ëþáîå îïèñàíèå P äëÿ ñóììàðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6.1.1

ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíûì ïî îòíîøåíèþ ê îïèñàíèÿì P1 è P2 .

Îáîçíà÷åíèå 6.1.1. Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó P äèçúþíêöèåé (èëè ñóììîé) ñèñòåì P1 è

P2 è îáîçíà÷àòü P = P1 ∨ P2 , åñëè N (P ) = N (P1) +N (P2) .

Çàìå÷àíèå 6.1.1. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî (ïðåäëîæåíèå 6.1.2), îïèñàíèå ñóì-

ìàðíîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ íå äèçúþíêöèåé, à êîíúþíêöèåé îïèñàíèé. Òåì íå ìåíåå,

ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë äèçúþíêöèè, äåëàÿ àêöåíò â ïîíÿòèè ñèñòåìû íà ìíîæåñòâå åå

ðåøåíèé, à íå íà îïèñàíèè. Ýòî ñîãëàñíî ñ ïðèíÿòûì â äèññåðòàöèè ïîäõîäîì, ïðè êîòî-

ðîì ÿâëåíèå (èññëåäóåìûé îáúåêò) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì íàáëþäåíèé åãî õà-

ðàêòåðèñòèê, à ìîäåëü ÿâëåíèÿ (îáúåêòà) åñòü ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé ìîäåëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùåå ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé (ãëàâà 2). Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ÿâëåíèå

ìîæåò áûòü îäíî, à ðàâíîñèëüíûõ îïèñàíèé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî; ïîýòîìó îïèñàíèå

íå ñ÷èòàåòñÿ ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.1. Ëþáûå äâå äèçúþíêöèè P = P1 ∨ P2 è P ′ = P1 ∨ P2 ëåâîýê-

âèâàëåíòíû, ò. å. ñâÿçàíû ëåâûì óìíîæåíèåì íà íåîñîáåííóþ ìàòðèöó : P = QP ′ ,

detQ 6= 0 .
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Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñóììàðíûõ ñèñòåì.

Îáîçíà÷åíèå 6.1.2. Ïóñòü M◦ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-

ëîâ (÷èñëîâûõ ñòðîê), àííóëèðóþùèõ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ M : M◦ = {y : yM = 0}
[118].

Òåîðåìà 6.1.1. Ïóñòü M , N � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà èìåþò ìåñòî

ñîîòíîøåíèÿ:

M◦◦ =M, (6.1.1)

M⊆ N ⇔ M◦ ⊇ N ◦, (6.1.2)

(M+N )◦ =M◦ ∩N ◦, (6.1.3)

(M∩N )◦ =M◦ +N ◦. (6.1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå åñòü òåîðåìà 2 � 17 ìîíîãðàôèè [118]. Îñòàëü-

íûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâåäåíû òàì æå â óïðàæíåíèè 8. Ýòèì çàìå÷àíèåì äîêàçàòåëüñòâî

çàâåðøàåòñÿ.

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ áàçèñíàÿ ñèñòåìà ñòðîê â M◦ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6.1.2 ÿâëÿåòñÿ

îïèñàíèåì äëÿ M . Îáîçíà÷èì L(P ) ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòðîê ìàòðèöû P . Òîãäà

L (P ) = N (P )◦ , L (P )◦ = N (P ) . (6.1.5)

Åñëè P � îïèñàíèå äëÿ M , òî L (P ) =M◦ è

L (P )◦ =M. (6.1.6)

Ïðåäëîæåíèå 6.1.2. Ñîîòíîøåíèÿ N (P ) = N (P1) +N (P2) è L (P ) = L (P1)∩L (P2)

ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ðàâåíñòâ (6.1.5) ñîîòíîøåíèå N (P ) = N (P1) + N (P2) ðàâ-

íîñèëüíî ðàâåíñòâó L (P )◦ = L (P1)◦ + L (P2)◦ . Èç òîæäåñòâà (6.1.4) èìååìL (P )◦ =

(L (P1) ∩ L (P2))◦ . Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó L (P ) = L (P1) ∩ L (P2) . Ïðåäëî-

æåíèå äîêàçàíî.

6.1.1.1 Ñóììàðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì (îïðåäåëåíèå 6.1.1) ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëü-

íîé è èíòåðåñíîé â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü íåêîòîðûå ìàòðèöû G è F

îïèñûâàþò äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âèäà (1.4.1), ò. å.

G
.
=


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 ∈ R(N−p)r×Nn, (6.1.7)

264



F
.
=


ϕ0 ϕ1 . . . ϕq 0

ϕ0 ϕ1 . . . ϕq
. . . . . . . . .

0 ϕ0 ϕ1 . . . ϕq

 ∈ R(N−q)r1×Nn. (6.1.8)

Êàê è ðàíåå, àññîöèèðóåì ìàòðèöû G è F ñ ìíîãî÷ëåííûìè ìàòðèöàìè

γ(s)
.
= γps

p + γp−1s
p−1 + . . .+ γ0,

ϕ(s)
.
= ϕqs

q + ϕq−1s
q−1 + . . .+ ϕ0,

(6.1.9)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè äëÿ G è F . Áóäåì îáîçíà÷àòü G v γ(s) , F v ϕ(s)

(çàìåòèì îòëè÷èå îò ñèìâîëà ∼ ).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âñþäó ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû γ(s) è ϕ(s) èìåþò ïîë-

íûé ðàíã, ò. å. èõ êàíîíè÷åñêèå ôîðìû Sm γ(s) è Smϕ(s) íå èìåþò íóëåâûõ ñòðîê.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ çàïèñûâàòü îòíîøåíèå G v γ(s) â âèäå ÿâíîé

ôîðìóëû. Ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ìàòðèöó G (6.1.7) ïðèâåäåì ê âèäó

G ∼


G1

...

Gr

 , Gi
.
=


γ

(i)
0 γ

(i)
1 . . . γ

(i)
p 0

γ
(i)
0 γ

(i)
1 . . . γ

(i)
p

. . . . . . . . .

0 γ
(i)
0 γ

(i)
1 . . . γ

(i)
p

 .
=
∖
γ(i)
∖
,

ãäå

γ(i) .=
(
γ

(i)
0 γ

(i)
1 . . . γ

(i)
p

)
∈ R1×(p+1)n

îáîçíà÷àåò i -þ ñòðîêó ìàòðèöû

γ
.
=
(
γ0 γ1 . . . γp

)
∈ Rr×(p+1)n.

Çàìåòèì, ÷òî êëåòêè γ
(i)
k ñóòü ñòðîêè èç n ýëåìåíòîâ:

γ
(i)
k

.
=
(
γ

(i,1)
k . . . γ

(i,n)
k

)
∈ R1×n.

Îáîçíà÷èì

γ(ij) .=
(
γ

(i,j)
0 γ

(i,j)
1 . . . γ

(i,j)
p

)
∈ R1×(p+1),

γ(ij)(s)
.
= γ(i,j)

p sp + γ
(i,j)
p−1 s

p−1 + . . .+ γ
(i,j)
0 ∈ R[s],

Gij
.
=
∖
γ(ij)

∖
∈ R(N−p)×N .

Çàìåòèì, ÷òî γ =

(
γ(11) ... γ(1n)

...
...

...
γ(r1) ... γ(rn)

)
è γ(s) =

(
γ(11)(s) ... γ(1n)(s)

...
...

...
γ(r1)(s) ... γ(rn)(s)

)
, ãäå γ(ij)(s) � ñêàëÿð-
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íûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ

G ∼
LR


G11 . . . G1n

...
. . .

...

Gr1 . . . Grn

 .
=


∖
γ(11)

∖
. . .

∖
γ(1n)

∖
...

. . .
...∖

γ(r1)
∖

. . .
∖
γ(rn)

∖
 .

Îïðåäåëèì ìàòðèöû E , E(k) òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è Gij :

E(k) .= E
(k)
N−p

.
=


0 . . . 0
...

...

0 . . . 0

1 0
. . .

0 1

0 . . . 0
...

...

0 . . . 0


︸ ︷︷ ︸

k

︸ ︷︷ ︸
pn−k

∈ R(N−p)×N ,

k > 0,

E
.
= EN−p

.
= E(0) =


1 0 0 . . . 0

. . .

0 1 0 . . . 0

 .

(6.1.10)

Ïóñòü s îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñäâèãà, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè

skE
.
= E(k).

Òîãäà γ(ij)(s)⊗ E =
∖
γ(ij)

∖
. Â èòîãå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ

G ∼
LR


∖
γ(11)

∖
. . .

∖
γ(1n)

∖
...

. . .
...∖

γ(r1)
∖

. . .
∖
γ(rn)

∖
 = γ(s)⊗ E. (6.1.11)

Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ G îçíà÷àåò èçìåíåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ â âåêòîðå ïåðåìåí-

íûõ z óðàâíåíèÿ Gz = 0 . Íàïîìíèì, â óðàâíåíèÿõ (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) áûë ïðèíÿò

ñëåäóþùèé ïîðÿäîê:

z = (w[1]; . . . ;w[N ]) , (6.1.12)

w[k] = (y[k];u[k]) ∈ Rr+m, n
.
= r +m,

y[k] = (y1[k]; . . . ; yr[k]) ∈ Rr, u[k] = (u1[k]; . . . ;um[k]) ∈ Rm.

Â ðàâíîñèëüíîì óðàâíåíèè ñ ìàòðèöåé γ(s)⊗ E (6.1.11) ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ ñëåäóþ-

ùèé:

z = (zy1 ; . . . ; zyr ; zu1 ; . . . ; zum) , (6.1.13)

zyi
.
= (yi[1]; . . . ; yi[N ]) ∈ RN , zui

.
= (ui[1]; . . . ;ui[N ]) ∈ RN .

Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âåêòîðå z âñåãäà áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà, è ýòî íå äîëæíî
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ïðèâîäèòü ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Ïóñòü òåïåðü äàíà êëåòî÷íî-òåïëèöåâàÿ ìàòðèöà P v π(s) ñ òåìè æå ÷èñëàìè ñòîëá-

öîâ nN è êëåòî÷íûõ ñòîëáöîâ N , ÷òî è ó ìàòðèö G , F :

P =


π0 π1 . . . πl 0

π0 π1 . . . πl
. . . . . . . . .

0 π0 π1 . . . πl

 ∈ Rr2(N−l)×nN ,

π(s)
.
= πls

l + πl−1s
l−1 + . . .+ π0, πi ∈ Rr2×n.

Îáîçíà÷åíèå 6.1.3. Ïóñòü α(s)
.
=

(
α(1)(s)

...
α(r)(s)

)
� ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà èç r ñòðîê α(r)(s) ∈

R1×n[s] . Îáîçíà÷èì P (α(s)) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê âèäà

ν1(s)α(1)(s) + . . .+ νr(s)α
(r)(s) ∈ R1×n[s],

ãäå νi(s) ∈ R[s] � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå ìíîãî÷ëåíû. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê îòíîñèòåëüíî óìíîæå-

íèÿ íà ñêàëÿðíûå ìíîãî÷ëåíû, òî÷íåå � ìîäóëåì [118, ñ. 15].

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óòî÷íÿþùåå ïðåäëîæåíèå (6.1.2) äëÿ ñëó÷àÿ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 6.1.2. Äëÿ êëåòî÷íî-òåïëèöåâûõ ìàòðèö G v γ(s) , F v ϕ(s) ñ îäè-

íàêîâûìè ÷èñëàìè ñòîëáöîâ è êëåòî÷íûõ ñòîëáöîâ âñåãäà ñóùåñòâóåò êëåòî÷íî-

òåïëèöåâàÿ ìàòðèöà P v π(s) òàêàÿ, ÷òî N (P ) = N (G) + N (F ) è ìíîãî÷ëåííàÿ

ìàòðèöà π(s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (ii) íà ñ. 91. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

ðàâåíñòâó P (π(s)) = P (γ(s)) ∩ P (ϕ(s)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà G v γ(s) ñîñòîèò èç (N − p) × N êëåòîê ðàç-

ìåðíîñòè r × n è ìàòðèöà F v ϕ(s) ñîñòîèò èç (N − q) × N êëåòîê ðàçìåðíîñòè

r1×n . Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü êëåòî÷íî-òåïëèöåâóþ ìàòðèöó P v π(s)

èç (N − l)×N êëåòîê ðàçìåðíîñòè r2×n , îòâå÷àþùóþ ñîîòíîøåíèþ N (P ) = N (G) +

N (F ) , è ïðè ýòîì âåðíî ðàâåíñòâî

P (π(s)) = P (γ(s)) ∩ P (ϕ(s)) .

Ââåäåì, êàê ýòî îïèñàíî â ôîðìóëàõ (6.1.14), ÷èñëîâóþ ìàòðèöó EN−p
.
=
(
IN−p 0p′

)
ðàçìåðíîñòè (N−p)× (N−p+p′) , p′ > p , è îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà s ïîñðåäñòâîì

ñîîòíîøåíèÿ

skEN−p
.
=
(

0k IN−p 0p′−k

)
, k ∈ 0, p′. (6.1.14)

Òîãäà ìàòðèöû G , F ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðåäñòàâèìû
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÷åðåç êðîíåêåðîâû ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (6.1.11):

G = γ(s)⊗ EN−p, F = ϕ(s)⊗ EN−q. (6.1.15)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.1.2 ñîîòíîøåíèå N (P ) = N (G) +N (F ) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

L (P ) = L (G) ∩ L (F ) . Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L (G) ñîñòîèò èç ñòðîê âèäà τG =

[τ(s)γ(s)]⊗E1 , ãäå ìíîãî÷ëåííàÿ ñòðîêà τ(s) ∈ R1×r[s] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ÷èñëîâîé ñòðîêå

τ ∈ RNn ïî ôîðìóëå (1.4.4) (ñì. ðàçäåë 1.4). Ïîÿñíèì êîíñòðóêöèþ [τ(s)γ(s)] ⊗ E1

ïðèìåðîì. Ïóñòü

τ(s)γ(s) =
(
s+ 1, s2 + 2s+ 2, s3 + 3s2 + 3s+ 3

)
∈ R1×3[s].

Òîãäà

[τ(s)γ(s)]⊗ E1
.
=
(
G11 G12 G13

)
, G1i ∈ R1×N ,

G11 = ( 1 1 0 ... ... ... 0 ) , G12 = ( 2 2 1 0 ... ... 0 ) , G13 = ( 3 3 3 1 0 ... 0 ) .

Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà E1 íà EN−p ïðè N − p = 3 , p = 3 ïðèâîäèò ê ìàòðèöå

[τ(s)γ(s)]⊗ E3
.
=
(
G11 G12 G13

)
, G1i ∈ R3×N ,

G11 =
(

1 1 0 0
1 1 0 0

1 1 0 0

)
, G12 =

(
2 2 1 0

2 2 1 0
2 2 1 0

)
, G13 =

(
3 3 3 1

3 3 3 1
3 3 3 1

)
.

Äàëåå. Ìíîæåñòâî N (F ) ñîñòîèò èç ñòðîê âèäà µF = [µ(s)ϕ(s)] ⊗ E1 , µ ∈ RNn .

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî L (P ) = L (G)∩L (F ) ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî L (P ) ñîñòîèò èç

÷èñëîâûõ ñòðîê âèäà ρ(s)⊗E1 , deg ρ(s) < N , ãäå ìíîãî÷ëåííûå ñòðîêè ρ(s) ïðåäñòà-

âèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèé

ρ(s) = τ(s)γ(s) = µ(s)ϕ(s), deg ρ(s) < N (6.1.16)

� äëÿ âñåõ òåõ ñêàëÿðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ τ(s) , µ(s) , äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

âîçìîæíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ τ(s) , µ(s) è ñîîòâåòñòâåííî ρ(s)

íå îãðàíè÷åíû. Òîãäà ðàâåíñòâî τ(s)γ(s) = µ(s)ϕ(s) çàäàåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

(ìîäóëü) P (γ(s))∩P (ϕ(s)) . Âûáîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ,

÷òîáû ìíîæåñòâî ñòðîê ρ(s) êîíå÷íîé ñòåïåíè, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì (6.1.16), ñîäåð-

æàëî áàçèñ ýòîãî ìîäóëÿ (âàæíî, ÷òî áàçèñ êîíå÷åí). Òîãäà áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî

P (ρ(s)) = P (γ(s)) ∩ P (ϕ(s)) .

Âûáåðåì ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó π(s) , ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò êîíå÷íûé áàçèñ ìîäó-

ëÿ P (ρ(s)) . Òîãäà, åñëè s ïîíèìàòü êàê îïåðàòîð ñäâèãà, ìàòðèöà π(s) áóäåò äâóñòî-

ðîííå ñòðî÷íî-ìèíèìàëüíàÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.6.4, è ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíÿòüñÿ
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óñëîâèÿ (ii) íà ñ. 91. Â èòîãå ìàòðèöà P = π(s) ⊗ EN−l , ãäå l � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü

ñòðîêè â π(s) , è áóäåò èñêîìîé êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöåé ñóììàðíîé ñèñòåìû.

Îáðàòíî, ïóñòü P (π(s)) = P (γ(s)) ∩ P (ϕ(s)) .

Îáîçíà÷åíèå 6.1.4. Îáîçíà÷èì [P ]N ⊂ P ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåííûõ ñòðîê a(s) ∈ P
òàêèõ, ÷òî deg a(s) < N .

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìîäóëåé P ,Q ⊂ R1×n[s] âåðíî ðàâåíñòâî

[P ∩Q]N = [P ]N ∩ [Q]N . Òîãäà

[P (π(s))]N = [P (γ(s))]N ∩ [P (ϕ(s))]N .

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîæåñòâ ÷èñëîâûõ ñòðîê èç RnN :

{[P (π(s))]N ⊗ E1} = {[P (γ(s))]N ⊗ E1} ∩ {[P (ϕ(s))]N ⊗ E1} .

Ëåììà 6.1.1. Ïóñòü α(s) ∈ Rr×n[s] è p � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ñòðîêè â α(s) . Òîãäà

âåðíî ðàâåíñòâî

[P (α(s))]N ⊗ E1 = L (α(s)⊗ EN−p) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè âñïîìíèòü îïðåäå-

ëåíèÿ êîíñòðóêöèé. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ r = 2 , n = 2 , p = 2 , N = 5 . Ïåðåõîä ê

äðóãèì çíà÷åíèÿì r , n , p , N íå èçìåíÿåò õîäà ðàññóæäåíèé. Ïóñòü

α(s)
.
=

(
α(11)(s) α(12)(s)

α(21)(s) α(22)(s)

)
.
=

(
s+ 1 s2 + 2s+ 2

s2 + 3s+ 3 s+ 4

)
.

Òîãäà

[P (α(s))]5
.
=
{(

ρ(1)(s) ρ(2)(s)
)}
⊂ R1×2[s],

ρ(i)(s)
.
= ρ

(i)
0 + ρ

(i)
1 s+ ρ

(i)
2 s

2 + ρ
(i)
3 s

3, i ∈ 1, 2,

[P (α(s))]5 ⊗ E1 =
( ∖

ρ(1)
∖ ∖

ρ(2)
∖ )

=

=
(

ρ
(1)
0 ρ

(1)
1 ρ

(1)
2 ρ

(1)
3 ρ

(1)
4 ρ

(2)
0 ρ

(2)
1 ρ

(2)
2 ρ

(2)
3 ρ

(2)
4

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

α(s)⊗ E5−2 =

( ∖
α(11)

∖ ∖
α(12)

∖∖
α(21)

∖ ∖
α(22)

∖ ) =

=



1 1

1 1

1 1

2 2 1

2 2 1

2 2 1

3 3 1

3 3 1

3 3 1

4 1

4 1

4 1


.
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Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâî(
ρ(1)(s) ρ(2)(s)

)
=

= ν1 (s)
(
α(11)(s) α(12)(s)

)
+ ν2 (s)

(
α(21)(s) α(22)(s)

)
ïðè îãðàíè÷åíèè deg

(
ρ(1)(s) ρ(2)(s)

)
< 5 ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

( ∖
ρ(1)
∖ ∖

ρ(2)
∖ )

=

= ν1

( ∖
α(11)

∖ ∖
α(12)

∖ )
+ ν2

( ∖
α(21)

∖ ∖
α(22)

∖ )
ñ ÷èñëîâûìè ñòðîêàìè ν1,2 ∈ R1×3 , ñâÿçàííûìè ñ ìíîãî÷ëåíàìè ν1,2 (s) ôîðìóëîé âè-

äà (1.4.4) (ñì. ðàçäåë 1.4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà

[P (α(s))]5 ⊗ E1 = L (α(s)⊗ E5−2) ,

[P (α(s))]N ⊗ E1 = L (α(s)⊗ EN−p) .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Âåðíû ðàâåíñòâà

L (π(s)⊗ EN−l) = L (γ(s)⊗ EN−p) ∩ L (ϕ(s)⊗ EN−q) ,

L (P ) = L (G) ∩ L (F ) , N (P ) = N (G) +N (F ).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1.2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð À. Ïóñòü

G = α(s)⊗ E, α(s) = s2 + α1s+ α0 ∈ R[s],

F = ϕ(s)⊗ E, ϕ(s) = s2 + ϕ1s+ ϕ0 ∈ R[s],

ÍÎÄ(α, ϕ) = 1.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìíîãî÷ëåíîâ α , ϕ ñ íåêðàòíûìè êîðíÿìè. Èíîãäà áóäåì îïóñ-

êàòü óêàçàíèå àðãóìåíòà ó ìíîãî÷ëåíîâ è ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö, åñëè ýòî íå âûçûâàåò

íåäîðàçóìåíèé. Âûáåðåì N = 6 , òîãäà

G =


α0 α1 1 0

α0 α1 1

α0 α1 1

0 α0 α1 1

 , F =


ϕ0 ϕ1 1 0

ϕ0 ϕ1 1

ϕ0 ϕ1 1

0 ϕ0 ϕ1 1

 . (6.1.17)
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1. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ñóììàðíóþ ñèñòåìó P = G ∨ F , ïðÿìî ñëåäóÿ îïðåäåëå-

íèþ 6.1.1: N (P ) = N (G) +N (F ) . Ñîãëàñíî ïðèëîæåíèþ 1 (ðàçäåë 6.4), ìíîãîîáðàçèå

N (G) ðåøåíèé ñèñòåìû Gx = 0 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ x = (x[1]; . . . ;x[6]) ∈ R6 , ãäå

x[t] = x1s
t
1 + x2s

t
2 , t ∈ 1, 6 , x1 , x2 � ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, s1,2 � êîðíè

ìíîãî÷ëåíà α(s) . Ìíîãîîáðàçèå N (F ) ðåøåíèé ñèñòåìû Fy = 0 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

y = (y[1]; . . . ; y[6]) , y[t] = y1s
t
3 + y2s

t
4 , ãäå y1 , y2 � ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

s3,4 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ϕ(s) .

Ñóììàðíîå ìíîãîîáðàçèå N (G) +N (F ) ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

z = (z[1]; . . . ; z[6]) ,

z[t] = z1s
t
1 + z2s

t
2 + z3s

t
3 + z4s

t
4, t ∈ 1, 6, (6.1.18)

ãäå z1, . . . , z4 � ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, {s1, . . . , s4} � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ α(s) è ϕ(s) .

Èç âûðàæåíèÿ (6.1.18) ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíîå ìíîãîîáðàçèå N (G)+N (F ) ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Pz = 0 ñ òåïëèöåâîé ìàòðèöåé P , ñîñòàâ-

ëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà π(s) = α(s)ϕ(s) , deg π(s)
.
= l = 4 :

P = [α(s)ϕ(s)]⊗ EN−l =

(
π0 π1 π2 π3 1 0

0 π0 π1 π2 π3 1

)
.

2. Ïîñòðîèì ñóììàðíóþ ñèñòåìó P äðóãèì ñïîñîáîì, îïèðàÿñü íà òåîðåìó 6.1.2.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, ìàòðèöó P ñðàçó ìîæíî èñêàòü â êëåòî÷íî-òåïëèöåâîì

âèäå P = π ⊗ E ,

P (π) = P (α) ∩ P (ϕ) .

Ïîäïðîñòðàíñòâî P (α) îáðàçîâàíî ìíîãî÷ëåíàìè pα , p ∈ R[s] . Àíàëîãè÷íî, ïîäïðî-

ñòðàíñòâî P (ϕ) îáðàçîâàíî ìíîãî÷ëåíàìè qϕ , q ∈ R[s] . Ïåðåñå÷åíèåì P (α) ∩ P (ϕ)

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ rαϕ , r ∈ R[s] . Áàçèñîì ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíî-

ãî÷ëåí π = αϕ , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëîâàÿ òåïëèöåâàÿ ìàòðèöà P = [αϕ]⊗ E .

Ïðèìåð Á. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè G , F :

G
.
=
(
α β

)
⊗ E, F

.
=

(
τ 0

0 ζ

)
⊗ E, (6.1.19)

α = α(s) = s2 + α1s+ α0, β = β(s) = s2 + β1s+ β0,

τ = τ(s) = s2 + τ1s+ τ0, ζ = ζ(s) = s2 + ζ1s+ ζ0,

ÍÎÄ(α, β, τ, ζ) = 1.
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Ïóñòü N = 5 , òîãäà

G =

 α0 α1 1 0 β0 β1 1 0

α0 α1 1 β0 β1 1

0 α0 α1 1 0 β0 β1 1

 ,

F =



τ0 τ1 1 0

τ0 τ1 1

0 τ0 τ1 1

0

0

ζ0 ζ1 1 0

ζ0 ζ1 1

0 ζ0 ζ1 1


.

Äëÿ ñèñòåìû ñ óêàçàííîé ìàòðèöåé G óðàâíåíèå (1.4.1) ïðèíèìàåò âèä:

y[k + 2] + α1y[k + 1] + α0y[k] = u[k + 2] + β1u[k + 1] + β0u[k], k ∈ 1, 3.

Ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé F ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé z′ = (y′;u′) ,

îïèñûâàåìûõ îäíîðîäíûìè óðàâíåíèÿìè

y′[k + 2] + τ1y
′[k + 1] + τ0y

′[k] = 0,

u′[k + 2] + ζ1u
′[k + 1] + ζ0u

′[k] = 0, (6.1.20)

k ∈ 1, 3.

1. Ïîñòðîèì îïèñàíèå P äëÿ ñóììàðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M = N (G) +N (F ) :

M = {z + z′ = (y + y′;u+ u′)} .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1.2 P = π ⊗ E ,

P (π) = P
(
α β

)
∩ P

(
τ 0

0 ζ

)
.

Ïîäïðîñòðàíñòâî P
(
α β

)
ñîñòîèò èç ñòðîê

(
rα rβ

)
, r ∈ R[s].

272



Ïîäïðîñòðàíñòâî P

(
τ 0

0 ζ

)
ñîñòîèò èç ñòðîê

(
pτ qζ

)
, p, q ∈ R[s].

Òîãäà ïåðåñå÷åíèå P
(
α β

)
∩ P

(
τ 0

0 ζ

)
ñîñòîèò èç ñòðîê

(
rξα rξβ

)
, r ∈ R[s], ξ

.
= ÍÎÊ(τ, ζ),

ãäå ÍÎÊ(τ, ζ) � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìíîãî÷ëåíîâ ϕ , ζ . Áàçèñîì ïåðåñå÷åíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà π =
(
ξα ξβ

)
. Ñëåäîâàòåëüíî,

P =
(
ξα ξβ

)
⊗ E, ξ

.
= ÍÎÊ(τ, ζ).

Ïðèìåð Â. Ïóñòü

G =
(
α1(s) . . . αr(s) β1(s) . . . βm(s)

)
⊗ E, (6.1.21)

αi(s), βj(s) ∈ R[s],

F =



τ(s) 0
. . .

τ(s)

1
. . .

0 1


⊗ E =

(
Ir ⊗ τ(s) 0

0 Im

)
⊗ E, (6.1.22)

τ(s) ∈ R[s], m > 1.

Ïîëàãàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû αi è τ âçàèìíî ïðîñòû (ÍÎÄ(αi, τ) = 1 ), i = 1, r , è

ìíîãî÷ëåíû βj è τ âçàèìíî ïðîñòû (ÍÎÄ(βj, τ) = 1 ), j = 1,m . Îò ìíîãî÷ëåíîâ αi è

βj âçàèìíîé ïðîñòîòû íå òðåáóåòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 6.1.1. Äëÿ ìàòðèö G (6.1.21), F (6.1.22) ìàòðèöà ñóììàðíîé ñèñòå-

ìû P = G ∨ F èìååò âèä P = π(s)⊗ E ,

π(s) = τ(s)
(
α1(s) . . . αr(s) β1(s) . . . βm(s)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåì òîé æå ñõåìå ðàññóæäåíèé, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ïðèìå-

ðàõ À, Á.

P
(
α1 . . . αr β1 . . . βm

)
=
{
p
(
α1 . . . αr β1 . . . βm

)
: p ∈ R[s]

}
.
= G.
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P

(
τIr 0

0 Im

)
=
{(
p1τ . . . prτ q1 . . . qm

)
: pi, qj ∈ R[s]

}
.
= F .

Èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû αi è τ ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ïåðåñå÷åíèå èìååò âèä

G ∩ F = P
(
τ
(
α1 . . . αr β1 . . . βm

))
.

Áàçèñîì ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà

π = τ
(
α1 . . . αr β1 . . . βm

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, P = π ⊗ E . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð Ã. Ïåðåéäåì ê ñèñòåìàì èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé ( r > 1 ). Ïóñòü ìàòðè-

öà F , êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå Â, îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè (6.1.22). Ðàññìîòðèì

ìàòðèöó G èç r ñòðîê:

G =


α11(s) . . . α1r(s) β11(s) . . . β1m(s)
...

. . .
...

...
. . .

...

αr1(s) . . . αrr(s) βr1(s) . . . βrm(s)

⊗ E .
= γ(s)⊗ E, (6.1.23)

γ(s)
.
=
(
α(s) β(s)

)
∈ Rr×(r+m)[s].

Ïîëàãàåì, ÷òî detα(s) = 0 íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê s ∈ R è

ÍÎÄ(τ, detα) = 1 .

Óòâåðæäåíèå 6.1.2. Äëÿ ìàòðèö F (6.1.22), G (6.1.23) ìàòðèöà ñóììàðíîé ñèñòå-

ìû P = G ∨ F èìååò âèä P = π(s)⊗ E ,

π(s) = τ(s)


α11(s) . . . α1r(s) β11(s) . . . β1m(s)
...

. . .
...

...
. . .

...

αr1(s) . . . αrr(s) βr1(s) . . . βrm(s)

 = τ(s)γ(s). (6.1.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäå-

íèÿ 6.1.1.

P
(
α β

)
=
{
f
(
α β

)
: f ∈ R1×r[s]

}
.
= G.

P

(
τIr 0

0 Im

)
=
{(
τp q

)
: p ∈ R1×r[s], q ∈ R1×m[s]

}
.
= F .

Èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû detα è τ ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ïåðåñå÷åíèå èìååò âèä

G ∩ F = P
(
τf
(
α β

))
= P

(
τ
(
α β

))
.

Áàçèñîì ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà π
.
= τ

(
α β

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, P = π ⊗ E .
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Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

6.1.2 Óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íà ìàòðèöû G è F , ïðè êîòîðûõ ñóììà ìíîãîîáðàçèé N (G) +

N (F ) ïðÿìàÿ, ò. å. N (G) ∩N (F ) = {0} . Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-

òî÷íûì äëÿ åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ñëàãàåìûõ g ∈ N (G) è f ∈ N (F ) ïî íà-

áëþäåíèþ ñóììû p = g+f ïðè èçâåñòíûõ áàçèñàõ ïîäïðîñòðàíñòâ N (G) è N (F ) èëè

(ðàâíîñèëüíî) ïðè èçâåñòíûõ ìàòðèöàõ G è F . Ïîýòîìó óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷å-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñóììèðóåìûõ ïðîöåññîâ ïî íàáëþäåíèÿì

ñóìì, ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ∈ Rn×m . Áóäåì îáîçíà÷àòü A ∈ Rn×k ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòî-

ðîé îáðàçóþò áàçèñ äîïîëíåíèÿ R (A) äî Rn (íàïîìíèì, R (A) îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó ñòîëáöîâ A ):

Rn = R (A)uR
(
A
)
, R (A) ∩R

(
A
)

= {0} .

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ âñåãäà

R (A) = N
(
A
>
)
. (6.1.25)

Êðîìå òîãî, áóäåì îáîçíà÷àòü A⊥ ∈ Rm×t ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ

ïîäïðîñòðàíñòâà N (A) :

N (A) = R(A⊥), AA⊥ = 0. (6.1.26)

Ñòîëáöû ñîñòàâíîé ìàòðèöû
(
A>, A⊥

)
âñåãäà ñîäåðæàò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rm :

R
(
A>, A⊥

)
= Rm . Åñëè ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ìàòðèöà

(
A>, A⊥

)
íåîñî-

áåííàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1) åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
(
A
) .

= A = A ;

(2) âñåãäà (A⊥)⊥
.
= A⊥⊥ = 0 ;

(3) âñåãäà
(
A
)
⊥ = 0 ;

(4) åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî (A⊥)
.
= A⊥ = A> .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû A . Âòî-

ðîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû A è A⊥ ïî îïðåäåëåíèþ

èìåþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû, òî åñòü N
(
A
)

= 0 è N (A⊥) = 0 . ×åòâåðòîå ñî-

îòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàê: ïî óñëîâèþ ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèöà
(
A>, A⊥

)
íåîñîáåííàÿ; ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî A⊥ = A> èëè (ââèäó

ñîîòíîøåíèÿ (1)) A⊥ = A> . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé G

Gg = 0, (6.1.27)
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è ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé F :

Ff = 0, (6.1.28)

ãäå g, f ∈ Rn . Ïóñòü íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ñóììà

p = g + f.

Çàäà÷à. Ïî íàáëþäåíèþ p ïðè èçâåñòíûõ ìàòðèöàõ G,F âîññòàíîâèòü ñëàãàåìûå

g, f .

Åñëè ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì

ñ ìàòðèöàìè G è F ðàçäåëèìû. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, óñëîâèå ðàçäåëèìîñòè åñòü

óñëîâèå ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé N (G) è N (F ) .

Ïîñòðîèì îïèñàíèå äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñóìì g + f . Îáúåäèíèì óðàâíåíèÿ (6.1.27) è

(6.1.28) â ñèñòåìó 

p = (I, I)

(
g

f

)
,

(
G 0

0 F

)(
g

f

)
= 0.

(6.1.29)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H
.
=

(
G 0

0 F

)
, N

.
= (I, I) , x

.
=

(
g

f

)
, (6.1.30)

ïðèäåì ê ñèñòåìå {
p = Nx,

Hx = 0.
(6.1.31)

Ïîëó÷èì óñëîâèÿ ðàçäåëèìîñòè â âèäå óñëîâèé íà ìàòðèöû N , H .

Ïóñòü íàáëþäàåìûé âåêòîð p óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.1.31) ïðè íåêîòî-

ðîì x . Óñëîâèå Hx = 0 ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà x = H⊥χ ïðè íåêîòîðîì

χ , è âû÷èñëåíèå x ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ χ . Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6.1.31)

ïîëó÷àåì

p = NH⊥χ,

îòêóäà ñëåäóåò èñêîìîå óñëîâèå íà ìàòðèöû N , H⊥ :

Ïðåäëîæåíèå 6.1.4. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà x ïî íàáëþäåíèþ p èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû NH⊥ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, ò. å. N (NH⊥) = {0} .
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Óòâåðæäåíèå 6.1.3. Ïóñòü ìàòðèöû N , H îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (6.1.30). Òî-

ãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè (óñëîâèÿ íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ) ðàâíîñèëüíû:

N (G) ∩N (F ) = {0} , (6.1.32)

N

(
G

F

)
= {0} , (6.1.33)

N
(
G⊥ F⊥

)
= {0} , (6.1.34)

N (NH⊥) = {0} , (6.1.35)

N (GF⊥) = {0} , (6.1.36)

N (FG⊥) = {0} . (6.1.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàâíîñèëüíîñòü (6.1.35) è (6.1.34) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé:

H⊥
.
=

(
G⊥ 0

0 F⊥

)
, NH⊥ =

(
G⊥ F⊥

)
.

2) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîñèëüíîñòè (6.1.35) è (6.1.32) óñòàíîâèì ðàâíîñèëüíîñòü

ïðîòèâîïîëîæíûõ óòâåðæäåíèé:

N (NH⊥) 6= {0} ⇔ N (G) ∩N (F ) 6= {0} .

Ïåðåôîðìóëèðóåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (6.1.26) è ðàâíîñèëü-

íîñòü (6.1.35) è (6.1.34):

N
(
G⊥ F⊥

)
6= {0} ⇔ R (G⊥) ∩R (F⊥) 6= {0} .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ çàìåòèì, ÷òî N
(
G⊥ F⊥

)
6= {0} çíà÷èò

G⊥x = F⊥y
.
= z äëÿ íåêîòîðûõ x , y , òî åñòü R (G⊥) è R (F⊥) èìåþò îáùèé ýëåìåíò

z . Îáðàòíî, åñëè z ∈ R (G⊥) ∩ R (F⊥) 6= {0} , òî z = G⊥x = F⊥y äëÿ íåêîòîðûõ x ,

y , ñëåäîâàòåëüíî, N
(
G⊥ F⊥

)
6= {0} . Òåì ñàìûì, ðàâíîñèëüíîñòü (6.1.35) è (6.1.32)

äîêàçàíà.

3) Óñòàíîâèì ðàâíîñèëüíîñòü (6.1.35) è (6.1.34). Îò ïðîòèâíîãî,

N

(
G

F

)
6= {0} ⇔ ∃ x 6= 0

{
Gx = 0,

Fx = 0,
⇔

⇔

{
x ∈ R (G⊥) ,

x ∈ R (F⊥) ,
⇔ x = G⊥χ = F⊥ω ⇔ N

(
G⊥ F⊥

)
6= {0} .

4) Óòâåðæäåíèÿ (6.1.36) è (6.1.37) ðàâíîñèëüíû â ñèëó ñèììåòðèè. Äîêàæåì (6.1.37).

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü ∃ w 6= 0 : FG⊥w = 0 . Òîãäà äëÿ x
.
= G⊥w 6= 0 âûïîëíåíî Gx = 0

è Fx = 0 . Ïðîòèâîðå÷èå ñ (6.1.33). Îáðàòíî, ïóñòü íàðóøåíî (6.1.33), ò. å. ∃ x 6= 0 :
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Fx = 0 è Gx = 0 . Òîãäà ∃ w 6= 0 : x = G⊥w , ñëåäîâàòåëüíî, Fx = FG⊥w = 0 . Ýòî

çíà÷èò N (FG⊥) 6= 0 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

6.1.2.1 Óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìû (6.1.27), (6.1.28) äèíàìè÷åñêèå, ò. å. èìåþò ïîðÿäîê

p > 0 ; òîãäà ìàòðèöû G è F êëåòî÷íî-òåïëèöåâûå âèäà (6.1.7), (6.1.8) è ñîîòâåòñòâó-

þò ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì âèäà (1.4.1). Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé 6.1.14, 6.1.11 ìîæåì

íàïèñàòü

G = γ(s)⊗ E, F = ϕ(s)⊗ E. (6.1.38)

Òåîðåìà 6.1.3. Óñëîâèå N (G)∩N (F ) = {0} ðàâíîñèëüíî ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ
óòâåðæäåíèé:

(1) ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà
(
γ(s)
ϕ(s)

)
äëÿ âñåõ s èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëá-

öû:

∀ s ∈ R N

(
γ(s)

ϕ(s)

)
= {0} ;

(2) êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Sm
(
γ(s)
ϕ(s)

)
äëÿ âñåõ s èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëá-

öû:

∀ s ∈ R N

(
Sm

(
γ(s)

ϕ(s)

))
= {0} ; (6.1.39)

(3) ìàòðèöà Sm
(
γ(s)
ϕ(s)

)
ÿâëÿåòñÿ �âåðòèêàëüíîé� (÷èñëî ñòðîê > ÷èñëà ñòîëá-

öîâ), íå èìååò íóëåâûõ ñòîëáöîâ è ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.1.3

N (G) ∩N (F ) = {0} ⇔ N

(
G

F

)
= {0} .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (
G

F

)
=

(
γ(s)⊗ E
ϕ(s)⊗ E

)
=

(
γ(s)

ϕ(s)

)
⊗ E.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå N ( GF ) = {0} îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1.4.2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñîñòàâíîé ìàòðèöå γ(s)
.
=
(
γ(s)
ϕ(s)

)
, èìååò òîëüêî íóëåâûå òðàåêòîðèè. Ïîñëåäíåå ðàâ-

íîñèëüíî òîìó, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Sm
(
γ(s)
ϕ(s)

)
äëÿ âñåõ s èìååò ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûå ñòîëáöû (ñì. ïðåäëîæåíèå 6.4.1). Ýòî óòâåðæäåíèå (2). Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì

êàíîíè÷åñêîé ôîðìû, óòâåðæäåíèå (2) ðàâíîñèëüíî (3). Íàêîíåö, ââèäó òîãî, ÷òî êà-

íîíè÷åñêàÿ ôîðìà ñâÿçàíà ñ èñõîäíîé ìàòðèöåé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè,

óòâåðæäåíèå (2) ðàâíîñèëüíî (1). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð À. Ïóñòü äàíû äâå ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè (6.1.17):

G = α(s)⊗ E, α(s) = s2 + α1s+ α0,

F = ϕ(s)⊗ E, ϕ(s) = s2 + ϕ1s+ ϕ0,

ÍÎÄ(α, ϕ) = 1.

Ñóììà N (G) + N (F ) ïðÿìàÿ, ò. ê. ìíîãîîáðàçèÿ òðàåêòîðèé N (G) è N (F ) èìå-

þò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå: N (G) ∩ N (F ) = {0} . Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1.3 ââèäó

ðàâåíñòâà Sm
(
α(s)
ϕ(s)

)
= ( 1

0 ) .

Ïðèìåð Á. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè (6.1.19).

Óòâåðæäåíèå 6.1.4. Ïóñòü

G
.
= (α, β)⊗ E, F

.
=

(
τ 0

0 ζ

)
⊗ E,

ÍÎÄ(α, β, τ, ζ) = 1.

Òîãäà óñëîâèå

N (G) ∩N (F ) = {0}

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ 
ÍÎÄ(τ, ζ) = 1,

ÍÎÄ(β, ζ) = 1,

ÍÎÄ(α, τ) = 1.

(6.1.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 6.1.3 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåìû

(??) ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

Sm

α β

τ 0

0 ζ

 =

1 0

0 µ

0 0

 =

1 0

0 1

0 0

 .

Ïîñëåäíåå ââèäó âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ α, β, τ, ζ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

σ = ÍÎÄ(M1,M2,M3) = ÍÎÄ(τζ, αζ, βτ) = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò (6.1.40) (ïðîâåðÿåòñÿ îò ïðîòèâíîãî).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî (6.1.40). Îáîçíà÷èì α , β , τ , ζ ìíîæåñòâà êîðíåé ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ áóäåì ïèñàòü êàê
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ñóììó è ïðîèçâåäåíèå. Òîãäà (6.1.40) ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì
τζ = ∅,

βζ = ∅,

ατ = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(τ + ζ) (α + ζ) (β + τ) = (τ + ζ) (αβ + ατ + ζβ + ζτ) =

= (τ + ζ)αβ = ταβ + ζαβ = ∅,

÷òî îçíà÷àåò ÍÎÄ(τζ, αζ, βτ) = 1 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð Â. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè (6.1.21), (6.1.22).

Óòâåðæäåíèå 6.1.5. Äëÿ ìàòðèö G è F :

G =
(
α1 . . . αr β1 . . . βm

)
⊗ E, αi, βj ∈ R[s],

F =

(
Ir ⊗ τ 0

0 Im

)
⊗ E, τ ∈ R[s], m > 1,

ÍÎÄ(αi, τ) = 1, ÍÎÄ(βj, τ) = 1.

ìíîãîîáðàçèÿ N (G) è N (F ) èìåþò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

r = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 6.1.3, ðàññìîòðèì ñîñòàâíóþ ìàòðèöó

M
.
=



α1 . . . αr β1 . . . βm

τ 0
. . .

τ

1
. . .

0 1


.

Ñîãëàñíî òåîðåìå, N (G) ∩ N (F ) = {0} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàíîíè÷åñêàÿ

ôîðìà SmM ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö, ÷òî ðàâíîñèëüíî âçàèìíîé ïðîñòîòå
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âñåõ ìèíîðîâ M ñòàðøåãî ïîðÿäêà. Âûïèøåì ýòè ìèíîðû:

M0
.
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ 0
. . .

τ

1
. . .

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= τ r,

Mi
.
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ 0
. . .

α1 . . . αi . . . αr β1 . . . βm
. . .

τ

1
. . .

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= τ r−1αi, i ∈ 1, r,

Mr+j
.
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ 0
. . .

τ

1
. . .

α1 . . . αr β1 . . . βj . . . βm
. . .

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= τ rβj, j ∈ 1,m.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ÍÎÄ(M0, . . . ,Mr+m) = τ r−1 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

r = 1 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð Ã. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè (6.1.23), (6.1.22).

Óòâåðæäåíèå 6.1.6. Äëÿ ìàòðèö G è F :

G =
(
α(s) β(s)

)
⊗ E, α(s) ∈ Rr×r[s], β(s) ∈ Rr×m[s],

F =

(
Ir ⊗ τ 0

0 Im

)
⊗ E, τ ∈ R[s], m > 1,

ìíîãîîáðàçèÿ N (G) è N (F ) èìåþò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ÍÎÄ(detα, τ) = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (1) òåîðåìû 6.1.3, óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå-
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÷åíèÿ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

∀ s ∈ R N

 α(s) β(s)

Ir ⊗ τ(s) 0

0 Im

 = {0} .

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

∀ s ∈ R N

(
α(s)

Ir ⊗ τ(s)

)
= {0} . (6.1.41)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî îòñóòñòâèÿ îáùèõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíîâ

detα è det (Ir ⊗ τ(s)) = τ r , ò. å. (6.1.41) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ÍÎÄ(detα, τ) = 1 .

Îáðàòíî, ïóñòü ÍÎÄ(detα, τ) 6= 1 , è λ � îáùèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíîâ α è τ : α(λ) =

0 , τ(λ) = 0 . Òîãäà

N

(
α(λ)

Ir ⊗ τ(λ)

)
= N

(
α(λ)

0

)
= N (α(λ)) 6= {0} .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ÍÎÄ(detα, τ) = 1 ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîá-

õîäèìûì. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

6.1.3 Óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì èçâåñòíî ìíîãî àëãîðèòìîâ, è êàê

ïðàâèëî, èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñèñòåìà ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðàâëÿåìîé [195]. Â ýòîì ðàçäå-

ëå ïîëó÷åí êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè ñóììàðíûõ ñèñòåì, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóì-

ìàðíûå ñèñòåìû â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ íåóïðàâëÿåìû. Ýòî ñóùåñòâåííî

ñóæàåò êëàññ ìåòîäîâ, ïðèìåíèìûõ äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñóììàðíûõ ñèñòåì.

Âàðèàöèîííûå ìåòîäû íå òðåáóþò óïðàâëÿåìîñòè (ãëàâà 3), è ïîýòîìó ìîãóò áûòü ïðè-

ìåíåíû ê ñóììàðíûì ñèñòåìàì.

Ïóñòü äàíû äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ êëåòî÷íî-òåïëèöåâûìè ìàòðèöàìè

G v γ(s) ∈ Rr×n[s], F v ϕ(s) ∈ Rr1×n[s] (6.1.42)

(îïðåäåëåíèÿ êîíñòðóêöèé äàíû â ðàçäåëå 6.1.1.1). È ïóñòü äàíà ñóììàðíàÿ (äèçúþíê-

òèâíàÿ) ñèñòåìà

P
.
= G ∨ F v π(s) ∈ Rr2×n[s], (6.1.43)

îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì N (P ) = N (G) + N (F ) . Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñèñòåìû óòâåð-

æäàåòñÿ â òåîðåìå 6.1.2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöû γ(s) ,

ϕ(s) π(s) èìåþò ïîëíûé ðàíã, ò. å. èõ êàíîíè÷åñêèå ôîðìû íå èìåþò íóëåâûõ ñòðîê.

Îáîçíà÷åíèå 6.1.5. Ïóñòü v ∈ Rr×n[s] � ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà baseP (v) îáî-

çíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ìîäóëÿ P (v) .
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Áóäåì îáîçíà÷àòü π
.
= γ ∨ ϕ , åñëè P = G ∨ F , P v π(s) , G v γ(s) , F v ϕ(s) .

Íàïîìíèì èçâåñòíûå êðèòåðèè óïðàâëÿåìîñòè.

Ñèñòåìà âèäà (1.4.2) ñ ìàòðèöåé G v γ(s) íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé, åñëè (è òîëüêî

åñëè) óïðàâëÿåìà ðàâíîñèëüíàÿ åé ñèñòåìà (1.1.2) â ôîðìå 1-ãî ïîðÿäêà (ñì. îïðåäåëå-

íèå 1.1.3).

Ñðåäè âñåõ ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì âèäà (1.1.2) íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ q = p1 +

. . .+pr ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îáëàäàþò òîëüêî íàáëþäàåìûå ñèñòåìû (òåîðåìà 1.2.2).

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðèçíàêè óïðàâëÿåìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [146, ðàçäåë 8.2]):

Óòâåðæäåíèå 6.1.7. Ñèñòåìà (1.4.2) óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-

ïîëíåíî ëþáîå èç íèæåñëåäóþùèõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé:

1) ðàçëîæåíèå

γ(s) = π(s)γ′(s) (6.1.44)

âîçìîæíî òîëüêî ñ óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé π(s) ( deg det π(s) = 0 , ò. å. îïðåäåëè-

òåëü π(s) íå çàâèñèò îò s );

2) êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Sm γ(s) ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö;

3) ìàòðèöà γ(s) èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè äëÿ ëþáîãî s ∈ R .

Èññëåäóåì óïðàâëÿåìîñòü ñóììàðíûõ ñèñòåì. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì äâà ïðîñòûõ óòâåð-

æäåíèÿ. Îïóñòèì óêàçàíèå àðãóìåíòà ó ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 6.1.5. Ïóñòü γ � ìíîãî÷ëåííàÿ ñòðîêà èç n ýëåìåíòîâ, ϕ � ìíîãî-

÷ëåííàÿ ìàòðèöà èç n ñòîëáöîâ, è G v γ , F v ϕ � êëåòî÷íî-òåïëèöåâûå ìàòðèöû.

Òîãäà

γ ∈ P (ϕ) ⇒ N (G) ⊇ N (F ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç γ ∈ P (ϕ) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ( γϕ ) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè ñòðîê ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
(

0
ϕ

)
. Çíà÷èò, ìàòðèöà ( GF ) ëåâûì óìíîæåíèåì íà

íåîñîáåííóþ ìàòðèöó ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ( 0
F ) , ò. å. N ( GF ) = N ( 0

F ) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

N ( GF ) = N (G) ∩N (F ) è N ( 0
F ) = N (F ) , ïîëó÷àåì âëîæåíèå N (G) ⊇ N (F ) .

Ïðåäëîæåíèå 6.1.6. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 6.1.5 ïóñòü P (γ)∩P (ϕ) 6= {0} . Òîãäà
P (γ)∩P (ϕ) = P (µγ) , ãäå µ � ìíîãî÷ëåí. Ïðè ýòîì deg µ > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà γ 6∈ P (ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç deg µ = 0 ñëåäóåò γ ∈ P (ϕ) . 2) Îïðåäåëèì êëåòî÷íî-òåïëèöåâóþ

ìàòðèöó P v µγ . Ïóñòü deg µ > 0 , òîãäà N (P ) ⊃ N (G) . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

N (P ) = N (G) + N (F ) , ïîëó÷àåì N (F ) 6⊂ N (G) . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.1.5,

γ 6∈ P (ϕ) .

Íåñëîæíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1.4. Ïóñòü r = 1 è P v π , G v γ , F v ϕ � êëåòî÷íî-òåïëèöåâûå

ìàòðèöû òàêèå, ÷òî N (P ) = N (G) +N (F ) è N (G) ∩ N (F ) = {0} . Òîãäà π = µγ ,

ãäå µ � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè áîëüøå íóëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå r = 1

ñóììàðíàÿ ñèñòåìà P v π âñåãäà íåóïðàâëÿåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó N (F ) 6⊂ N (G) , èìååì γ 6∈ P (ϕ) (ïðåäëîæåíèå 6.1.5).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.1.6 deg µ > 0 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììàðíàÿ ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé

π = µγ íåóïðàâëÿåìà.

Äàäèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óïðàâëÿìîñòè ñóììàðíîé ñèñòåìû.

Îáîçíà÷åíèå 6.1.6. Ïóñòü γ � íàèìåíüøåå ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâî ñòðîê: P (γ)∩
P (ϕ) = P (γ) ∩ P (ϕ) (ñòðîêè ìàòðèöû γ ìîãóò íå áûòü ñòðîêàìè γ ).

Çàìå÷àíèå 6.1.2. Èç îïðåäåëåíèÿ 6.1.6 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè γ ëèíåéíî íåçàâèñèìû (â

òîì ñìûñëå, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ìàòðèöû γ íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê).

Çàïèøåì ìàòðèöó ϕ â êàíîíè÷åñêîé äèàãîíàëüíîé ôîðìå

Smϕ = uϕv =


ϕ1 0 0 . . . 0

. . .

0 ϕq 0 . . . 0

 .
= ϕ′, (6.1.45)

ãäå u è v � óíèìîäóëÿðíûå ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû. Îáîçíà÷èì

γ′
.
= γv =

(
γ(1) . . . γ(q) ε

)
, (6.1.46)

ãäå γ(1), . . . , γ(q) � ñòîëáöû, ε � ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîäìàòðèöà. Ïóñòü u′ � óíèìîäóëÿð-

íàÿ ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî u′ε èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä ( ε
′

0 ) íà ìíîæåñòâå

ëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, è ε′ íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê, ïðè ýòîì ñòðîê ε′

ðàâíî ðàíãó ε′ , ò. å. ÷èñëó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà äèàãîíàëè äâóñòîðîííåé êàíîíè÷å-

ñêîé ôîðìû ε′ [23, ãë. VI, ïàð. 2]. Îáîçíà÷èì

u′γ′
.
=

(
γ̂(1) . . . γ̂(q) ε′

γ(1) . . . γ(q) 0

)
.
=

(
∗
γ′

)
,

γ′
.
=
(
γ(1) . . . γ(q) 0

)
. (6.1.47)

Ïðåäëîæåíèå 6.1.7. Ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû γ
.
= γ′v−1 åñòü íàèìåíüøåå ïî

÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî P (γ) ∩ P (ϕ) = P (γ) ∩ P (ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíû ðàâåíñòâà:

P (γ′) ∩ P (ϕ′) = P (u′γ′) ∩ P (ϕ′) = P (γ′) ∩ P (ϕ′) .

Ââèäó óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû v îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

P (γ) ∩ P (ϕ) = P (γ) ∩ P (ϕ) .

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïîäìàòðèöà ε′ íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê, ïîýòîìó ÷èñëî ñòðîê â γ′ è γ

ìèíèìàëüíî. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Ñëåäñòâèå 6.1.1. Âåðíî ðàâåíñòâî dimP (γ) = dimP (γ) ∩ P (ϕ) .

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû γ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ïîñòðîèì ìàòðèöó ϕ òà-

êóþ, ÷òî P (γ) ∩ P (ϕ) = P (γ) ∩ P (ϕ) (ïîäðîáíåé ñì. íèæå ïîäðàçäåë 6.1.3.1). Òîãäà

P (γ) ∩ P (ϕ) = P (γ) ∩ P (ϕ) .

Î÷åâèäíî, γ ∨ ϕ = γ ∨ ϕ , ò. å. äèçúþíêòèâíûå ñèñòåìû, ïîñòðîåííûå ïî ïàðàì (γ, ϕ)

è (γ, ϕ) , ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñëåäñòâèå 6.1.2. Âåðíû ðàâåíñòâà

dimP (γ) = dimP (γ) ∩ P (ϕ) = dimP (ϕ) .

Ïîäâåäåì íåêîòîðûé èòîã. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé

ôàêò.

Òåîðåìà 6.1.5. Ïóñòü γ è ϕ � ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè

ñòîëáöîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà v òàêàÿ, ÷òî γ∨ϕ = (γ′ ∨ ϕ′) v ,
ãäå γ′ çàïèñàíà â ëåâîñòîðîííåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, à ϕ′ � â äâóñòîðîííåé êàíîíè-

÷åñêîé ôîðìå (Ñìèòà):

γ′
.
=


γ11 . . . γ1r

. . .
...

0 γrr

0

 ,

ϕ′
.
=


ϕ1 0

. . .

0 ϕr

0

 , (6.1.48)

r = dimP (γ) ∩ P (ϕ) .

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. Ïðåäñòàâëåíèå (6.1.48) íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì (ìèíèìàëüíûì)

ïðåäñòàâëåíèåì äèçúþíêöèè γ ∨ ϕ .

Ñëåäñòâèå 6.1.3. Ïóñòü π′ = γ′ ∨ ϕ′ � ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äèçúþíêöèè

π = γ ∨ ϕ . Òîãäà ñèñòåìà π óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óïðàâëÿåìà

ñèñòåìà π′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà π óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äâóñòîðîííÿÿ

êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò âèä Smπ = ( I 0 ) . Íî ìàòðèöû π è π′ ïðàâîýêâèâàëåíòíû,

ñëåäîâàòåëüíî èìåþò îäíó è òó æå äâóñòîðîííþþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 6.1.4. Áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿ (6.1.42) ñîãëàñîâàííûìè (äèçúþíê-

òèâíî ñîãëàñîâàííûìè, èëè ñîãëàñîâàííûìè ïî äèçúþíêöèè), åñëè ñ òî÷íîñòüþ äî ëå-

âûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé γ = γ è ϕ = ϕ .
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Òåîðåìà 6.1.6. Ïóñòü γ∨ϕ � ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äèçúþíêöèè γ∨ϕ . Òîãäà
äëÿ óïðàâëÿåìîñòè ñóììàðíîé ñèñòåìû π = γ ∨ϕ (6.1.43) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû 1) âñå ñòðîêè γ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé óïðàâëÿåìóþ ïîäñèñòåìó è 2) âñå ñòðîêè

ϕ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé óïðàâëÿåìóþ ïîäñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû γ , ϕ â êà-

íîíè÷åñêîé ôîðìå (6.1.48): γ = γ′ , ϕ = ϕ′ . Îáùåèçâåñòíî, ÷òî γ óïðàâëÿåìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà γ11 · . . . · γrr = 1 , è ϕ óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ϕ1 · . . . · ϕr = 1 [141, 146]. Èç ñâîéñòâ ëåâîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû [23, ãë. VI] äëÿ êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè γ óñëîâèþ γij = 0 ,

i 6= j , γii = 1 .

Ïóñòü ñèñòåìû γ è ϕ îáå óïðàâëÿåìû. Òîãäà P (γ)∩P (ϕ) = P (γ) = P (ϕ) è äèçú-

þíêöèÿ γ ∨ ϕ .
= baseP (γ) ∩ P (ϕ) , ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâíîñèëüíûõ ëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñîâïàäàåò ñ γ ∼ baseP (γ) ∼ ϕ , ò. å. óïðàâëÿåìà.

Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç ñèñòåì γ èëè ϕ íåóïðàâëÿåìà. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 6.1.2 ìàò-

ðèöà π
.
= baseP (γ) ∩ P (ϕ) èìååò ðîâíî r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê. Êðîìå òîãî,

ìíîæåñòâî ñòðîê π âëîæåíî â ëèíåéíóþ îáîëî÷êó P (γ) è îäíîâðåìåííî âëîæåíî â

ëèíåéíóþ îáîëî÷êó P (ϕ) , ò. å. âåðíû ðàâåíñòâà

π = pγ = qϕ

äëÿ íåêîòîðûõ íåîñîáåííûõ ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö p, q ∈ Rr×r[s] . Ââèäó òîãî, ÷òî õîòÿ

áû îäíà èç ñèñòåì γ èëè ϕ íåóïðàâëÿåìà, èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò íåóïðàâëÿ-

åìîñòü π . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â òåçèñàõ äîêëàäà íà X Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëè-

íåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ¿ èì. Å.C. Ïÿòíèöêîãî (3 - 6 èþíÿ 2008 ã.), Ìîñêâà, ÈÏÓ

ÐÀÍ, áûë îïóáëèêîâàí íåâåðíûé âàðèàíò òåîðåìû îá óïðàâëÿåìîñòè [80]. Çäåñü ìû

èñïðàâèëè ýòó îøèáêó.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó è óòâåðæäåíèÿ ðàçäåëà 2.4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó-

÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ íåïðå-

ðûâíûì âðåìåíåì, êîãäà s ïîíèìàåòñÿ êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

6.1.3.1 Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû ϕ

Ïóñòü äàíû îïèñàííûå âûøå â âûðàæåíèÿõ (6.1.45), (6.1.46), (6.1.47) ìàòðèöû ϕ′ , γ′ ,

γ′ . Ïî ïîñòðîåíèþ, îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

P (γ′) ∩ P (ϕ′) = P (γ′) ∩ P (ϕ′) .

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîñòðîèòü ìàòðèöó ϕ′ òàêóþ, ÷òî

P (γ′) ∩ P (ϕ′) = P (γ′) ∩ P (ϕ′) .
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Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (6.1.45), (6.1.47)

γ′
.
=
(
γ(1) . . . γ(q) 0

)
,

ϕ′
.
=


ϕ1 0 0

. . .
...

0 ϕq 0

 .

Âûáåðåì óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû u′′ , v′′ òàêèå, ÷òî ìàòðèöà u′′γ′v′′
.
= γ′′ èìååò äâó-

ñòîðîííþþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó (Ñìèòà), ò. å.

γ′′
.
= u′′

(
γ(1) . . . γ(q) 0

)
v′′ =


γ1 0 0 0

. . .
...

...

0 γr 0 0

 .

Òîãäà ìàòðèöà ϕ′′
.
= ϕ′v′′ èìååò âèä

ϕ′′
.
= ϕ′v′′ =


ϕ′′11 . . . ϕ′′1r 0
...

. . .
... ε′′

...

ϕ′′q1 . . . ϕ′′qr 0

 .

Ïðè ýòîì ïîäìàòðèöà ε′′ ñòðîãî âåðòèêàëüíàÿ, ïîñêîëüêó r 6 q . Ðàíã ε′′ ðàâåí q− r ,
ñòîëáöû ε′′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âûáåðåì óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó u′′′ òàêóþ, ÷òî-

áû ïðîèçâåäåíèå u′′′ε′′ èìåëî ëåâîêàíîíè÷åñêèé âèä u′′′ε′′
.
= ε′′′

.
= ( ε

′′
0 ) , ãäå ñòðîêè

ïîäìàòðèöû ε′′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è ÷èñëî ýòèõ ñòðîê ðàâíî q − r . Òîãäà

u′′′ϕ′′
.
=

(
ϕ̂(1) . . . ϕ̂(r) ε′′ 0

ϕ(1) . . . ϕ(r) 0 0

)
.
=

(
∗
ϕ′

)
,

ϕ′
.
=

(
ϕ(1) . . . ϕ(r) 0 0

)
,

è ïîäìàòðèöà ( ϕ(1) ... ϕ(r) ) êâàäðàòíàÿ ïîëíîãî ðàíãà. Îíà âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà

â ëåâîñòîðîííþþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó. Òàêèì îáðàçîì,

P (γ′) ∩ P (ϕ′) = P (γ′) ∩ P (ϕ′) ,

ãäå îäíà èç ìàòðèö çàïèñàíà â äâóñòîðîííåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, à äðóãàÿ â ëåâîñòî-

ðîíåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

γ′ ∼


γ1 0 0 0

. . .
...

...

0 γr 0 0

 ,
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ϕ′ ∼


ϕ11 . . . ϕ1r 0 0

. . .
...

...
...

0 ϕrr 0 0

 .

Îáîçíà÷èì γ
.
= γ′v−1v′′−1 , ϕ

.
= ϕ′v−1v′′−1 . Òîãäà

P (γ) ∩ P (ϕ) = P (γ) ∩ P (ϕ) ,

è ÷èñëà ñòðîê â γ è ϕ íàèìåíüøèå è ðàâíû ðàçìåðíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ P (γ) ∩ P (ϕ) .

6.1.3.2 Ïðèìåðû óïðàâëÿåìûõ ñóììàðíûõ ñèñòåì

Ñóììàðíûå ñèñòåìû, ïîñòðîåííûå â ïðèìåðàõ À-Ã ðàçäåëà 6.1.1.1, íåóïðàâëÿåìû ââèäó

íåóïðàâëÿåìîñòè ñëàãàåìûõ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè F , ϕ(s) , ϕ(s) . Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà

óïðàâëÿåìûõ ñóììàðíûõ ñèñòåì.

1. γ =

(
s− 1 s− 2 1

s− 3 1 0

)
, ϕ =

(
s− 1 s− 2 1

1 0 0

)
. Óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ èç

òåîðåìû 6.1.3 âûïîëíåíî:

Sm

(
γ

ϕ

)
= Sm


s− 1 s− 2 1

s− 3 1 0

s− 1 s− 2 1

1 0 0

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

Óñëîâèå òåîðåìû (6.1.2) íà óðàâíåíèå ñóììàðíîé ñèñòåìû èìååò âèä

P (π) = P

(
s− 1 s− 2 1

s− 3 1 0

)
∩ P

(
s− 1 s− 2 1

1 0 0

)
=

= P
(
s− 1 s− 2 1

)
, γ = ϕ =

(
s− 1 s− 2 1

)
.

Ñóììàðíàÿ ñèñòåìà (6.1.43) ñ ìàòðèöåé π =
(
s− 1 s− 2 1

)
óïðàâëÿåìà. Ïðîâåðèì

óñëîâèå òåîðåìû 6.1.6. Äëÿ ýòîãî ïî ïðåäëîæåíèþ 6.1.7 íàéäåì γ :

Smϕ = u

(
s− 1 s− 2 1

1 0 0

)
v =

(
1 0 0

0 1 0

)
,

u =

(
0 1

1 0

)
, v =

 1 0 0

0 0 1

1− s 1 2− s

 ,

γv =

(
0 1 0

s− 3 0 1

)
.
=

(
∗ ∗ ε1

∗ ∗ ε2

)
,
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γ =
(
s− 1 s− 2 1

)
, ϕ = γ.

Îáå ñòðîêè γ è ϕ óïðàâëÿåìû. Óñëîâèå òåîðåìû 6.1.6 âûïîëíåíî. Ñóììàðíàÿ ñèñòåìà

óïðàâëÿåìà.

2. γ =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

 v , ϕ =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 v , ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ

ìàòðèöà. Óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ òåîðåìû (6.1.3) âûïîëíåíî:

Sm

(
γ

ϕ

)
=


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

Ìàòðèöà ñóììàðíîé ñèñòåìû:

π =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
v.

Ñóììàðíàÿ ñèñòåìà óïðàâëÿåìà. Ïðîâåðèì óñëîâèå òåîðåìû 6.1.6.

γ =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
v = ϕ.

Ïîäñèñòåìà èç ñòðîê γ è ïîäñèñòåìà èç ñòðîê ϕ îáå óïðàâëÿåìû. Óñëîâèå òåîðåìû 6.1.6

âûïîëíåíî. Ñóììàðíàÿ ñèñòåìà óïðàâëÿåìà.

6.2 Èäåíòèôèêàöèÿ ñëàãàåìûõ ïðîöåññîâ

Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ âîçíèêàþò çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è ñèã-

íàëîâ âõîäà, âûõîäà îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà íàáëþäåíèÿ âõîäà è âûõîäà

ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå èëè ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþ-

ùèå. Òàêèå ñîñòàâëÿþùèå îáû÷íî íàçûâàþò òðåíäàìè [106,227]. Âûäåëåíèå è ïîñëåäó-

þùåå óäàëåíèå íåæåëàòåëüíûõ òðåíäîâ èç íàáëþäåíèé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñãëàæè-

âàíèåì ÷åðåç ôèëüòðû ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé [227] èëè ñïå-

öèàëüíûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè [106]. Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î

âëèÿíèè ñãëàæèâàíèÿ íà èñòèííûå ñèãíàëû îáúåêòà, íåäîñòóïíûå ïðÿìîìó èçìåðåíèþ.

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ê òðåíäàì â òåõíè÷åñêèõ è ôèíàíñîâûõ ïðèëîæåíèÿõ ïðÿ-

ìî ïðîòèâîïîëîæíîå: åñëè ïðè óïðàâëåíèè â òåõíèêå âàæíû ñàìè ñèãíàëû îáúåêòà,

òî â îáëàñòè ôèíàíñîâ èññëåäóþòñÿ èìåííî òðåíäû ñ öåëüþ îñóùåñòâëåíèÿ ïîëèòèêè

ïðèóìíîæåíèÿ êàïèòàëà.

Çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ òðåíäîâ ìû íàçûâàåì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè òðàåêòîðèé îáú-
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åêòà è òðåíäà ïî èçìåðåíèÿì ñóìì òðàåêòîðèé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñèãíàëû îáúåêòà è òðåí-

äû îïèñûâàþòñÿ çàäàííûìè ëèíåéíûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè ñ íåîïðåäåëåííûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ïðàâîé ÷àñòüþ. Ýòó çàäà÷ó ìû ïðåäñòàâëÿåì êàê çàäà÷ó àï-

ïðîêñèìàöèè â íåêîòîðîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ýòîì ïóòè âûâîäÿòñÿ íîâûå

ôîðìóëû äëÿ îöåíêè òðåíäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ïðè àääèòèâíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ â íàáëþäåíèÿõ.

Ðàäè áîëüøåé íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ çàäà÷à ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëî-

æåíèè òî÷íûõ èçìåðåíèé ñóììàðíîãî ïðîöåññà ðÿäà è òðåíäà. Çàòåì ñòðîèòñÿ ðåøåíèå

ñ ó÷åòîì àääèòèâíûõ îøèáîê â íàáëþäåíèÿõ. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàñ-

÷åòîâ.

6.2.1 Ñëó÷àé òî÷íûõ èçìåðåíèé

Ïóñòü îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà 1.4.1:

αpy[k + p] + . . .+ α0y[k] = βpu[k + p] + . . .+ β0u[k], k ∈ 1, N − p. (6.2.1)

Çäåñü y[k] ∈ Rr , u[k] ∈ Rm � îòñ÷åòû âûõîäà è âõîäà îáúåêòà; ìàòðè÷íûå êîýôôè-

öèåíòû αi ∈ Rr×r , βi ∈ Rr×m ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà α(s)
.
=

αps
p + αp−1s

p−1 + . . .+ α0 èìååò ïîëíûé ðàíã.

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ èìåþò âèä

y̌[k] = y[k] + fy[k], ǔ[k] = u[k] + fu[k], (6.2.2)

ãäå y̌[k] , ǔ[k] � íàáëþäàåìûå ñèãíàëû, fy[k] , fu[k] � òðåíäû. Îòíîñèòåëüíî òðåí-

äîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè [102, ãë. 2], ò. å. ðåøåíèÿìè

ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

τqfy[k + q] + . . .+ τ0fy[k] = 0, ζlfu[k + l] + . . .+ ζ0fu[k] = 0, (6.2.3)

ñ èçâåñòíûìè ìíîãî÷ëåííûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâåííî r× r è m×m ïîë-

íîãî ðàíãà:

τ(s)
.
= τqs

q + τq−1s
q−1 + . . .+ τ0, ζ(s)

.
= ζls

l + ζl−1s
l−1 + . . .+ ζ0. (6.2.4)

Íåèçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òðåíäîâ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è âõîäíîé

ñèãíàë îáúåêòà.

Çàäà÷à 1. Ïî íàáëþäåíèÿì y̌[k] , ǔ[k] íàéòè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí y[k] , u[k] , fy[k] , fu[k]

â ìîìåíòû âðåìåíè k ∈ 1, N .
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6.2.1.1 Óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (6.2.1), (6.2.3) â ìàòðè÷íîì âèäå:

Gz = 0, Ff = 0, (6.2.5)

z
.
= (y[1]; . . . ; y[N ];−u[1]; . . . ;−u[N ]) ,

f
.
= (fy[1]; . . . ; fy[N ];−fu[1]; . . . ;−fu[N ]) .

Ìàòðèöû G è F äëÿ óðàâíåíèé (6.2.1), (6.2.3) èìåþò ñëåäóþùóþ êëåòî÷íî-òåïëèöåâóþ

ñòðóêòóðó:

G =


α0 α1 . . . αp 0

α0 α1 . . . αp
. . . . . . . . .

0 α0 α1 . . . αp

β0 β1 . . . βp 0

β0 β1 . . . βp
. . . . . . . . .

0 β0 β1 . . . βp

 , (6.2.6)

F =



τ0 τ1 . . . τq 0

τ0 τ1 . . . τq
. . . . . . . . .

0 τ0 τ1 . . . τq

0

0

ζ0 ζ1 . . . ζl 0

ζ0 ζ1 . . . ζl
. . . . . . . . .

0 ζ0 ζ1 . . . ζl


. (6.2.7)

Ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé (6.2.5) ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ N (G) è N (F ) .

Ñòîëáöû ìàòðèö G⊥ , F⊥ , êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ îáðàçóþò áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ

ñîîòâåòñòâåííî N (G) è N (F ) , ìîæíî ñîñòàâèòü èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé

óðàâíåíèé (6.2.1) è (6.2.3) íà êîíå÷íîé ñåòêå.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (6.2.2) íàáëþäàåòñÿ ñóììàðíûé ñèãíàë

ž
.
= (y̌[1]; . . . ; y̌[N ];−ǔ[1]; . . . ;−ǔ[N ]) = z + f. (6.2.8)

Óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ N (G) ∩ N (F ) = {0} îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâó-

åò òðàåêòîðèè z (èëè f ), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿëà áû êàê óðàâíåíèÿì

îáúåêòà, òàê è óðàâíåíèÿì òðåíäîâ (6.2.5). Ýòî ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ñëàãàåìûõ ðÿäà è òðåíäà èç íàáëþäåíèé ñóììàðíîãî ïðîöåññà (6.2.2). Ââåäåì

àññîöèèðîâàííûå ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû:

γ(s)
.
= (α(s), β(s)) , ϕ(s)

.
=

(
τ(s) 0

0 ζ(s)

)
. (6.2.9)
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Óðàâíåíèÿ (6.2.5) çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû γ(s) è ϕ(s) (ñì. ðàçäåë 6.1.1.1:

(γ(s)⊗ E) z = 0, (ϕ(s)⊗ E) f = 0, (6.2.10)

ãäå ⊗ � ñèìâîë êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ.

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (6.2.10) óñëîâèå íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ (óñëîâèå åäèíñòâåí-

íîñòè) â òåðìèíàõ ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö γ(s) è ϕ(s) ïðèâåäåíû â òåîðåìå 6.1.3. Ýòà

òåîðåìà âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (6.2.10). Åñëè æå γ(s) è ϕ(s)

èìåþò âèä (6.2.9) ïðè r = 1 , òî ñóùåñòâóåò áîëåå ïðîñòîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè,

ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå â óòâåðæäåíèè 6.1.4.

Åñëè óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè íå âûïîëíåíî, òî ñðåäè èñòèííûõ ïðîöåññîâ îáúåê-

òà (ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.2.1)) ìîãóò áûòü ïðîöåññû, êîòîðûå íåâîçìîæíî â óñëîâèÿõ

çàäà÷è îòëè÷èòü îò òðåíäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïûòêà âûäåëåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî óäà-

ëåíèÿ òðåíäîâ ëþáûìè ïðîöåäóðàìè ñãëàæèâàíèÿ ïî÷òè íàâåðíîå èñêàçèò èñòèííûå

ïðîöåññû îáúåêòà.

6.2.1.2 Âû÷èñëåíèå ïðîöåññîâ

Åñëè óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè âûïîëíåíû, ìîæíî óêàçàòü ñïîñîá òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ

òðåíäîâ è ïðîöåññîâ îáúåêòà.

Çàïèøåì èññëåäóåìóþ ñèñòåìó (6.2.5), (6.2.8) â âèäå

ž = z + f, z = G⊥w, f = F⊥e, (6.2.11)

ãäå w ∈ RmN+p0 è e ∈ Rq0+l0 � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðèé z è f â áàçèñàõ

èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé óðàâíåíèé (6.2.1) è (6.2.3), p0
.
= deg detα(s) , q0

.
=

deg det τ(s) , l0
.
= deg det ζ(s) (ñì. ðàçäåë (6.4)). Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ òðåíäà ñâîäèòñÿ ê

âû÷èñëåíèþ w è e èç íàáëþäåíèé ñóììû

ž = G⊥w + F⊥e (6.2.12)

ïðè èçâåñòíûõ ìàòðèöàõ G⊥ è F⊥ . Ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëàìè êîñîãî ïðîåöèðîâàíèÿ

(ñì. ïðèëîæåíèå 2 â ðàçäåëå 6.5):

f = F⊥e = F⊥
(
F>⊥G

>GF⊥
)−1

F>⊥G
>Gž, (6.2.13)

z = G⊥w = ž − F⊥e.

Ýòî ðåøåíèå âåðíî äëÿ ìàòðèö G , F ïðîèçâîëüíîãî âèäà, ïîýòîìó îõâàòûâàåò îáà ñëó-

÷àÿ äèíàìè÷åñêèõ ( p > 0 ) è íåäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ( p = 0 ). Îáðàòíàÿ ìàòðèöà â ïðà-

âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.2.13) ñóùåñòâóåò, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû GF⊥ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ (óòâåðæäåíèå 6.1.3).

Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ( p > 0 ) ìàòðè÷íûå ñîìíîæèòåëè â ôîðìóëå (6.2.13)
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òàêæå èìåþò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, è âû÷èñëåíèÿ ëåãêî âûïîëíèìû ïðè ëþáûõ ðàçìåð-

íîñòÿõ âåêòîðà ž . Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ïðèâåäåíû íèæå.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïîâåäåíèå îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ðàçíîñòíûì óðàâíå-

íèåì

y[k + 2] + α1y[k + 1] + α0y[k] = 0, k ∈ 1, N − 2. (6.2.14)

Èçìåðÿåòñÿ ñóììàðíûé ñèãíàë y̌ = y + f ,

y̌
.
= (y̌[1]; . . . ; y̌[N ]), y

.
= (y[1]; . . . ; y[N ]), f

.
= (f [1]; . . . ; f [N ]).

Ïðî òðåíä f èçâåñòíî, ÷òî îí îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

f [k + 2]− 2f [k + 1] + f [k] = 0, k ∈ 1, N − 2, (6.2.15)

ò. å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé f [k] = ck + d ìîìåíòà âðåìåíè k ñ íåêîòîðûìè

íåèçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ c è d .

Âûáåðåì α1 = −1.36 , α0 = 0.92 , y[1] = y[2] = 1 , c = 0.5
N
, d = −0.5

N
, N = 25 ,

èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè 1 ñ. Ïîëó÷åííûé ñóììàðíûé ñèãíàë y̌ = y+ f ïðåäñòàâëåí íà

ðèñ. 1.

k

f [k]

0 5 10 15 20 25
−0.8

−0.4

0

0.4

0.8

1.2

y + f

f

fLS

Ðèñ. 1.

Ïðè èçâåñòíûõ óðàâíåíèÿõ (6.2.14), (6.2.15) ñ çàäàííûìè êîýôôèöèåíòàìè α1 , α0

ïî èçìåðåíèÿì y̌ íóæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû y è f .

Ïðîâåðèì óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ïî òåîðåìå 6.1.3. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì,

R(s) =

(
γ(s)

ϕ(s)

)
=

(
s2 + α1s+ α0

s2 − 2s+ 1

)
.
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Ìíîãî÷ëåíû γ(s) è ϕ(s) âçàèìíî ïðîñòû, SmR(s) =

(
1

0

)
. Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè

òåîðåìû 6.1.3 âûïîëíåíî è ìîæíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëû (6.2.13), êîòîðûå â äàííîé çà-

äà÷å îáåñïå÷èâàþò òî÷íîå îïðåäåëåíèå òðåíäà:

f = F⊥
(
F>⊥G

>GF⊥
)−1

F>⊥G
>Gy̌, y = y̌ − f,

G =


α0 α1 1 0

. . . . . . . . .

0 α0 α1 1

 ,

F =


1 −2 1 0

1 −2 1
. . . . . . . . .

0 1 −2 1

 , F⊥ =


1 1

2 1
...

...

N 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå f â äàííîì ïðèìåðå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî è äðóãèì, áîëåå

ïðîñòûì ñïîñîáîì. Ñì. çàìå÷àíèå 6.2.1 â ðàçäåëå 6.2.2.2.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà îöåíêà fLS òðåíäà f , ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

fLS = arg min
x:Tx=0

‖y̌ − x‖2 = F⊥ arg min
e∈R2
‖y̌ − F⊥e‖2 = F⊥

(
F>⊥F⊥

)−1
F>⊥ y.

Â îöåíêå fLS íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ñèãíàë y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.2.14).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îïðåäåëåíèå òðåíäîâ íåâîçìîæíî.

Ïóñòü îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

y[k + 2] + α1y[k + 1] + α0y[k] = β1u[k + 1] + β0u[k], k ∈ 1, N − 2.

Èçìåðÿþòñÿ ñóììàðíûå ñèãíàëû y̌ = y + fy , ǔ = u+ fu ,

y̌
.
= (y̌[1]; . . . ; y̌[N ]), y

.
= (y[1]; . . . ; y[N ]), fy

.
= (fy[1]; . . . ; fy[N ]),

ǔ
.
= (ǔ[1]; . . . ; ǔ[N ]), u

.
= (u[1]; . . . ;u[N ]), fu

.
= (fu[1]; . . . ; fu[N ]).

Ïóñòü òðåíäû fy[k] , fu[k] ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè fy[k] = fy0 , fu[k] = fu0 ñ íåèçâåñòíû-

ìè çàðàíåå àìïëèòóäàìè fy0 è fu0 , ò. å. ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

fy[k + 1]− fy[k] = 0, fu[k + 1]− fu[k] = 0, k ∈ 1, N − 1,

τ(s) = ζ(s) = s− 1.

Êîýôôèöèåíòû α1 , α0 , β1 , β0 ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè, òàêèìè ÷òî ìíîãî÷ëåíû α(s)
.
=
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s2 + α1s + α0 è β(s)
.
= β1s + β0 âçàèìíî ïðîñòû ñ ìíîãî÷ëåíàìè τ(s) = ζ(s) = s − 1 ,

ò. å. α(s) è β(s) íå èìåþò êîðíÿ s = 1 .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y[1] , y[2] , âõîäíîé ñèãíàë u[1], . . . , u[N ] è àìïëèòóäû òðåíäîâ

fy0 , fu0 çàðàíåå íå èçâåñòíû.

Ïðîâåðèì, ìîæíî ëè ïî íàáëþäåíèÿì y̌[k] , ǔ[k] , k ∈ 1, N , âîññòàíîâèòü çíà÷å-

íèÿ âåëè÷èí y[k] , u[k] , fy[k] , fu[k] , ò. å. íàéòè y[1] , y[2] , u[1], . . . , u[N ] , fy0 , fu0 . Â

ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå

R(s) =

s
2 + α1s+ α0 β1s+ β0

s− 1 0

0 s− 1

 , SmR(s) =

s− 1 0

0 1

0 0

 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1.3, îäíîçíà÷íîå âû÷èñëåíèå èñêîìûõ âåëè÷èí íåâîçìîæíî.

Ïðîâåðêó óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ìîæíî âûïîëíèòü èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 6.1.4

áåç ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû SmR(s) . Äåéñòâèòåëüíî, çäåñü ÍÎÄ(η, ζ) = s −
1 6= 1 , ñèñòåìà ðàâåíñòâ 6.1.40 íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâ-

ëåíèå ñèãíàëîâ íåâîçìîæíî.

Ïðèìåð 3. Âèäîèçìåíèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåíä fu[k] íå êîíñòàíòà, à ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ èçâåñòíîé

öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω è íåèçâåñòíûìè ôàçîé è àìïëèòóäîé. Òîãäà óðàâíåíèå òðåíäà

fu[k] èìååò âèä

fu[k + 2]− 2 cosω · fu[k + 1] + fu[k] = 0, k ∈ 1, N − 2,

ζ(s) = s2 − 2 cosω · s+ 1,

ñ ðåøåíèåì fu[k] = A cos(ωk + ϕ0) . Íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 è àìïëèòóäà A îïðåäåëÿþòñÿ

èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé fu[1] , fu[2] .

Ìíîãî÷ëåíû α(s) , β(s) è τ(s) îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è â ïðèìåðå 2. Äîïîëíèòåëüíî

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí β(s) âçàèìíî ïðîñò ñ ìíîãî÷ëåíîì ζ(s) .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y[1] , y[2] , âõîäíîé ñèãíàë u[1], . . . , u[N ] è ïàðàìåòðû òðåíäîâ

fy0 , fu[1] , fu[2] çàðàíåå íå èçâåñòíû.

Ïðîâåðèì, ìîæíî ëè ïî íàáëþäåíèÿì y̌[k] , ǔ[k] , k ∈ 1, N , âîññòàíîâèòü çíà÷å-

íèÿ âåëè÷èí y[k] , u[k] , fy[k] , fu[k] , èëè (÷òî òî æå ñàìîå) çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

u[1], . . . , u[N ] , fy0 , fu[1] , fu[2] . Èìååì

R(s) =

α(s) β(s)

τ(s) 0

0 ζ(s)

 =

s
2 + α1s+ α0 β1s+ β0

s− 1 0

0 s2 − 2 cosω · s+ 1

 ,

295



SmR(s) =

1 0

0 1

0 0

 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1.3, îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå âîçìîæíî.

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 6.1.4. Òàê êàê ÍÎÄ(α, β, τ, ζ) = 1 ,

ÍÎÄ(τ, ζ) = 1 , ÍÎÄ(β, ζ) = 1 , ÍÎÄ(α, τ) = 1 , óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ âûïîëíåíû, è

åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ýëåìåíòû ôîðìóë (6.2.13). Ïðè N = 5 èìååì

G =

 α0 α1 1 0

α0 α1 1

0 α0 α1 1

β0 β1 0

β0 β1

0 β0 β1

 ,

F =



1 −1 0

1 −1

1 −1

0 1 −1

0

0
1 −2 cosω 1 0

0 1 −2 cosω 1


,

F>⊥ =

 1 1 1 1 1 0

0
0 sinω sin 2ω sin 3ω

1 cosω cos 2ω cos 3ω

 .

Ïðèìåð 4. Âèäîèçìåíèì ïðèìåð 2, ÷òîáû ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü ðàçíûõ îïèñàíèé

êîíñòàíòíûõ òðåíäîâ è ëó÷øå óÿñíèòü ðîëü óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè â òåîðåìå 6.1.3.

Óïðîñòèì ìàòðèöó G (6.2.6), ïîëîæèâ r = 1 , m = 1 , p = 1 , N = 5 :

G =

(
a −1 0 b 0

0 a −1 0 b

)
= (α(s), β(s))⊗ E .

= γ(s)⊗ E, (6.2.16)

α(s) = a− s, β(s) = b.

Óðàâíåíèå (6.2.1) ïðèìåò âèä

y[k + 1]− ay[k] = bu[k], k = 1, 2.

Ðàññìîòðèì òðè âàðèàíòà îïèñàíèÿ òðåíäîâ-êîíñòàíò:

F1
.
=


1 0 0 0

1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1 −1

 =

(
1 0

0 τ(s)

)
⊗ E,
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τ(s)
.
= 1− s,

F2
.
=


1 −1 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 =

(
τ(s) 0

0 1

)
⊗ E,

F3
.
=

 1 −1 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1

 =

(
τ(s) 0

0 τ(s)

)
⊗ E.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òðè âàðèàíòà îïèñàíèé G∨Fi , i ∈ 1, 3 ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó

è òîìó æå ñóììàðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ïðîöåññîâ ¾ðÿä ïëþñ òðåíä¿:

N (G) +N (F1) = N (G) +N (F2) = N (G) +N (F3) .

Âûïèøåì ìàòðèöû áàçèñîâ ïðàâûõ íóëü-ïðîñòðàíñòâ:

G⊥ =


1 0 0

a b 0

a2 ab b

0 1 0

0 0 1

 ,

F1⊥ =


0

0

0

1

1

 , F2⊥ =


1

1

1

0

0

 , F3⊥ =


1 0

1 0

1 0

0 1

0 1

 .

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òðåíäà ïî òåîðåìå 6.1.3, óñëîâèþ (6.1.39):

(
γ(s)

ϕ1(s)

)
.
=

 α(s) β(s)

1 0

0 τ(s)

 ,

Sm

 α(s) β(s)

1 0

0 τ(s)

 =

 1 0

0 µ(s)

0 0

 , µ(s)
.
= ÍÎÄ (M1,M2,M3) ,

M1
.
=

∣∣∣∣∣ 1 0

0 τ

∣∣∣∣∣ , M2
.
=

∣∣∣∣∣ α β

0 τ

∣∣∣∣∣ , M3
.
=

∣∣∣∣∣ α β

1 0

∣∣∣∣∣ ,
⇒ µ(s) = ÍÎÄ (τ, ατ, β) = 1.

Óñëîâèå (6.1.39) âûïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî, òðåíä ñ îïèñàíèåì F1 âñåãäà ìîæåò áûòü
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îäíîçíà÷íî âûäåëåí èç èçìåðåíèé ñóììàðíîãî ïðîöåññà ž
.
= (y̌[1]; y̌[2]; y̌[3]; ǔ[1]; ǔ[2]) .

Òàêèì æå îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òðåíäà ñ îïèñà-

íèåì F2 .

Äëÿ îïèñàíèé F1 , F2 ïðîâåðèì òàêæå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè (6.1.34). Ïóñòü � ∼ �
îáîçíà÷àåò êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ

ìàòðèöû. Òîãäà

(G⊥, F1⊥) =


1 0 0 0

a b 0 0

a2 ab b 0

0 1 0 1

0 0 1 1

 ∼


1 0

∗ b

∗ ∗ b

∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ ∗

 .

ßñíî, ÷òî ïðè b 6= 0 ñòîëáöû ìàòðèöû (G⊥, F1⊥) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî N (G⊥, F1⊥) = 0 , óñëîâèå (6.1.34) âûïîëíåíî.

Äàëåå,

(G⊥, F2⊥) =


1 0 0 1

a b 0 1

a2 ab b 1

0 1 0 0

0 0 1 0

 ∼

∗ ∗ ∗ ∗
1 1 ∗ ∗
a 1 ∗ ∗
0 0 1 0

0 0 0 1

 .

Ïðè a 6= 1 ïîäìàòðèöà ( 1 1
a 1 ) íåîñîáåííàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû (G⊥, F2⊥) ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî N (G⊥, F2⊥) = 0 , óñëîâèå (6.1.34) âûïîëíåíî.

Ïîêàæåì, ÷òî òðåíä ñ îïèñàíèåì F3 íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåí èç

èçìåðåíèé ñóììàðíîãî ïðîöåññà ž . Äåéñòâèòåëüíî,

(
γ(s)

ϕ3(s)

)
.
=

 α(s) β(s)

τ(s) 0

0 τ(s)

 ,

Sm

 α(s) β(s)

τ(s) 0

0 τ(s)

 =

 1 0

0 µ3(s)

0 0

 , µ3(s) = ÍÎÄ (M1,M2,M3) ,

M1
.
=

∣∣∣∣∣ τ 0

0 τ

∣∣∣∣∣ , M2
.
=

∣∣∣∣∣ α β

0 τ

∣∣∣∣∣ , M3
.
=

∣∣∣∣∣ α β

τ 0

∣∣∣∣∣ ,
⇒ µ3(s) = ÍÎÄ

(
τ 2, ατ, βτ

)
= τ.

Óñëîâèå (6.1.39) íå âûïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî, òðåíä ñ îïèñàíèåì F3 íå ìîæåò áûòü

âîññòàíîâëåí.
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Äëÿ îïèñàíèÿ F3 óáåäèìñÿ òàêæå â íàðóøåíèè óñëîâèÿ (6.1.34):

(G⊥, F3⊥) =


1 0 0 1 0

a b 0 1 0

a2 ab b 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 1

 , x
.
=



(
b

1−a

)
1

1

−
(

b
1−a

)
−1

 ,

(G⊥, F3⊥)x = 0 ⇒ N (G⊥, F3⊥) 6= 0,

óñëîâèå (6.1.34) íàðóøåíî.

Äëÿ ñèñòåì ñ îïèñàíèÿìè òðåíäîâ F1 , F2 âûïèøåì ôîðìóëû (6.2.13) âîññòàíîâëå-

íèÿ òðåíäîâ:

F(1,2)⊥e = F(1,2)⊥
(
F>(1,2)⊥G

>GF(1,2)⊥
)−1

F>(1,2)⊥G
>Gž,

GF1⊥ =

(
a −1 0 b 0

0 a −1 0 b

)


0

0

0

1

1

 =

(
b

b

)
,

GF2⊥ =

(
a −1 0 b 0

0 a −1 0 b

)


1

1

1

0

0

 =

(
a− 1

a− 1

)
,

îòêóäà ñëåäóåò

F1⊥e =


0

0

0

1

1


1

2b2

(
b, b

)
Gž,

F2⊥e =


1

1

1

0

0


1

2 (a− 1)2

(
a− 1, a− 1

)
Gž.

Ââèäó êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû G ïðîöåññ íåâÿçêè Gž ìîæåò âû÷èñ-

ëÿòüñÿ ðåêóððåíòíî ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ íîâûõ îòñ÷åòîâ ž .

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ òðåíäîâ F1⊥e è F2⊥e ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïåðâîì ñëó-

÷àå âû÷èñëÿåòñÿ òðåíä (ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ) â òðàåêòîðèè âõîäà (ǔ[1]; ǔ[2]) , à âî

âòîðîì ñëó÷àå � òðåíä â òðàåêòîðèè âûõîäà (y̌[1]; y̌[2]; y̌[3]) . Íàðóøåíèå óñëîâèé åäèí-
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ñòâåííîñòè âûäåëåíèÿ òðåíäîâ ñ îïèñàíèåì F3 îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íîãî

âûäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ ñîñòàâëÿþùèõ îäíîâðåìåííî íà âõîäå è íà âûõîäå ñèñòåìû ñ

îïèñàíèåì (6.2.16).

Ïîäâåäåì êðàòêèé èòîã. Çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ òðåíäîâ â ñèãíàëàõ äîñòàòî÷íî òèïè÷-

íû äëÿ òåõíè÷åñêèõ è ôèíàíñîâûõ ïðèëîæåíèé. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ýòîì ðàçäåëå, äëÿ

ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü ñïîñîá ó÷åòà èíôîðìàöèè îá óðàâíåíèÿõ, êîòî-

ðûìè îïèñûâàþòñÿ ïðîöåññû â îáúåêòå è òðåíäû. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ

òðåíäîâ, êîòîðûå ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõ â èçìåðåíèÿõ äàþò òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè, âûïîëíåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî íå òîëüêî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ òðåíäîâ ïî òî÷íûì èçìåðåíèÿì, íî è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê

ïðîöåññîâ îáúåêòà è òðåíäîâ â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîìåõ â èçìåðåíèÿõ. Åñëè óñëî-

âèÿ åäèíñòâåííîñòè íå âûïîëíåíû, ïîëó÷åíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé èëè îöåíîê ïðîöåññîâ

îáúåêòà è òðåíäîâ ïî èçìåðåíèÿì ñóììàðíîãî ïðîöåññà íåâîçìîæíî.

6.2.2 Ñëó÷àé èçìåðåíèé ñ àääèòèâíûìè âîçìóùåíèÿìè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïðîöåññîâ (âõîäà, âûõîäà) â ëèíåéíîé ñèñòåìå ïî íà-

áëþäåíèÿì, ñîäåðæàùèì àääèòèâíûå êâàçèìíîãî÷ëåííûå äîáàâêè (òðåíäû) ñ àääè-

òèâíûìè âîçìóùåíèÿìè. Ïðåäëàãàåìîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè í. î. ð. ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è ôîðìóëû äëÿ òî÷-

íîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîöåññîâ îáúåêòà è òðåíäîâ, êîãäà íàáëþäåíèÿ íå ñîäåðæàò îøèáîê.

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ íàáëþäåíèé ñ âîçìóùåíèÿìè. Îòñ÷åòû âåêòîðà ïåðåìåííûõ âõî-

äà è âûõîäà îáúåêòà â ðàâíîîòñòîÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âðåìåí-

íîé ðÿä. Çàäà÷è îöåíêè òðåíäîâ âðåìåííûõ ðÿäîâ èññëåäîâàëèñü â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò

ïî ýêîíîìåòðèêå [227], òåîðèè óïðàâëåíèÿ [106], òåîðèè ïðîãíîçèðîâàíèÿ è àíàëèçà äàí-

íûõ [12, 51]. Òðàäèöèîííàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ïðåäïîëàãàåò îïèñàíèå ðÿäà (è

òðåíäà) ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè, â ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðûõ ââåäåíû ñëó÷àéíûå âîçìó-

ùåíèÿ ñ èçâåñòíîé èëè îöåíèâàåìîé êîððåëÿöèåé (òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ ñ öâåòíîé

íåâÿçêîé) [12,51,227].

Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé àääèòèâíûõ âîçìóùåíèé â íàáëþäåíèÿõ, áåç âîç-

ìóùåíèé â íåâÿçêå óðàâíåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê ñëàãàåìûõ ïðîöåñ-

ñîâ ðÿäà è òðåíäà èñïîëüçóåì âàðèàöèîííûå öåëåâûå ôóíêöèè (ðàçäåë 3.3). Óðàâíåíèÿ

ðÿäà è òðåíäà â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Ïóñòü íà âðåìåííîì èíòåðâàëå 1, N íàáëþäàåòñÿ ñóììàðíûé ïðîöåññ z∗ ¾ðÿä ïëþñ

òðåíä¿ ñ âîçìóùåíèÿìè e :

ž = z∗ + e = (ž[1]; . . . ; ž[N ]) ∈ RnN . (6.2.17)

Àïïðîêñèìàöèåé âåêòîðà ž ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî çàäàííîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

300



A ⊂ RnN íàçûâàåì ýëåìåíò ẑ ∈ A , áëèæàéøèé ê ž :

ẑ = arg min
z∈A
‖ž − z‖2. (6.2.18)

Ïóñòü B, C ⊂ RnN � ïîäïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, ïîðîæäàåìûå óðàâíåíèÿìè

ðÿäà è òðåíäà, è A = B u C , B ∩ C = {0} . Â îáîçíà÷åíèÿõ íà÷àëà ýòîé ãëàâû ìîæíî

ñ÷èòàòü B .
= N (G) , C .

= N (F ) . Ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìàöèè, îöåíêè ðÿäà è òðåíäà

ìîæíî ïîëó÷èòü ÷åðåç íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà ž ñóììîé âåêòîðîâ ẑB ∈ B è

ẑC ∈ C :
‖ž − ẑ‖2 = ‖ž − ẑB − ẑC‖2 = min

zB∈B, zC∈C
‖ž − zB − zC‖2. (6.2.19)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè åñòü âàðèàöèîííàÿ öåëåâàÿ ôóíöèÿ (ñð. (3.3.3), (3.3.11)).

Çàäà÷à (6.2.19) äîïóñêàåò ïðîñòóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü ž = z+ e

� èçìåðåíèÿ îòñ÷åòîâ ñóììàðíîãî ðÿäà z = zB + zC ñ âîçìóùåíèÿìè e ∈ N(0, σ2InN) .

Çàìåòèì, ÷òî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé e ∈ N(0, D) , D ∈ RnN×nN , D > 0 , ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé âåñîâîé íîðìîé ‖z‖2
D−1 = z>D−1z â (6.2.19) íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ

òðóäíîñòåé è çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Âåëè÷èíà ž èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(ž|zB, zC) = N(zB + zC, σ
2InN) . Ñ÷èòàÿ ïåðåìåííûå zB , zC ïàðàìåòðàìè ðàñïðåäåëå-

íèÿ, íàïèøåì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(zB, zC|ž) = ln p(ž|zB, zC) = const− 1

2σ2
‖ž − zB − zC‖2 .

Ïîëó÷åíèå îöåíîê âåëè÷èí zB ∈ B , zC ∈ C ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

[63] ðàâíîñèëüíî çàäà÷å (6.2.19).

6.2.2.1 Ôîðìóëû àïïðîêñèìàöèè

Îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷å (6.2.19). Ïóñòü B , C � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ B , C (êàê ñòîëáöîâ). Îáîçíà÷èì B è C ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå

èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ B è C , B u B = C u C = RnN .

Âåçäå äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ñëó÷àè, êîãäà äàíà ïàðà ìàòðèö B,C (èëè

ïàðà B,C ), à ñàìà ìàòðèöà A =
(
B C

)
íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ìàëîå ÷èñëî

îïåðàöèé.

Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6.2.1. Ïóñòü B∩C = {0} , òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà z ∈ B+C èìååò

ìåñòî åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

z = zB + zC, zB ∈ B, zC ∈ C,

zB = B
(
C
>
1 B
)−1

C
>
1 z, C1

.
= C C

>
B,

zC = C
(
B
>
1 C
)−1

B
>
1 z, B1

.
= B B

>
C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò èç âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ïîä-

ïðîñòðàíñòâ, B∩C = {0} ⇒ B+C = BuC . Ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ ïîäñòà-

íîâêàìè z = Bα = zB è z = Cβ = zC . Áîëåå ïîäðîáíûé âûâîä ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè 2

(ðàçäåë 6.5). Ëåììà äîêàçàíà.

Îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðèöû B , C , íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëî-

âèÿ åäèíñòâåííîñòè B∩C = {0} â ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäàåìûõ äèíàìè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè, ïðèâåäåíû â ðàçäåëå (6.1.2.1) (òåîðåìà 6.1.3 è äð.). Ïðè B∩C = {0} ãàðàíòè-
ðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíûõ ìàòðèö â ôîðìóëàõ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì 6.2.1, 6.2.2

è ñëåäñòâèÿ (ñì. óòâåðæäåíèå 6.1.3).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè A � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â RnN ñ áàçèñîì èç ñòîëáöîâ

íåêîòîðîé ìàòðèöû A , òî ẑ = ΠAž , ãäå ΠA
.
= A

(
A>A

)−1
A> � ìàòðèöà ïðîåêòîðà

ñî ñâîéñòâîì ΠAΠA = ΠA . Âûðàæåíèå ΠA
.
= A

(
A>A

)−1
A> ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê

ñëåäñòâèå òåîðåìû 6.2.2 ïðè C = 0 (C = I ). Äëÿ âåëè÷èíû ẑ = ẑB + ẑC = ΠAž èç

ëåììû 6.2.1 ñðàçó ñëåäóåò

Òåîðåìà 6.2.1. Åñëè B ∩ C = {0} , òî ðåøåíèå çàäà÷è (6.2.19) åäèíñòâåííî è èìååò

âèä

ẑ = A
(
A>A

)−1
A>ž =

[
I − A

(
A
>
A
)−1

A
>
]
ž,

ẑB = B
(
C
>
1 B
)−1

C
>
1 ẑ, C1

.
= C C

>
B, (6.2.20)

ẑC = C
(
B
>
1 C
)−1

B
>
1 ẑ = ẑ − ẑB, B1

.
= B B

>
C.

Åñëè ìàòðèöà A , êàê è A , íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ìàëîå ÷èñëî îïåðàöèé,

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ðàâíîñèëüíóþ ôîðìó ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.2.19):

Òåîðåìà 6.2.2. Åñëè B ∩ C = {0} , òî ðåøåíèå çàäà÷è (6.2.19) åäèíñòâåííî è îíî

1) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé{
ẑB = ΠB (ž − ẑC) , ΠB

.
= B

(
B>B

)−1
B>,

ẑC = ΠC (ž − ẑB) , ΠC
.
= C

(
C>C

)−1
C>;

2) èìååò âèä  ẑB = B
(
C
>
2 B
)−1

C
>
2 ž, C

>
2
.
= C

(
C
>
C
)−1

C
>
B,

ẑC = C
(
B
>
2 C
)−1

B
>
2 ž, B

>
2
.
= B

(
B
>
B
)−1

B
>
C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

min
ẑB∈B, ẑC∈C

‖ž − ẑB − ẑC‖2 = min
β,λ

{
‖ž − ẑB − Cβ‖2 + λ>B

>
ẑB

}
.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà: (ž − ẑB − Cβ)> + λ>B
>

= 0 . Óìíîæàÿ ñïðàâà íà B ,
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ïîëó÷èì λ = −
(
B
>
B
)−1

B
>

(ž − Cβ) . Ñëåäîâàòåëüíî,

ž − ẑB − Cβ −B
(
B
>
B
)−1

B
>

(ž − Cβ) = 0,

ẑB =

[
I −B

(
B
>
B
)−1

B
>
]

(ž − Cβ) = ΠB (ž − ẑC) .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ẑC .

Äàëåå, èìååì ẑB = ΠB (ž − ΠC (ž − ẑB)) . Îòñþäà

(I − ΠBΠC) ẑB = ΠB (I − ΠC) ž.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà ΠB , ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ΠBΠB = ΠB ïîëó÷àåì

ΠB (I − ΠC) ẑB = ΠB (I − ΠC) ž.

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

B
(
B>B

)−1
B>C

(
C
>
C
)−1

C
>
Bα = B

(
B>B

)−1
B>C

(
C
>
C
)−1

C
>
ž,

ò. å. B
(
B>B

)−1
C
>
2 Bα = B

(
B>B

)−1
C
>
2 ž . Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ

B , èìååì C
>
2 Bα = C

>
2 ž . Ñëåäîâàòåëüíî ẑB = Bα = B

(
C
>
2 B
)−1

C
>
2 ž . Àíàëîãè÷íî

ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ẑC . Íåîñîáåííîñòü ìàòðèö C
>
2 B = B>C

(
C
>
C
)−1

C
>
B è

B
>
2 C = C>B

(
B
>
B
)−1

B
>
C ñëåäóåò èç âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ B è

C (ñì. óòâåðæäåíèå 6.1.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû àïïðîêñèìàöèè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç òåîðåìû 6.2.2.

Ñëåäñòâèå. Ïðè B ∩ C = {0} çàäà÷à (6.2.19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ẑB =

[
I −B

(
B
>
B
)−1

B
>
]

(ž − ẑC) ,

ẑC = C
(
B
>
2 C
)−1

B
>
2 ž, B

>
2
.
= B

(
B
>
B
)−1

B
>
C.

(6.2.21)

Çäåñü ìû îïóñêàåì ñèììåòðè÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ñ ïåðåñòàíîâêîé ñèìâîëîâ B è C

(B è C ).

6.2.2.2 Îñîáûå ñëó÷àè ìàòðèö B è C

Ðàçìåðû ìàòðèö â ôîðìóëàõ (6.2.20) è (6.2.21) îïðåäåëÿþòñÿ äëèíîé N îòðåçêà ðÿ-

äà ž . Â ïðèëîæåíèÿõ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ çíà÷åíèÿ N > 1000 . Ïîýòîìó íåîáõîäèìû

ðåêóððåíòíûå ïî N âû÷èñëåíèÿ ñ ó÷åòîì ñòðîåíèÿ ìàòðèö B è C .

303



Ìàòðèöà B êëåòî÷íî-òåïëèöåâàÿ. Ïóñòü îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñò-

íûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

αpy[k + p] + . . .+ α0y[k] = βpu[k + p] + . . .+ β0u[k], k ∈ 1, N − p, (6.2.22)

αi ∈ Rr×r, βi ∈ Rr×m, n
.
= r +m,

zB = (y[1];−u[1]; . . . ; y[N ];−u[N ]) .

Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî B =
{
zB ∈ RnN : (6.2.22)

}
åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(6.2.22) ñî âñåâîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïåðåìåííûõ u[1], . . . , u[N ]

â ïðàâîé ÷àñòè.

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè óðàâíåíèå (6.2.22) ïðèíèìàåò âèä B
>
zB = 0 ñ êëåòî÷íî-òåïëè-

öåâîé ìàòðèöåé B
>
:

B
>

=


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 ∈ Rr(N−p)×nN , γi
.
=
(
αi βi

)
∈ Rr×n. (6.2.23)

Óñëîâèìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà α(s)
.
= αps

p + αp−1s
p−1 + . . .+ α0 èìååò ïîëíûé

ðàíã, òîãäà ñòîëáöû B ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñì. ïðåäëîæåíèå (1.4.1)).

Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé òðåíäà C = R (C) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé çàäàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Ñòîëáöû ìàòðèöû C ñôîðìèðîâàíû èç îò-

ñ÷åòîâ áàçèñíûõ ôóíêöèé íà ñåòêå 1, . . . , N .

×òîáû âû÷èñëèòü îöåíêó òðåíäà ẑC ∈ C ïî íàáëþäåíèÿì ñóììàðíîãî ñèãíàëà ž ,

ïðèìåíÿåì ñëåäñòâèå òåîðåìû 6.2.2. Ñîãëàñíî (6.2.21), êî âñåì ñòîëáöàì ìàòðèöû C è

ê âåêòîðó ž− ẑC ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîåöèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì
èç ñòîëáöîâ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû B . Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ïðîåöèðîâàíèÿ

îïèñàíû â ïðèëîæåíèè (ðàçäåë 6.6).

Çàìå÷àíèå 6.2.1. Ïóñòü m = 0 . Òîãäà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ B è ãðàìèàíà B>B

ðàâíû ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà detα(s) è íå çàâèñÿò îò N . Ñòîëáöû ìàòðèöû B ÿâëÿ-

þòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.2.22) ñ m = 0 è

âû÷èñëÿþòñÿ ñòàíäàðòíî (ñì. ðàçäåë 6.4). Â ñëåäñòâèè òåîðåìû 5.2.2 íàïðàøèâàåòñÿ

çàìåíà

I −B
(
B
>
B
)−1

B
>

= B
(
B>B

)−1
B>.

Ýòî ïîçâîëÿåò îáîéòèñü áåç ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë îáðàùåíèÿ �áîëüøîé� ìàòðèöû B
>
B .

Êðîìå òîãî, âûïèñûâàåòñÿ ìàòðèöà A =
(
B C

)
, è àïïðîêñèìàöèÿ (6.2.19) ïðîñòî âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

ẑB = Bb, ẑC = Cc, ẑ =
(
B C

)(b
c

)
= Aa,
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a =
(
A>A

)−1
A>ž.

Ýòî óïðîùåíèå òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê ïðèìåðó 1 ðàçäåëà 6.2.1.2.

Êëåòî÷íî-òåïëèöåâûå ìàòðèöû B è C . Ïóñòü áàçèñíûå ôóíêöèè ïîäïðîñòðàí-

ñòâà C , êàê è ïîäïðîñòðàíñòâà B , ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

zC
.
= f = (f [1]; . . . ; f [N ]) , f [k] = (fy[k];−fu[k]) ,

ψqfy[k + q] + . . .+ ψ0fy[k] = %qfu[k + q] + . . .+ %0fu[k], k ∈ 1, N − q, (6.2.24)

ψi ∈ Rl×r, %i ∈ Rl×m.

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè: C
>
f = 0 ,

C
>

=


ϕ0 ϕ1 . . . ϕq 0

ϕ0 ϕ1 . . . ϕq
. . . . . . . . .

0 ϕ0 ϕ1 . . . ϕq

 ∈ Rl(N−q)×nN , ϕi
.
=
(
ψi %i

)
∈ Rl×n.

Áóäåì îáîçíà÷àòü B v γ(s) è C v ϕ(s) ,

ϕ(s)
.
= ϕqs

q + . . .+ ϕ1s+ ϕ0.

Óðàâíåíèå (6.2.17) ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

ž = zB + zC + e,

ž = (ž[1]; . . . ; ž[N ]) , ž[k] = (y̌[k];−ǔ[k]) ,

zB = (zB[1]; . . . ; zB[N ]) , zB[k] = (y[k];−u[k]) ,

zC = (f [1]; . . . ; f [N ]) , f [k] = (fy[k];−fu[k]) , (6.2.25)

e = (e[1]; . . . ; e[N ]) , e[k] = (ey[k];−eu[k]) ,

y̌[k] = y[k] + fy[k] + ey[k], ǔ[k] = u[k] + fu[k] + eu[k],

ãäå y̌[k] , ǔ[k] � íàáëþäàåìûå ñèãíàëû, fy[k] , fu[k] � òðåíäû.

Çàìåòèì, ÷òî â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

ϕ(s) =

(
τ(s) 0

0 ζ(s)

)
,
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óðàâíåíèå òðåíäîâ (6.2.24) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ

τqfy[k + q] + . . .+ τ0fy[k] = 0, ζqfu[k + q] + . . .+ ζ0fu[k] = 0, (6.2.26)

ò. å. òðåíäû fy[k] , fu[k] ÿâëÿþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè. Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè íó-

ëåâûõ âîçìóùåíèÿõ e = 0 ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå 6.2.1.

Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè (óñëîâèå ïðÿìîé ñóììû) B∩C = {0} äëÿ ñëó÷àÿ êëåòî÷íî-
òåïëèöåâûõ ìàòðèö B è C îáùåãî âèäà äàíû â òåîðåìå 6.1.3.

Â ñëó÷àå êëåòî÷íî-òåïëèöåâûõ ìàòðèö B è C îáùåãî âèäà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðÿäà

ž ñóììîé ẑB+ ẑC ïðèìåíÿåì òåîðåìó 6.2.1. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, íóæíî òîëüêî îäèí

ðàç (â îòëè÷èå îò òåîðåìû 6.2.2) âû÷èñëèòü ïðîåêöèþ âåêòîðà ž íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ñ áàçèñîì èç ñòîëáöîâ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû A v π(s) . Àëãîðèòì ïðèâåäåí â

ïðèëîæåíèè (ðàçäåë 6.6). Åñëè ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà π(s) êâàäðàòíàÿ, òî âû÷èñëåíèÿ

óïðîùàþòñÿ ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 6.2.1.

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 6.2.1 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îäíà èç ìàòðèö B èëè C âû÷èñëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà γ(s) (èëè ϕ(s) ) êâàäðàò-

íàÿ. Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 6.2.1 âû÷èñëÿåòñÿ B (èëè C ) è ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî 2-ÿ èëè 3-ÿ ôîðìóëà òåîðåìû 6.2.1.

Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû A ïî ìàòðèöàì B è C (ò. å. â èçâåñòíîì ñìûñëå ñóììèðîâàíèå

B è C ) îïèñàíî â ðàçäåëå 6.1.1.1.

Çàìå÷àíèå 6.2.2. Êîãäà íåò ñâåäåíèé î ìàòðèöå B (äèíàìèêà ðÿäà çàðàíåå íåèçâåñòíà,

óðàâíåíèå îáúåêòà íå äàíî, è íóæíî âîññòàíîâèòü òîëüêî òðåíä ðÿäà � òèïè÷íàÿ çàäà÷à

äëÿ ôèíàíñîâûõ ïðèëîæåíèé), ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ A = C , ẑB = 0 . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

àïïðîêñèìàöèè ẑC = ẑ èñïîëüçóåòñÿ ïåðâàÿ ôîðìóëà òåîðåìû 6.2.1. Ïóñòü ìàòðèöà

A = C êëåòî÷íî-òåïëèöåâàÿ: C v ϕ(s) , ϕ(s) ∈ Rl×n[s] , l < n . Òîãäà òðåíä ẑC äëÿ

áîëüøèõ N ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ðåêóððåíòíî ïî àëãîðèòìó èç ïðèëîæåíèÿ. Ïðè

l = n ñì. çàìå÷àíèå 6.2.1.

Ïðèìåð. Óñëîæíèì ïðèìåð 3 ðàçäåëà 6.2.1.2, äîáàâèâ â íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíûå âîç-

ìóùåíèÿ.

Óðàâíåíèå ñèñòåìû:

y[k + 2] + α1y[k + 1] + α0y[k] = β1u[k + 1] + β0u[k], k ∈ 1, N − 2, (6.2.27)

α1 = −1.79, α0 = 0.94, β1 = 0.1, β0 = 0.05.

Óðàâíåíèå (6.2.24) äëÿ òðåíäîâ fy[k] , fu[k] :

ϕ(s) =

(
τ(s) 0

0 ζ(s)

)
=

(
s− 1 0

0 s2 − 2 cosω · s+ 1

)
, ω = 2π/10,

fy[k + 1]− fy[k] = 0, k ∈ 1, N − 1,
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fu[k + 2]− 2 cosω · fu[k + 1] + fu[k] = 0, k ∈ 1, N − 2. (6.2.28)

Îáùåå ðåøåíèå fy[k] = Fy , fu[k] = Fu cos(ωk+ϕ0) . Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé òðåíäîâ è

ñèãíàëîâ ñèñòåìû, âçÿòûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1, 2. Èñïîëüçîâàëèñü

çíà÷åíèÿ Fy = 0.9 , Fu = 0.5 , ϕ0 = 0 . Èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè 1 ñ.

Â êà÷åñòâå íàáëþäåíèé áðàëèñü ñóììàðíûå ñèãíàëû

y̌[k] = y[k] + fy[k] + ey[k], ǔ[k] = u[k] + fu[k] + eu[k], k = 1, 50, (6.2.29)

ãäå ey[k] , eu[k] , ey[j] , eu[j] � ýìóëÿöèÿ íåçàâèñèìûõ (ïðè k 6= j ) ñëó÷àéíûõ âîçìó-

ùåíèé ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì N(0, σ2) , σ = 0.3 , ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ðèñ. 3).

Èñõîäÿ èç íàáëþäåíèé (6.2.25), (6.2.29), ïî ôîðìóëàì (6.2.20) îïðåäåëÿëèñü îöåíêè

ñèãíàëîâ ñèñòåìû ŷ[k] , û[k] , íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 è àìïëèòóäû Fy , Fu îöåíîê òðåíäîâ

f̂y[k] , f̂u[k] . Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4, 5.
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Ðèñ. 1. Ñèãíàëû ñèñòåìû.
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Ðèñ. 2. Ñèãíàëû ñèñòåìû ñ òðåíäàìè.
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Ðèñ. 3. Ìàññèâû íàáëþäåíèé (σ = 0.3 ).
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Ðèñ. 4. Îöåíêè ñèãíàëîâ ñèñòåìû.
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Ðèñ. 5. Îöåíêè òðåíäîâ.
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Ðèñ. 6. Îöåíêè ñèãíàëîâ ïîñëå èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ îöåíêîé ñèãíàëîâ âîçìîæíî ïðîâåäåíèå èäåíòèôèêà-

öèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A (6.2.30), ò. å. êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ α(s) , β(s) ïðè

èçâåñòíîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû ω , èëè èäåíòèôèêàöèè ÷àñòîòû òðåíäà ω ïðè èçâåñòíûõ

çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ α(s) , β(s) (ðàçäåë 6.3).

Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ α(s) , β(s) ïî ìàññèâó íàáëþ-

äåíèé (6.2.29) âàðèàöèîííûì ìåòîäîì (ñì. ðàçäåëû 3.3, 6.3) áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ

α̂1 = −1.79, α̂0 = 0.95, β̂1 = 0.06, β̂0 = 0.09.

Îöåíêè ñèãíàëîâ ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå ïî íàáëþäåíèÿì (6.2.29) ñ ïîäñòàíîâêîé â ôîð-

ìóëû (6.2.20) çíà÷åíèé α̂i , β̂i , ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. Îòëè÷èå îò îöåíîê, ïîëó÷åííûõ

íà îñíîâå �èñòèííûõ� çíà÷åíèé αi , βi (ðèñ. 4), íåçíà÷èòåëüíî.

Ïîÿñíèì âû÷èñëåíèå îöåíîê ñèãíàëîâ.

Óðàâíåíèþ (6.2.27) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà

γ(s) =
(
s2 − 1.36 · s+ 0.92 0.1 · s+ 0.05

)
.
=
(
α(s) β(s)

)
.

Ìíîãî÷ëåíû α(s) , β(s) , τ(s) , ζ(s) âçàèìíî ïðîñòû (ÍÎÄ(α, β, τ, ζ) = 1 ). Êðîìå òîãî,

ÍÎÄ(α, τ) = 1 , ÍÎÄ(τ, ζ) = 1 , ÍÎÄ(ζ, β) = 1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëî-

âèå åäèíñòâåííîñòè óòâåðæäåíèÿ (6.1.4), ò. å. B ∩ C = {0} è âñå îáðàòíûå ìàòðèöû â

ôîðìóëàõ (6.2.20), (6.2.21) ñóùåñòâóþò (ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ(6.1.3)).

Êàê îòìå÷åíî âûøå, A v π(s) , π(s) = ξ(s)γ(s) , ξ(s)
.
= ÍÎÊ(τ(s), ζ(s)) , ò. å.

A v (s− 1)(s2 − 2 cosω · s+ 1)
(

(s2 − 1.36 · s+ 0.92) (0.1 · s+ 0.05)
)
.
=

.
=
(
s5 + σy4s

4 + σy3s
3 + σy2s

2 + σy1s+ σy0 σu4s
4 + σu3s

3 + σu2s
2 + σu1s+ σu0

)
.
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Êëåòî÷íî-òåïëèöåâàÿ ìàòðèöà A
>
âûïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî B

>
(6.2.23). Ïðè N = 7

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ

A
> ∼

(
πy0 πy1 πy2 πy3 πy4 1 0 πu0 πu1 πu2 πu3 πu4 0 0

0 πy0 πy1 πy2 πy3 πy4 1 0 πu0 πu1 πu2 πu3 πu4 0

)
, (6.2.30)

B
> ∼


α0 α1 1 0 β0 β1 0 0

α0 α1 1 β0 β1

α0 α1 1 β0 β1

α0 α1 1 β0 β1

0 α0 α1 1 0 β0 β1 0

 ,

C ∼

 1 . . . 1 0 0 . . . 0 0

0
0

1

sinω

cosω

. . .

. . .

sin 5ω

cos 5ω

0

0


>

.

Îöåíêà ñóììàðíîãî ñèãíàëà ẑ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâîé ôîðìóëå òåîðåìû 6.2.1 (ðåêóð-

ðåíòíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé, àêòóàëüíûå äëÿ áîëüøèõ N , ïðèâåäåíû â ïðèëîæå-

íèè, ðàçäåë 6.6). Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè òðåíäà ẑC è ñèãíàëîâ ẑB = ẑ − ẑC .

6.3 Èäåíòèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñëàãàåìûõ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñëàãà-

åìûõ ïðîöåññîâ ðÿäà è òðåíäà ïî íàáëþäåíèÿì ñóììàðíîãî ïðîöåññà ñ âîçìóùåíèÿìè

ïðè èçâåñòíûõ óðàâíåíèÿõ ðÿäà è òðåíäà. Çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèÿ

ðÿäà è òðåíäà èçâåñòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ.

Èäåíòèôèêàöèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ïðè íàëè÷èè â èçìåðåíèÿõ ïðî-

öåññîâ íåîïðåäåëåííûõ àääèòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ òðàäèöèîííûìè

ìåòîäàìè ñ ïðèìåíåíèåì äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôèëüòðîâ [227]. Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ïðè

êîðîòêèõ âðåìåíàõ íàáëþäåíèé ïðèâîäèò ê ðÿäó ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íåèçâåñòíûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ôèëüòðà [227]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ïàðàìåò-

ðîâ íåîáõîäèìî ñîâìåñòíî ñ ïàðàìåòðàìè îöåíèâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðîöåññîâ ðÿäà

è òðåíäà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèêàöèé ôèëüòðà Êàëìàíà

ñ ðàñøèðåííûì âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ [8, 114]. Èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåò-

ñÿ â ôîðìå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà ñ ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ, â ÷èñëî êî-

òîðûõ âêëþ÷àþòñÿ îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñõîäèìîñòü àëãîðèòìîâ

òàêîãî ðàñøèðåííîãî ôèëüòðà ñèëüíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðàì [206]. Ýòî ñòàíîâèòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëåíèé â ðåàëüíîì

âðåìåíè â íåëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ðàññìàòðèâàåìûé â äèññåðòàöèè, ïðåäïîëàãàåò çàïèñü èäåí-

òèôèöèðóåìîé ñèñòåìû â âèäå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà p > 1 áåç ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è
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çàòåì ñîâìåñòíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïðîöåññîâ è ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ âàðèàöèîííûìè

ìåòîäàìè (ãëàâà 3).

6.3.1 Îñîáåííîñòè èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì ñ òðåíäàìè

Ïóñòü z = (z[1]; . . . ; z[N ]) , z[k] ∈ Rn � îòðåçîê âðåìåííîãî ðÿäà (ïîëåçíûé ñèãíàë), è

f = (f [1]; . . . ; f [N ]) , f [k] ∈ Rn � òðåíä. Íàáëþäàåòñÿ ñóììàðíûé ïðîöåññ

ς̌ = z + f + η ∈ RnN , (6.3.1)

ãäå η ∈ M2(0, σ2InN) � ñòîõàñòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ. Ïðîöåññû (òðàåêòîðèè) z è f

îïèñûâàþòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè:

γpz[k + p] + . . .+ γ0z[k] = 0, k ∈ 1, N − p, (6.3.2)

ϕqf [k + q] + . . .+ ϕ0f [k] = 0, k ∈ 1, N − q, (6.3.3)

γi ∈ Rr×n, ϕi ∈ Rr1×n.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññû z è f ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîïðàâíî, òàê ÷òî

òðåíäîì ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîöåññ z , à ïîëåçíûì ñèãíàëîì � ïðîöåññ f . Íà ïðàêòèêå

óðàâíåíèå òðåíäà (6.3.3) èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì (6.3.2). Â êà÷åñòâå òðåíäà ìîãóò

âûñòóïàòü, íàïðèìåð, äåòåðìèíèðîâàííûå ïîìåõè, äîáàâëÿåìûå ê ïîëåçíîìó ñèãíàëó

â õîäå èçìåðåíèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ òðåíäà f áóäóò ïîä-

ëåæàòü èäåíòèôèêàöèè ñîâìåñòíî ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ïàðàìåòðàìè óðàâíåíèÿ

ïîëåçíîãî ñèãíàëà z .

Ïåðåéäåì ê ìàòðè÷íîé çàïèñè â (6.3.2), (6.3.3):

Gz = 0, Ff = 0. (6.3.4)

Çäåñü G è F � êëåòî÷íî-òåïëèöåâûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâåííî r(N−p)×nN
è r1(N − q)× nN :

G =


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp
. . . . . . . . .

0 γ0 γ1 . . . γp

 , F =


ϕ0 ϕ1 . . . ϕq 0

ϕ0 ϕ1 . . . ϕq
. . . . . . . . .

0 ϕ0 ϕ1 . . . ϕq

 .

Ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû γi , ϕi çàâèñÿò îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ â îòêðûòîé îá-

ëàñòè θ ∈ Θ ⊂ Rv : G
.
= Gθ , F

.
= Fθ . Â óðàâíåíèÿõ (6.3.2), (6.3.4) çíà÷åíèå θ ôèêñè-

ðîâàíî. Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì G v γ(s) , F v ϕ(s) ,

γ(s)
.
= γps

p + γp−1s
p−1 + . . .+ γ0, ϕ(s)

.
= ϕqs

q + ϕq−1s
q−1 + . . .+ ϕ0.
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Ââåäåì ÷èñëîâûå ìàòðèöû

γθ
.
=
(
γ0 γ1 . . . γp

)
θ
∈ Rr×n(p+1),

ϕθ
.
=
(
ϕ0 ϕ1 . . . ϕq

)
θ
∈ Rr1×n(q+1).

Çàâèñèìîñòü θ 7→ γθ ïîä÷èíèì óñëîâèÿì (i') íà ñ. 128, (ii) íà ñ. 91. Òåì æå óñëîâèÿì

ïîä÷èíèì çàâèñèìîñòü θ 7→ ϕθ (ñ ôîðìàëüíîé çàìåíîé γ íà ϕ , D íà D1 ).

Ïóñòü ML
.
=
{
ς̌(1), . . . , ς̌(L)

}
⊂ RnN � âûáîðêà íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ς̌

312:

ς̌(i) = z∗(i) + f∗(i) + η(i), i ∈ 1, L, (6.3.5)

ãäå η(i) ∈ M2(0, σ2InN) � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âîçìóùåíèÿ. Âå-

ëè÷èíû z∗(i) , f∗(i) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (6.3.4) ñ çàðàíåå íå èçâåñòíûìè

çíà÷åíèÿìè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïàðàìåòðîâ θ = θ∗ : Gθ∗z∗(i) = 0 , Fθ∗f∗(i) = 0 .

Ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé ML ñ÷èòàåì ïîëíûì â ñìûñëå óòâåðæäåíèÿ 3.2.1 è îïðå-

äåëåíèÿ 3.2.2, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

L

M
i=1

D>V >(z∗(i))V (z∗(i))D > 0, lim
L→∞

L

M
i=1

D>V >(z∗(i))V (z∗(i))D > 0,

L

M
i=1

D>1 V
>

1 (f∗(i))V1(f∗(i))D1 > 0, lim
L→∞

L

M
i=1

D>1 V
>

1 (f∗(i))V1(z∗(i))D1 > 0.

(6.3.6)

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîèòü îöåíêó θ̂(ς̌(1), . . . , ς̌(L)) ïàðàìåòðà θ∗ , ñîñòîÿòåëüíóþ â ñìûñëå

ñõîäèìîñòè ï. í. θ̂ → θ∗ ïðè L→∞ .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü z∗(1) = . . . = z∗(L) = z∗ , f∗(1) = . . . = f∗(L) = f∗ . Ïîñòðîèòü îöåíêè θ̂ ,

ẑ è f̂ , ñîñòîÿòåëüíûå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ï. í. θ̂ → θ∗ , ẑ → z∗ , f̂ → f∗ ïðè L→∞ .

Ðåøåíèå çàäà÷è 1. Îïðåäåëèì ñóììàðíóþ ñèñòåìó (ñì. ðàçäåë 6.1.1):

Pθς = 0, ς
.
= z + f, N (Pθ) = N (Gθ) +N (Fθ) . (6.3.7)

Îáîçíà÷èì Pθ v π(s)
.
= πls

l + πl−1s
l−1 + . . .+ π0 ,

πθ
.
=
(
π0 π1 . . . πl

)
θ
∈ Rr2×n(l+1).

Ñóììàðíàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìàòðèöàì ñëàãàåìûõ íå îäíîçíà÷íî (ïðåäëîæå-

íèå 6.1.1). Ââèäó òîãî, ÷òî ñòðîêè π(s) ÿâëÿþòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ áàçèñîì ìíîãîîáðàçèÿ

ñòðîê P (π(s)) , ìàòðèöà πθ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (ii) íà ñ. 91 ñ ôîðìàëüíîé çàìå-

íîé γ íà π (òåîðåìà 6.1.2). Óñëîâèå (i) íà ñ. 91 (îäíîçíà÷íîñòè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

πθ → θ ) è òåì áîëåå óñëîâèå (i') íà ñ. 128 (àôôèííîãî âèäà ïðÿìîé çàâèñèìîñòè θ → πθ ñ

çàìåíîé D íà D2 ) ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòåé θ → γθ

è θ → ϕθ , îïðåäåëÿþùèõ îòîáðàæåíèå θ → πθ . Ýòè ÷àñòíûå ñëó÷àè, òåì íå ìåíåå,

òèïè÷íû â ïðèëîæåíèÿõ, ñì. ïðèìåðû íèæå.
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Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì, ñóììàðíûé ïðîöåññ ς îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

πlς[k + l] + . . .+ π0ς[k] = 0, k ∈ 1, N − l, (6.3.8)

â êîòîðîì ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû πi îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ γi è ϕi (6.3.2), (6.3.3) (ñì. ðàçäåë 6.1.1.1 ñ ïðèìåðàìè).

Ïðè óñëîâèè ðàçëè÷èìîñòè (íèæå) ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè θ̂ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè (ðàçäåë 3.3). Ïîèñê θ̂ ñâîäèòñÿ ê ìè-

íèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè

θ̂ = arg min
θ
J(θ), J(θ) = L−1

L∑
i=1

J(i)(θ), (6.3.9)

J(i)(θ)
.
=
∥∥ς̌(i) − ς̂(i)∥∥2 .

= min
Pθς(i)=0

∥∥ς̌(i) − ς(i)∥∥2
.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ìîäåëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå âõîäèò â óñëîâèå ìèíèìèçàöèè, ÿâ-

ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñóììàðíîé ñèñòåìû. Ýòî óðàâíåíèå ñòðîèòñÿ ïî ìàòðèöàì Gθ , Fθ

ñëàãàåìûõ ñèñòåì (6.3.2) è (6.3.3).

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óïðîùåíèÿ îöåíîê (6.3.9) ïóòåì çàìåíû èõ îöåíêà-

ìè ÎÐ, ÎÐÌ è ò. ï. ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ñîñòîÿòåëüíîñòè ïðè íåêîòîðîì óõóäøåíèè

ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (óâåëè÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè), ñì. ðàçäåë 3.3.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Íà ïåðâîì øàãå ïîëó÷àåì îöåíêó θ̂ , ðåøèâ çàäà÷ó 1 â ÷àñòíîì

ñëó÷àå íàáëþäåíèé åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè z∗(i) = z∗ , f∗(i) = f∗ (ñì. ðàçäåë 4.2,

óòâåðæäåíèå 4.2.1):

θ̂ = arg min
θ
J(θ),

J(θ)
.
= min

Pθς=0
L−1

L∑
i=1

∥∥ς̌(i) − ς∥∥2
= min

Pθς=0
‖ς̃ − ς‖2 ,

ς̃
.
= L−1

L∑
i=1

ς̌(i).

(6.3.10)

Äëÿ ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ θ̂ âû÷èñëÿåòñÿ îöåíêà ñóììàðíîé òðàåêòîðèè ς̂ :

ς̂ = arg min
Pθ̂ς=0

‖ς̃ − ς‖2 . (6.3.11)

Ðåøåíèå ìèíèìèçàöèîííîé çàäà÷è (6.3.11) ñòàíäàðòíî:

ς̂ =
[
I − P>

θ̂

(
Pθ̂P

>
θ̂

)−1
Pθ̂

]
ς̃ . (6.3.12)

Äàëåå èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñóììû ς̂ = ẑ+ f̂ âûäåëÿþòñÿ ñëàãàåìûå ẑ è f̂ . Åäèí-

ñòâåííîñòü íà ýòîì øàãå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèÿ Gθ̂z = 0 è
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Fθ̂f = 0 íå èìåþò îáùèõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé, ò. å.

N (Gθ̂) ∩N (Fθ̂) = {0} . (6.3.13)

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà 6.1.3. Åñëè ýòî óñëîâèå

âûïîëíåíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ẑ è f̂ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû êîñîãî ïðîåöèðîâàíèÿ

ς̂ íà ïîäïðîñòðàíñòâà N (Gθ̂) è N (Fθ̂) , ñì. ðàçäåëû 6.2.1.2 è 6.2.2.1.

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ θ̂ ïîëó÷àåìûå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì îöåíêè ẑ è f̂

ëèíåéíî çàâèñÿò îò íàáëþäåíèé ς̌(1), . . . , ς̌(L) . Ïîýòîìó èç ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè θ̂

(6.3.9) (òåîðåìà 3.4.1) ñëåäóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ẑ è f̂ .

Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè (6.3.13), èíà÷å íàçûâàåìîå óñëîâèåì íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ

(ðàçäåë 6.1.2), èãðàåò ðîëü òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê ñëàãàåìûõ ẑ è f̂ . Ïðè îöåíêå

ïàðàìåòðîâ θ ïî ïîëíûì íàáëþäåíèÿì óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè (ðàçëè÷èìîñòè) ôîð-

ìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ìàòðèöû Pθ ñóììàðíîé ñèñòåìû (6.3.7) áåç èñïîëüçîâàíèÿ

óñëîâèÿ íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðèìåðå 4 ðàçäåëà 6.2.1.2 ïàðà ìàòðèö

G = (α(s), β(s))⊗ E, F1 =

(
τ 0

0 1

)
⊗ E

ïðèâîäèò ê òîé æå ñóììàðíîé ìàòðèöå P , ÷òî è ïàðà G , F2 = ( τ 0
0 τ )⊗E . Â òî æå âðåìÿ,

êàê ïîêàçàíî ïðè îïèñàíèè ýòîãî ïðèìåðà, ïðè óñëîâèÿõ ÍÎÄ(α, τ) = 1 , ÍÎÄ(β, τ) = 1

ïàðà G , F1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ (6.3.13), à ïàðà G , F2 � íå

óäîâëåòâîðÿåò.

6.3.2 Çàìå÷àíèå î ìåòîäàõ èäåíòèôèêàöèè 1-ãî è 2-ãî ðîäà

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ìåòîäàõ èäåíòèôèêàöèè îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ âû÷èñëÿþòñÿ êàê

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê θ̂i , ïîñòðîåííûõ ïî èçìå-

ðèòåëüíîé âûáîðêå ðàñòóùåãî îáúåìà. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Îáúåì âûáîðêè ðàñòåò çà ñ÷åò äëèíû èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ N → ∞ ïðè êî-

íå÷íîì ÷èñëå L èçìåðÿåìûõ ïðîöåññîâ ς̌ (ýòî òàê íàçûâàåìûé ñòàòèñòè÷åñêèé

ïðåäåë ïî âðåìåíè).

2. Îáúåì âûáîðêè ðàñòåò çà ñ÷åò ÷èñëà èçìåðåííûõ ïðîöåññîâ L→∞ ïðè êîíå÷íîé

äëèíå èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ N (ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë ïî àíñàìáëþ).

Ìû ïåðäëàãàåì íàçûâàòü ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ñî ñòàòèñòè÷åñêèì ïðåäåëîì ïî âðå-

ìåíè ìåòîäàìè 1-ãî ðîäà, à ñî ñòàòèñòè÷åñêèì ïðåäåëîì ïî àíñàìáëþ � ìåòîäàìè 2-ãî

ðîäà. Ê ïåðâîìó ðîäó, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ìåòîäû [22, 46, 120, 195]. Òèïè÷íûìè ïðåä-

ñòàâèòåëÿìè ìåòîäîâ 2-ãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûå (îðòîðåãðåññèîííûå) ìåòîäû

èäåíòèôèêàöèè [11,42,45,58,78,134,154] (ãëàâà 3).
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Ïóñòü â ñèñòåìå (6.3.3) âûïîëíåíî n1 = r , ò. å. ïðîöåññ òðåíäà îïèñûâàåòñÿ îäíî-

ðîäíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì. Åñëè êîðíè ìíîãî÷ëåíà detϕ(s) ëåæàò âíóòðè åäè-

íè÷íîãî êðóãà, òî â ïðåäåëå N → ∞ òðåíä â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå ñõîäèòñÿ

ê íóëþ:

lim
N→∞

N−1

N∑
i=1

‖f [i]‖2 = 0.

Ýòî äåëàåò íåâîçìîæíûì
∗) îöåíêó ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ òðåíäà ëþáûì ìåòîäîì, ïðåä-

ïîëàãàþùèì ñòàòèñòè÷åñêèé ïðåäåë ïî âðåìåíè N → ∞ (1-ãî ðîäà). Ñîñòîÿòåëüíûå

îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî â ïðåäåëå ïî àíñàìáëþ

L→∞ ïðè êîíå÷íûõ N . Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ìåòîäû 2-ãî ðî-

äà, íàïðèìåð, âàðèàöèîííûå ïðè àääèòèâíûõ îøèáêàõ â íàáëþäåíèÿõ, èëè ëèíåéíûé

ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ñëó÷àå îøèáîê â íåâÿçêå óðàâíåíèÿ.

Äðóãèì ñëó÷àåì, êîãäà ïðèìåíèìû ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè òîëüêî 2-ãî ðîäà, ÿâëÿ-

þòñÿ íåóñòîé÷èâûå òðåíäû (êîðíè ìíîãî÷ëåíà detϕ(s) ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà).

Òàêèå æå çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñäåëàòü è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ðÿäà (n = r ).

6.3.3 Óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ïàðàìåòðîâ ñóììàðíîé ñèñòåìû

Ïóñòü äàíî ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 ìíîæåñòâî M∗ íàáëþäåíèé ñóìì ς∗ , ò. å.

spanM∗ = N (Pθ∗) . Äëÿ ïîëíîòû M∗ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàò-

ðèö (6.3.6) (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.2.1). Âçàèìîñâÿçü òåðìèíîâ ðàçëè÷èìîñòè è èäåíòèôè-

öèðóåìîñòè îãîâàðèâàëàñü â çàìå÷àíèè 3.2.1. (Ðàçëè÷èìîñòü åñòü èäåíòèôèöèðóåìîñòü

ïî ïîëíîìó ìíîæåñòâó íàáëþäåíèé.)

Â îáùåì ñëó÷àå ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2.1 óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè ïàðàìåòðîâ θ

ñóììàðíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Pθ èìååò âèä:

∀ ξ ∈ Θ QPθ = Pξ ⇒ Q = I, ξ = θ. (6.3.14)

Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé êëåòî÷íî-òåïëèöåâûõ ìàòðèö Pθ = πθ(s)⊗E . Äëÿ ñóììàðíûõ

ìàòðèö òàêîãî âèäà ïî ïîñòðîåíèþ (òåîðåìà 6.1.2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (ii) íà ñ. 91 ñ

çàìåíîé γθ(s) íà πθ(s) . Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëè÷èìîñòü (6.3.14) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ äëÿ ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö:

∀ ξ ∈ Θ ρ(s)πθ(s) = πξ(s) ⇒ ρ(s) = I, ξ = θ (6.3.15)

(ñì. óòâåðæäåíèå 2.3.1).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ óñëîâèé ðàçëè÷èìîñòè èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà 2.3.1.

Åå ïðèìåíåíèå ê ñóììàðíûì ñèñòåìàì Pθ v π(s) çàòðóäíåíî òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

äàæå ïðè ïðîñòûõ �àôôèííûõ� çàâèñèìîñòÿõ γ(θ) è ϕ(θ) âèäà (i') íà ñ. 128 ýëåìåíòû

ìàòðèöû ñóììàðíîé ñèñòåìû π(θ) çàâèñÿò îò θ êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì; ê òîìó æå

∗)В силу невыполнения условия постоянного возбуждения наблюдаемого сигнала, см. [195, гл. 14].
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ÿêîáèåâûå ìàòðèöû ∂π/∂θ , êàê ïðàâèëî, îêàçûâàþòñÿ íå êâàäðàòíûìè, è ÷èñëî ôèê-

ñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â π(θ) íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíûõ (áëèçêèõ ê íåîáõî-

äèìûì) äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçëè÷èìîñòè. Òåì íå ìåíåå, äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì

óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàíà îäíà èç ìàòðèö γ èëè ϕ , òî óñëîâèÿ ðàçëè-

÷èìîñòè ñóììàðíîé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì ðàçëè÷èìîñòè íåôèêñèðîâàííîé

ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî ϕ èëè γ . Òîãäà äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷èìîñòè ñòàíîâÿòñÿ ïðè-

ìåíèìûìè âñå êîíñòðóêòèâíûå óòâåðæäåíèÿ ãëàâû 2 (íàïðèìåð, òåîðåìû 2.3.1�2.3.4).

Òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ðåçóëüòàòà è ïîñâÿùåí äàííûé ðàçäåë.

Ðàññìîòðèì êëàññ ñóììàðíûõ ñèñòåì, îïèñàííûé â ïðèìåðàõ Ã íà ññ. 274 è 281. À

èìåííî, ïóñòü

G v γ(s) =


α11(s) . . . α1r(s) β11(s) . . . β1m(s)
...

...
...

...

αr1(s) . . . αrr(s) βr1(s) . . . βrm(s)

 .
= (6.3.16)

.
=
(
α(s) β(s)

)
∈ Rr×(r+m)[s],

F v ϕ(s) =



τ(s) 0
. . .

τ(s)

1
. . .

0 1


= (6.3.17)

=

(
Ir ⊗ τ(s) 0

0 Im

)
∈ R(r+m)×(r+m)[s], m > 1,

τ(s) = τq1s
q1 + . . .+ τ1s+ τ0 ∈ R[s],

ïðè ýòîì detα(s) = 0 íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê s ∈ R è ÍÎÄ(τ, detα) = 1 .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.1.2 íà ñ. 274, ìàòðèöà ñóììàðíîé ñèñòåìû èìååò âèä

π(s) = τ(s)γ(s). (6.3.18)

Ïîÿñíèì ñìûñë âûáîðà âèäà ìàòðèö G , F . Ïåðâîå, íàëè÷èå êëåòêè Im â ϕ(s)

(6.3.17) âûçâàíî íåîáõîäèìîñòüþ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì åäèíñòâåííîñòè òåîðåìû 6.1.3.

Ñóììàðíàÿ ñèñòåìà è åå ìàòðèöà π(s) (6.3.18) íå èçìåíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü ϕ(s) (6.3.17)

íà ìàòðèöó ϕ̃(s) = Ir+m ⊗ τ(s) áåç åäèíèö íà äèàãîíàëè (ñì. ïðèìåð 4 íà ñ. íà ñ. 296).

Çíà÷èò, ìàòðèöû γ(s) (6.3.16), ϕ(s) (6.3.17) îïèñûâàþò ðÿä z ñ òðåíäîì f ,

f [k] =
(
f1[k]; . . . ; fr+m[k]

)
∈ Rr+m,

êàæäàÿ i -ÿ êîìïîíåíòà òðåíäà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

317



τq1fi[k + q1] + . . .+ τ0fi[k] = 0, k ∈ 1, N − q1 (6.3.19)

ñî ñâîáîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè fi[1], . . . , fi[q1] . Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé òðåíäà çàâèñÿò îò ïðåäúÿâëåííûõ íàáëþäåíèé ñóììàðíîãî ïðîöåññà

ς̌(1), . . . , ς̌(L) (6.3.5) è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.3.12). Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâà-

åìîì ñëó÷àå òðåíäû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (6.3.19)

çàäàííîãî ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü êàê èçâåñòíûìè, òàê è ïîäëå-

æàòü èäåíòèôèêàöèè. Äëÿ çàäàíèÿ òàêîé ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ϕ(s) , òàê è

ϕ̃(s) , íî ïîñëåäíèé âàðèàíò íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ

òðåíäà ïî íàáëþäåíèÿì ñóììàðíîãî ïðîöåññà.

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ çàâèñèìîñòè ìàòðèö γ(s) = γθ(s) , ϕ(s) =
(
Ir⊗τθ(s) 0

0 Im

)
,

π(s) = πθ(s) îò ïàðàìåòðîâ:

1. ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ îáúåêòà (6.3.2) èçâåñòíû, îöåíèâàíèþ ïîäëåæàò ïàðàìåòðû

óðàâíåíèÿ òðåíäà (6.3.3); òîãäà

πθ(s) = τθ(s)γ(s); (6.3.20)

2. ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ òðåíäà èçâåñòíû, îöåíèâàíèþ ïîäëåæàò ïàðàìåòðû óðàâ-

íåíèÿ îáúåêòà:

πθ(s) = τ(s)γθ(s). (6.3.21)

Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàëè÷èå îáúåêòà èëè òðåíäà ñ èçâåñòíûìè ôèêñèðîâàí-

íûìè óðàâíåíèÿìè íå âëèÿåò íà óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè ñóììàðíîé ñèñòåìû. Ýòî ñðàçó

âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 6.3.1. Ïóñòü äàíû äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö

{ϕθ(s) : θ ∈ Θ} , {πθ(s) = ϕθ(s)γ(s) : θ ∈ Θ} , òàêèå ÷òî ìàòðèöû ϕθ(s) è γ(s) íåâåð-

òèêàëüíûå, γ(s) ñîäåðæèò íåîñîáåííóþ ïîäìàòðèöó α(s) èç ñòîëáöîâ, è äëÿ êàæ-

äîé èç ìàòðèö ϕθ(s) è πθ(s) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii) (ñ. 91). Òîãäà ñëåäóþùèå äâà

óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

À1) ñóììàðíàÿ ñèñòåìà (6.3.8) ñ ìàòðèöåé πθ(s) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà

â òî÷êå θ ;

À2) ñèñòåìà (6.3.3) ñ ìàòðèöåé ϕθ(s) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ .

Òåîðåìà 6.3.2. Ïóñòü äàíû äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö

{γθ(s) : θ ∈ Θ} , {πθ(s) = τ(s)γθ(s) : θ ∈ Θ} , òàêèå ÷òî τ(s) åñòü ìíîãî÷ëåí è äëÿ

ìàòðèö γθ(s) è πθ(s) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii) (ñ. 91). Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óòâåð-

æäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

Á1) ñóììàðíàÿ ñèñòåìà (6.3.8) ñ ìàòðèöåé πθ(s) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà

â òî÷êå θ ;

Á2) ñèñòåìà (6.3.2) ñ ìàòðèöåé γθ(s) ãëîáàëüíî (ëîêàëüíî) ðàçëè÷èìà â òî÷êå θ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.3.1 ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäå-

íèÿ ðàâíîñèëüíû:

∃ ξ ∈ Θ πξ(s) = ρ(s)πθ(s), (1)

∃ ξ ∈ Θ ϕξ(s) = ρ(s)ϕθ(s). (2)

Îòñþäà ââèäó óòâåðæäåíèÿ 2.3.1 è òåîðåìû 1.5.1 ñðàçó áóäåò ñëåäîâàòü ðàâíîñèëüíîñòü

óòâåðæäåíèé À1 è À2. Òàêæå åñëè óñòàíîâèòü ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé

∃ ξ ∈ Θ πξ(s) = ρ(s)πθ(s), (3)

∃ ξ ∈ Θ γξ(s) = ρ(s)γθ(s), (4)

òî áóäåò äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé Á1 è Á2 òåîðåìû 6.3.2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (1), ò. å.

ϕξ(s)γ(s) = ρ(s)ϕθ(s)γ(s).

Òîãäà ϕξ(s)α(s) = ρ(s)ϕθ(s)α(s) è ïîëó÷àåì ϕξ(s) = ρ(s)ϕθ(s) (2) ââèäó íåîñîáåííîñòè

α(s) (ðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ êàê ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ò. å. òîæäåñòâåííî ïî s ). Èç

(2) î÷åâèäíî ñëåäóåò (1). Ðàâíîñèëüíîñòü (3) è (4) ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè óìíî-

æåíèÿ γθ(s) íà ñêàëÿðíûé ìíîãî÷ëåí τ(s) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.3.4 Ïðèìåðû

1. Ðàññìîòðèì äëÿ íàãëÿäíîñòè êîðîòêèé èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ äëèíû N = 5 .

Ïóñòü ïðîöåññ z[k] = (y[k];−u[k]) ñîîòâåòñòâóåò àïåðèîäè÷åñêîìó çâåíó ñ óðàâíåíèåì

y[k + 1]− ay[k] = bu[k], k = 1, 4. (6.3.22)

Çäåñü p = 1 , r = 1 , n = 2 ,

G =


−a −b 1 0 0

−a −b 1 0

−a −b 1 0

0 −a −b 1 0

 ∼

∼


−a 1 0 −b 0

−a 1 −b
−a 1 −b

0 −a −1 0 −b

 v
v γ(s) =

(
α(s) β(s)

)
=
(
s− a −b

)
.
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Ïåðâîå ñîîòâåòñòâèå ∼ äîñòèãàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ è óäàëåíèåì íóëåâîãî ñòîëá-

öà, âòîðîå ñîîòâåòñòâèå ñ ìíîãî÷ëåííûìè ìàòðèöàìè îïèñàíî âûøå â (6.3.16).

Ïðîöåññ òðåíäà f [k] = (fy[k]; fu[k]) îïèøåì óðàâíåíèÿìè (6.3.4), (6.3.3), (6.3.17) ñî

çíà÷åíèÿìè q = 1 , r1 = 2 , n = 2 è ìàòðèöàìè

F =



−1 1 0

1 0

−1 1

1 0

−1 1

1 0

−1 1

0 1 0


∼

∼



−1 1 0

−1 1

−1 1

0 −1 1

0

0

1 0

1

1

0 1


v

v ϕ(s) =

(
τ(s) 0

0 1

)
=

(
s− 1 0

0 1

)
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî òðåíä ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ïðèñóòñòâóåò òîëüêî â êîìïîíåíòå
∗) y :

f [k] = (fy[k]; 0) . Óðàâíåíèå òðåíäà (6.3.19) â ýòîì ïðèìåðå ïðèíèìàåò âèä

fy[k + 1]− fy[k] = 0, k = 1, 4,

íà÷àëüíîå óñëîâèå (àìïëèòóäà òðåíäà) fy[1] âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé (6.3.12), (6.2.13)

èëè (6.2.21) ñ ïîäñòàíîâêîé ž = ς̌ , B
>

= G ,

C = F⊥ = (1 . . . 10 . . . 0)> ,

ẑC = f̂ . Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû B
>
2 = G>

(
GG>

)−1
GF⊥ è ïðîåêöèè ẑB = ẑ â ôîðìóëå

(6.2.21) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðåêóððåíòíî ïî àëãîðèòìàì èç ðàçäåëà 6.6.

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a , b íåèçâåñòíû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 2 ïî ïîëíûì íàáëþäå-

íèÿì (6.3.5) ñ L = 1 , îïóñòèâ ìåòêó ∗ â èíäåêñàõ âåëè÷èí:

∗)В данном примере невозможно вычислить константные тренды неизвестной амплитуды, если они
присутствуют сразу в обеих компонентах y , u , поскольку нарушается условие единственности теоре-
мы 6.1.3.
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Çàäà÷à. Ïî íàáëþäåíèÿì ς̌ = z + f + η ñóììàðíîãî ïðîöåññà ñ âîçìóùåíèÿìè âû÷èñ-

ëèòü îöåíêè θ̂ , ẑ , f̂ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ = (a; b) , ïîëåçíîãî ñèãíàëà z è òðåíäà

f .

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà P ñóììàðíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

P v π(s) = τ(s)
(
α(s) β(s)

)
=
(
s2 − (a+ 1) s+ a −bs+ b

)
v

v

 a − (a+ 1) 1 0 b −b 0

a − (a+ 1) 1 b −b
0 a − (a+ 1) 1 0 b −b

 .

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé η ∈ M2(0, σ2I) ïàðàìåòð θ = (a; b) ñîñòîÿòåëüíî

èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì ς̌ âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè (ðàçäåë 3.3).

Îöåíêè ẑ è f̂ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.2.13) ñ ïîäñòàíîâêîé ž = ς̌ è

F⊥ =
(

1 . . . 1 0 . . . 0
)>

.

2. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïî óðàâíåíèþ (6.3.22)

ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ a = a∗ = 0.8 , b = b∗ = 0.25 , fy[1] = f ∗y [1] = 0.5 , L = 1 .

Äëèíà òðàåêòîðèè N = 50 è N = 200 . Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå (ÑÊÎ) σ

ïîìåõ η[k] = (ηy[k]; ηu[k]) , ìîäåëèðóåìûõ äàò÷èêîì íîðìàëüíîãî øóìà, çàäàåòñÿ â %

îò ñðåäíåãî ìîäóëÿ çíà÷åíèé ñèãíàëîâ y[k] , u[k] (ðèñ. 1, 2).

Ñðåäíåå è ÑÊÎ îöåíîê ïàðàìåòðîâ â è b̂ âû÷èñëÿëèñü äëÿ ðàçíîãî ÷èñëà M ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ñ íåçàâèñèìûìè ðåàëèçàöèÿìè øóìà η . ×èñëî ðåàëèçàöèé M = 50 îêà-

çàëîñü äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ çíà÷åíèé ñðåäíåãî è ÑÊÎ îöåíîê

ïàðàìåòðîâ (ðèñ. 3).

Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî è ÑÊÎ îöåíîê ïàðàìåòðîâ â è b̂ îò àìïëèòóäû øóìà σ

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.

Îöåíêè ñóììàðíîãî ñèãíàëà ς̂[k] =
(
ŷ[k] + f̂y[k];−û[k]

)
è òðåíäà f̂ [k] =

(
f̂y[k]; 0

)
âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì (6.2.13) ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ â = 0.8365 è b̂ = 0.2079 ,

ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèêàöèè ïî äàííûì ðèñ. 1 (σ = 30% , N = 50 ) ñ

îäíîé ðåàëèçàöèåé øóìà (M = 1 ). Îöåíêè û[k] , ŷ[k]+f̂y[k] , f̂y[k] âìåñòå ñ ýòàëîííûìè

çíà÷åíèÿìè u[k] , y[k] + fy[k] , fy[k] ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 1. Ìàññèâû íàáëþäåíèé (σ = 30% , N = 50 ).
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◦ u[k] · u[k] + ηu[k]
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Ðèñ. 2. Ìàññèâû íàáëþäåíèé (σ = 30% , N = 200 ).
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Ðèñ. 3. Ñðåäíåå è ÑÊÎ îöåíîê ïàðàìåòðîâ â è b̂ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà

ýêñïåðèìåíòîâ M ñ ðàçíûìè ðåàëèçàöèÿìè øóìà ( σ = 30% , N = 50 ).
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Îöåíêà â (N = 200)

♦♦♦♦♦♦♦♦

0,1

0,2

0,3

0,4

10 20 30 40 50 60
σ (%)

Îöåíêà b̂ (N = 200)

♦♦♦♦♦♦♦♦

Ðèñ. 4. Ñðåäíåå è ÑÊÎ îöåíîê ïàðàìåòðîâ â è b̂ â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû øóìà

σ (% ) äëÿ N = 50 è N = 200 . ×èñëî ýêñïåðèìåíòîâ M = 50 .
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Ðèñ. 5. Îöåíêè ñèãíàëîâ u[k] , y[k] + fy[k] è fy[k] ïî îäíîìó èçìåðåíèþ (M = 1 ),

σ = 30% , N = 50 .
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3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (6.3.22) äëÿ ïðîöåññà z èçâåñòíû:

a = 0.8 , b = 1 . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òðåíäà (6.3.19) 2-ãî ïîðÿäêà:

ϕ(s) = ϕ0 + ϕ1s+ s2,

F ∼

(
τ(s) 0

0 1

)
∼



τ0 τ1 1 0

τ0 τ1 1

0 τ0 τ1 1

0

0

1 0

1

1

0 1


.

Êîýôôèöèåíòû τ0 , τ1 óðàâíåíèÿ òðåíäà íå äàíû è ïîäëåæàò èäåíòèôèêàöèè.

Ìàòðèöà P óðàâíåíèÿ ñóììàðíîãî ïðîöåññà èìååò âèä:

P ∼ π(s) = τ(s)
(
α(s) β(s)

)
= (τ0 + τ1s+ s2)

(
s− 0.8 1

)
=

=
(
−0.8τ0 + (τ0 − 0.8τ1)s+ (τ1 − 0.8)s2 + s3, τ0 + τ1s+ s2

)
∼

∼

(
−0.8τ0 τ0 − 0.8τ1 τ1 − 0.8 1 0 τ0 τ1 1 0

0 −0.8τ0 τ0 − 0.8τ1 τ1 − 0.8 1 0 τ0 τ1 1

)
,

l = 3, r2 = 1.

Ïàðàìåòð θ = (τ0; τ1) ñîñòîÿòåëüíî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì ς̌(1) ,... ς̌(L)

êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Îöåíêè ẑ è f̂ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.2.13) ñ

ïîäñòàíîâêîé ž = ς̌ è

F⊥ =

(
1 λ λ2 λ3 λ4 0 0 0 0

1 µ µ2 µ3 µ4 0 0 0 0

)>

â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé λ , µ ìíîãî÷ëåíà τ̂0 + τ̂1s+ s2 èëè

F⊥ =

(
0 ρ sinω ρ2 sin 2ω ρ3 sin 3ω ρ4 sin 4ω 0 0 0 0

1 ρ cosω ρ2 cos 2ω ρ3 cos 3ω ρ4 cos 4ω 0 0 0 0

)>

â ñëó÷àå ïàðû êîìïëåêñíûõ êîðíåé λ1,2 = ρ exp(±iω) (ñì. ðàçäåë 6.4).

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âñå îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû θ = (τ0; τ1) ñîñðåäîòî÷åíû â �íåóïðàâ-

ëÿåìîé� ÷àñòè τθ(s) óðàâíåíèÿ (6.3.8) ñóììàðíîãî ïðîöåññà ñ ìàòðèöåé

πθ(s) = τθ(s)
(
α(s) β(s)

)
.
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6.4 Ïðèëîæåíèå 1. Ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé îäíîðîä-

íûõ ñèñòåì

Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïðèâåäåì ðÿä ñâåäåíèé èç ìîíîãðàôèé [102,126]. Ðàññìîòðèì ÷àñò-

íûé ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.4.1) ( βi = 0 , m = 0 ):

α0y[k] + . . .+ αpy[k + p] = 0, k ∈ 1, N − p, (6.4.1)

ãäå αi ∈ Rr×r � ïîñòîÿííûå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåííóþ

ìàòðèöó

α(s)
.
= α0 + α1s+ . . .+ αps

p ∈ Rr×r[s].

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (6.4.1) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì M⊂ RrN âåêòîðîâ âèäà

z
.
= (y[1]; . . . ; y[N ]) ,

y[k] = y1P1s
k
1 + . . .+ ynPns

k
n, (6.4.2)

n
.
= p1 + . . .+ pr = deg detα(s),

ãäå ÷èñëà yi ∈ C åñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è, si ∈ C � êîðíè óðàâíåíèÿ

detα(s) = 0 , âåêòîðû Pi ∈ Rr âû÷èñëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé α(si)Pi = 0 è íîðìèðóþòñÿ

êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, íàïðèìåð, ‖Pi‖ = 1 . Åñëè êîðåíü si èìååò êðàòíîñòü k > 2 ,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîâïàäàþò êîðíè si = si+1 = . . . = si+k−1 , è òîãäà ó ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñëàãàåìûõ ñóììû (6.4.2) ïîÿâëÿþòñÿ ñîìíîæèòåëè � ìíîãî÷ëåíû îò t ñòåïåíè îò

íóëÿ äî k − 1 : (
yiPi + yi+1Pi+1t+ . . .+ yi+k−1Pi+k−1t

k−1
)
sti (6.4.3)

(ñì., íàïðèìåð, [126, ãë. 2, ïàð. 5]).

Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.4.2) íàçûâàþòñÿ ìîäàìè îäíîðîäíûõ äâè-

æåíèé.

Â ñèëó òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (6.4.1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîìïëåêñ-

íûå êîðíè ïîÿâëÿþòñÿ â ïàðàõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé sj
.
= a+ib , sj+1

.
= a− ib . Ïîñêîëü-

êó ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî äåéñòâèòåëüíûìè ðåøåíèÿìè, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ yi â

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ (6.4.2) è (6.4.3) ïðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿõ si äîëæíû áûòü

äåéñòâèòåëüíûå, à ïðè êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíÿõ sj è sj+1 � ñîïðÿæåííûå:

yj = yj+1 [102]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äâà ïàðíûõ ñëàãàåìûõ j è j + 1 â ñóììå (6.4.2)

äàþò òðàåêòîðèþ

A%t cos (ωt+ ϕ) ,

%
.
=
√
a2 + b2, ω

.
= arccos

a√
a2 + b2

.

Ýòà òðàåêòîðèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñåë A = A (yj, yj+1) , ϕ = ϕ (yj, yj+1) .
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàì ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ÷àñòü ìíîãî÷ëåíà èìååò âèä

(s− sj) (s− sj+1) =
(
s2 − 2ρ cosω · s+ ρ2

)
.

Òðàåêòîðèè âèäà

z
.
= (y[1]; . . . ; y[N ]) , y[t] = Pst = Pet ln s, P ∈ Rr,

ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t ñ îñíîâàíèåì s èëè ýêñïîíåíòàìè ñ

ïîêàçàòåëåì t ln s . Ââèäó ýòîãî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè (6.4.2) ìîæíî íàçûâàòü ýêñïîíåí-

öèàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè. Òðàåêòîðèè ñèñòåì ñ êðàòíûìè êîðíÿìè (6.4.3) íàçûâàþòñÿ

êâàçèìíîãî÷ëåíàìè [102].

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ñ �âåðòèêàëüíûìè� ìàòðèöàìè

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ñèñòåìû (6.4.1) íà ñëó÷àé �âåðòèêàëüíûõ� ìàòðèö αi ∈ Rq×r :

q > r . Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðèìåì, ÷òî ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà

α(s)
.
= α0 + α1s+ . . .+ αps

p ∈ Rq×r[s] (6.4.4)

α(s) èìååò ïîëíûé ðàíã, òî åñòü âñå èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû α(s) íåíóëåâûå. Îáî-

çíà÷èì π(s) ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ α(s) , ò. å. íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü ìèíîðîâ ïîðÿäêà r â α(s) . Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé M
ñèñòåìû (6.4.1) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (6.4.2) èëè (6.4.3) ñ çàìåíîé detα(s) íà π(s) .

Ïðåäëîæåíèå 6.4.1. Ñèñòåìà (6.4.1) c �âåðòèêàëüíûìè� ìàòðèöàìè αi ∈ Rq×r ,

q > r èìååò òðèâèàëüíîå íóëåâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Smα(s) íå èìååò íóëåâûõ ñòîëáöîâ è ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé

è åäèíèö, ò. å. êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìèíîðîâ ïîðÿäêà r â α(s) ðàâåí

åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé M ñèñòåìû (6.4.1) åñòü ïðàâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî

êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû α(s)⊗E âèäà (6.1.11). Ëåâûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ìàòðèöû α(s) íå èçìåíÿþò ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (6.4.1), åñëè ñòåïåíè

ñòðîê ïîëó÷àåìûõ òàêèì ñïîñîáîì ìàòðèö íå ïðåâîñõîäÿò N . Ïðàâûå ýëåìåíòàðíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ α(s) ïðè òàêîì æå îãðàíè÷åíèè ñòåïåíåé ñòðîê ïîëó÷àåìûõ ìàòðèö

ïðèâîäÿò ê ñèñòåìàì, êîòîðûå èìåþò íóëåâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà íóëåâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èìååò èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé α(s) . Ýòè

ôàêòû ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè, åñëè çàìåòèòü, ÷òî óïîìÿíóòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãî-

÷ëåííîé ìàòðèöû α(s) ðàâíîñèëüíû ëåâûì è ïðàâûì óìíîæåíèÿì ÷èñëîâîé ìàòðèöû

α(s)⊗E íà íåîñîáåííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà

(6.4.1) ñ ìàòðèöåé α(s) èìååò íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå) ìíîæåñòâî ðåøåíèé M 6= {0}
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåíóëåâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà (6.4.1) ñ ìàò-
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ðèöåé êàíîíè÷åñêîãî âèäà

Smα(s) =



d1(s) 0
. . .

0 dr(s)

0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0


.
=

(
α̃(s)

0

)
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé Smα(s) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå ñ ìàòðèöåé α̃(s) áåç

íóëåâûõ ñòðîê:

α̃(s)
.
=


d1(s) 0

. . .

0 dr(s)

 .

Ââèäó èçâåñòíûõ ñâîéñòâ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû [23, ñ. 142], êàæäûé ïðåäûäóùèé ìíî-

ãî÷ëåí íà äèàãîíàëè äåëèò ïîñëåäóþùèé:

d1(s)
...d2(s)

... . . .
...dr(s).

Ðåøåíèÿ ñèñòåì (6.4.1) ñ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè α̃(s) èìåþò âèä (6.4.2), (6.4.3). Ýòè

ðåøåíèÿ íå ðàâíû íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà det α̃(s) âûøå

íóëÿ, ò. å. âûøå íóëÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà dr(s) . Ýòîò ìíîãî÷ëåí åñòü íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü ìèíîðîâ íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà r â ìàòðèöàõ α̃(s) è α(s) . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñèñòåìà (6.4.1) ñ âåðòèêàëüíîé ìàòðèöåé α(s) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå (íóëåâûå)

ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Smα(s) ñîñòîèò òîëüêî èç

íóëåé è åäèíèö (è íå èìååò íóëåâûõ ñòîëáöîâ). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 6.4.1. Ââèäó òîãî, ÷òî ñèñòåìû ñ q > r è q = r èìåþò îäèíàêîâî óñòðîåí-

íûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé, óìåñòíî íàçûâàòü îäíîðîäíûìè ñèñòåìû ñ íåãîðèçîíòàëüíûìè

ìàòðèöàìè α(s) ( q > r ), à íåîäíîðîäíûìè � ñèñòåìû ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ìàòðèöàìè

α(s) ( q < r ).

6.5 Ïðèëîæåíèå 2. Ôîðìóëû êîñîãî ïðîåöèðîâàíèÿ

Âûïèøåì ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà z ∈ Rn íà íåïðÿìóþ ñóììó z = zA + zB ,

zA ∈ imA , zB ∈ imB , ãäå A , B � ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ Rn :

im (A,B) = Rn , imA ∩ imB = 0 .

Âûðàçèì ïðîåêöèè zA , zB . Îáîçíà÷èì

zA
.
= Aϕ, zB

.
= Bψ.
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ßñíî, ÷òî

A
>
z = A

>
zB = A

>
Bψ, (6.5.1)

ñëåäîâàòåëüíî,

ψ =
(
A
>
B
)−1

A
>
z (6.5.2)

zB = Bψ = B
(
A
>
B
)−1

A
>
z.

Àíàëîãè÷íî,

zA = z − zB =

[
I −B

(
A
>
B
)−1

A
>
]
z.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

zA = Aϕ = A
(
B
>
A
)−1

B
>
z.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåííûõ âûøå ìàòðèö èìååì òîæäåñòâà

I −B
(
A
>
B
)−1

A
> ≡ A

(
B
>
A
)−1

B
>
.

I − A
(
B
>
A
)−1

B
> ≡ B

(
A
>
B
)−1

A
>
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ýòè òîæäåñòâà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòîëáöû ñîñòàâíîé ìàòðèöû

(A,B) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ Rn , òî åñòü B = A , A = B (ïðîâåðêó îïóñêàåì).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû

zB = B
(
A
>
B
)−1

A
>
z =

[
I − A

(
B
>
A
)−1

B
>
]
z,

zA = z − zB =

[
I −B

(
A
>
B
)−1

A
>
]
z = A

(
B
>
A
)−1

B
>
z

îïðåäåëÿþò êîñîå ïðîåöèðîâàíèå â Rn íà ïîäïðîñòðàíñòâà imB , imA äëÿ îïèñàííûõ

âûøå ìàòðèö A , B .

Ïóñòü òåïåðü A , B � ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðûõ íå îáðàçóþò áàçèñ Rn :

im (A,B) ⊂ Rn, dim im (A,B) < n, ker (A,B) = 0, imA ∩ imB = 0.

Ìàòðèöà A
>
B â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, è âûðàæåíèå (6.5.2) òåðÿåò

ñìûñë. Ââèäó (6.1.25),

imA ∩ imB = 0 ⇔ kerA
>
B = 0.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî kerA
>
B = 0 , èç (6.5.1) ïîëó÷àåì:

B>A A
>
z = B>A A

>
Bψ,

ψ =
(
B>A A

>
B
)−1

B>A A
>
z,

zB = B
(
B>A A

>
B
)−1

B>A A
>
z. (6.5.3)

Àíàëîãè÷íî

zA = A
(
A>B B

>
A
)−1

A>B B
>
z.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî z = zA + zB , ïîëó÷àåì äðóãóþ ïàðó ñîîòíîøåíèé:

zB = z − zA =

[
I − A

(
A>B B

>
A
)−1

A>B B
>
]
z,

zA = z − zB =

[
I −B

(
B>A A

>
B
)−1

B>A A
>
]
z.

6.6 Ïðèëîæåíèå 3. Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

Ïðèâåäåì ôîðìóëû ðåêóððåíòíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì èç

ñòîëáöîâ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû [?, 42, 45]. Âûâîä ôîðìóë äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

ñ îäíîðîäíûìè áàçèñàìè ïðèâåäåí â [?] (íàáîð âåêòîðîâ (x1; . . . ;xN) íàçûâàåòñÿ îäíî-

ðîäíûì, åñëè âñå åãî ýëåìåíòû ñâÿçàíû ñòåïåíÿìè óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: xi =

U i−jxj , U
−1 = U∗ ; â ÷àñòíîñòè, îäíîðîäíûìè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû ñòðîê òåïëèöåâûõ è

ãàíêåëåâûõ ìàòðèö). Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ çäåñü ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé âûâîä ôîðìóë

äëÿ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû. Â èõ îñíîâå ëåæèò àëãîðèòì Äóðáèíà�Ëåâèíñîíà

îáðàùåíèÿ êëåòî÷íî-òåïëèöåâîé ìàòðèöû, ñì. Ñ.Ìàðïë (1986) [210, 3.2.1].

Ïóñòü AN � ñèììåòðè÷íàÿ êëåòî÷íî-òåïëèöåâàÿ ìàòðèöà èç N ×N n×n -êëåòîê:

AN = ‖αij‖i=1,N
j=1,N ∈ RnN×nN , αij ∈ Rn×n, α = α>ji

.
= αj−i.

Èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ [20, II.9]:

a) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

a1 = ã1 = A−1
1 = α−1

0 , F1 = F̃1 = I;

á) äëÿ k = 2, N :

µk−1 = F̃>k−1


αk−1

...

α1

 , (6.6.1)

θk = −ãk−1µk−1, θ̃k = −ak−1µ
>
k−1,
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ak =
(
I − θ̃kθk

)−1

ak−1, ãk =
(
I − θkθ̃k

)−1

ãk−1,

Fk =

(
0

Fk−1

)
+

(
F̃k−1

0

)
θk, F̃k =

(
F̃k−1

0

)
+

(
0

Fk−1

)
θ̃k,

A−1
k =

(
A−1
k−1 0

0 0

)
+ FkakF

>
k =

(
0 0

0 A−1
k−1

)
+ F̃kãkF̃

>
k . (6.6.2)

Ïîñòðîèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè x̂ = BN

(
B
>
NBN

)−1

B
>
Nx

.
= ΠNx , x =

(x[1]; . . . ;x[N ]) ∈ RnN , BN ∈ RnN×r(N−p) (6.2.23):

BN =

 BN−1

0

b0,p−1

0 bp

 =

 b0 0

b1,p

0
BN−1

 . (6.6.3)

Ìàòðèöà B
>
NBN

.
= AN ñèììåòðè÷íà è èìååò ëåíòî÷íóþ êëåòî÷íî-òåïëèöåâóþ ñòðóê-

òóðó. Â ôîðìóëàõ (6.6.2) íóæíî ó÷åñòü íàëè÷èå íóëåâûõ êëåòîê íà óäàëåíèè îò ãëàâíîé

äèàãîíàëè. Èç (6.6.2) ñëåäóåò

Πk = Bk

[(
A−1
k−1 0

0 0

)
+ FkakF

>
k

]
B
>
k = Bk

[(
0 0

0 A−1
k−1

)
+ F̃kãkF̃

>
k

]
B
>
k . (6.6.4)

Îáîçíà÷èì fk
.
= BkFk , f̃k

.
= BkF̃k . Òîãäà èç (6.6.1) ïîëó÷àåì

µk = F̃>k B
>
k

(
0

b0,p−1

)
= f̃>k

(
0

b0,p−1

)
.

Óðàâíåíèÿ (6.6.4) ïðèíèìàþò âèä:

Πk =

(
Πk−1 0

0 0

)
+ fkakf

>
k =

(
0 0

0 Πk−1

)
+ f̃kãkf̃

>
k . (6.6.5)

Èç (6.6.2) âûòåêàþò ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

a) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

f1 = f̃1 = B1 =
(
b>0 . . . b>p

)>
,

a1 = ã1 =
(
B
>
1 B1

)−1

=
(
f>1 f1

)−1
,

Π1 = f1a1f
>
1 ;

á) äëÿ k = 2, N :

µk−1 = f̃>k−1

(
0

b0,p−1

)
=
(
b>1,p 0

)
fk−1,
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θk = −ãk−1µk−1, θ̃k = −ak−1µ
>
k−1,

ak =
(
I − θ̃kθk

)−1

ak−1, ãk =
(
I − θkθ̃k

)−1

ãk−1,

fk =

(
0

fk−1

)
+

(
f̃k−1

0

)
θk, f̃k =

(
f̃k−1

0

)
+

(
0

fk−1

)
θ̃k.

Ðåêóðñèÿ äëÿ ïðîåêöèè x̂k = (x̂[1]; . . . ; x̂[k]) èìååò âèä:

x̂k = Πkxk =

[(
Πk−1 0

0 0

)
+ fkakf

>
k

]
xk

.
=

(
x̂k−1

0

)
+ fkakεk.

Ó÷òåì ðàâåíñòâà:

fk = BkFk =

(
Bk−1

0

0

b

) −A−1
k−1B

>
k−1

(
0

b0,p−1

)
I

 =

=

(
0

b

)
−

(
Πk−1 0

0 0

)(
0

b

)
.

Òîãäà

εk
.
= f>k xk =

(
0 b>

)
xk −

(
0 b>

)( x̂k−1

0

)
=

= b>p xk[k] +

p−1∑
i=0

b>i (xk[k − i]− x̂k−1[k − i]).

Çàêëþ÷åíèå ïî ãëàâå 6

Â 6-é ãëàâå ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì èñ-

ñëåäîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ (íå äëèííåå õàðàê-

òåðíûõ âðåìåí ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ). Ïðåäëîæåíû íîâûå ôîðìóëû îïòèìàëüíîãî âû-

÷èñëåíèÿ ñëàãàåìûõ ïðîöåññîâ (ðÿäà è òðåíäà) ïî âîçìóùåííûì íàáëþäåíèÿì ñóìì

ïðè èçâåñòíûõ óðàâíåíèÿõ, à òàêæå àëãîðèòìû èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ óðàâíåíèé ðÿäà è òðåíäà âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå ñóììàðíûå ïðîöåññû ¾ðÿä ïëþñ òðåíä¿, â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ

íåóïðàâëÿåìû. Â èòîãå, âàðèàöèîííûå ìåòîäû îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåí-

òîì äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ïðîöåññîâ ðÿäà è òðåíäà.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïåðå÷èñëèì ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïîëó÷åíû íå çàâèñÿùèå îò ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè êîíñòðóêòèâíûå äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, íàèáîëåå áëèçêèå ê íåîáõîäèìûì;

íà îñíîâå àíàëèçà ñëîæíîñòè óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðåäëîæåíà íîâàÿ

êëàññèôèêàöèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èçâåñòíîé êëàññèôèêà-

öèè Ë.Ëüþíãà.

2. Îïèñàí íîâûé êëàññ ìíîãîìåðíûõ âàðèàöèîííûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ îñíîâíûå òèïû îðòîðåãðåññèîííûõ îöå-

íîê, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå. Äîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü è èññëåäîâàíû àñèìï-

òîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ýòîãî êëàññà; âû÷èñëåíû èíôîðìàöèîííûå ìàòðèöû

è îïèñàíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðûõ âàðèàöèîííûå îöåíêè ÿâëÿ-

þòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

3. Ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ îöåíîê, îñíîâàííûé íà ëèíåàðèçàöèè ãðà-

äèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè è ïîíÿòèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè â ñëó÷àå ìà-

ëûõ àìïëèòóä âîçìóùåíèé; íà îñíîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî,

÷òî îöåíêè ÂÌ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì èìåþò ìåíüøóþ äèñïåðñèþ, ÷åì îöåí-

êè ÎÐ è ÎÐÌ.

4. Ïîëó÷åíû êîíñòàíòû óñòîé÷èâîñòè âàðèàöèîííûõ îöåíîê, èñïîëüçóþùèå íîâûå

âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ íîðì 2-õ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé âåêòîð-

íîãî àðãóìåíòà, íàèëó÷øèå â ïðåäåëå ìàëûõ âîçìóùåíèé, óñòàíîâëåíà èõ ñâÿçü

ñ èíôîðìàöèîííûìè ìàòðèöàìè; íà ýòîé îñíîâå ïðåäëîæåíû ñïîñîáû âû÷èñëå-

íèÿ àïðèîðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé èäåíòèôèöèðóåìî-

ñòè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíà ïðîáëåìà

Ê.Ëàíöîøà (1956) àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè ïîêàçàòåëåé

ýêñïîíåíò.

5. Â çàäà÷àõ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ òðåíäàìè, ôîðìóëèðóåìûõ â äèññåðòàöèè

êàê çàäà÷è âàðèàöèîííîé èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè â èçìåðÿ-

åìûõ ïðîöåññàõ íåîïðåäåëåííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ èç çàäàííûõ

ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè êàê ïðîöåññîâ

ðÿäà è òðåíäà, òàê è ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðÿä è òðåíä.
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Âûðàæåíèå áëàãîäàðíîñòè

Ïñ. 113, 9

Â ïåðâóþ î÷åðåäü õîòåëîñü áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Àëåêñåþ Îëåãîâè÷ó Åãîð-

øèíó, áåç èäåé, ýíòóçèàçìà, è çàðàçèòåëüíîé óâëå÷åííîñòè êîòîðîãî íå ñîñòîÿëîñü áû

íà÷àëî ýòîé ðàáîòû è íå ñäåëàíû áû áûëè ïåðâûå øàãè, êîòîðûå îïðåäåëèëè äàëüíåé-

øåå íàïðàâëåíèå. Áëàãîäàðþ ìàìó, ñóïðóãó, ñûíîâåé çà òåðïåíèå, ïîääåðæêó, ëþáîâü è

ñî÷óâñòâèå. Íåîöåíèìóþ çàáîòó è ïîìîùü ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñè è ðàáîòå ñ áèáëèî-

ãðàôèåé ìíå îêàçûâàëà Îëüãà Íèêîëàåâíà ×åãîäàåâà. Áëàãîäàðþ êîëëåã ïî Èíñòèòóòó

ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà, ñ êîòîðûìè ÿ èìåþ ñ÷àñòüå ðàáîòàòü; à òàêæå íà÷àëü-

ñòâóþùèõ, êîëëåã è ñîòðóäíèêîâ Ïðàâîñëàâíîé ãèìíàçèè âî èìÿ ïðåïîäîáíîãî Ñåðãèÿ

Ðàäîíåæñêîãî Íîâîñèáèðñêîãî Àêàäåìãîðîäêà, ÷üþ ìîëèòâåííóþ ïîääåðæêó ÿ âñåãäà

îùóùàë â òå÷åíèå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.

Ìíå áû õîòåëîñü, ÷òîáû èìåíà äîðîãèõ ìíå ëþäåé íàâñåãäà áûëè ñâÿçàíû ñ ýòèì

ñêðîìíûì òðóäîì.

9(22) ìàÿ 2011 ã.
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